Sonderheft 32

der Osterreichischen Zeitschrift
fur Vermessungswesen und Photogrammetrie

Untersuchungen tiber die
trigonometrische Hohenmessung
und die Horizontierung von
schrdg gemessenen Strecken

Josef Zeger, Wien

Herausgeber:

Osterreichischer Verein fiir Vermessungswesen und Photogrammetrie
gemeinsam mit dem
Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen in Wien

Figentiimer und Verieger:

Osterreichischer Verein fiir Vermessungswesen und Photogrammetrie
A-1082 Wien VIIl., Friedrich-Schmidt-Platz 3

Wien 1978




Osterreichischer Verein fiir Vermessungswesen

Sonderheft

Sonderheft

Sonderheft

Sonderheft
Sonderheft

Sonderheft

und Photogrammetrie
Friedrich Schmidt-Platz 3, 1082 Wien

Sonderhefte zur Osterr. Zeitschrift fiir
Vermessungswesen und Photogrammetrie

-

: Festschrift Eduard Dolezal. Zum 70. Geburtstag. 198 Seiten, Neuauflage, 1948,
Preis S 18,—. (Vergriffen.)

2: Lego (Herausgeber), Die Zentralisierung des Vermessungswesens in ihrer Bedeu-
tung fir die topographische Landesaufnahme. 40 Seiten, 1935. Preis S 24,-.
(Vergriffen.) ]

3: Ledersteger, Der schrittweise Aufbau des europdischen Lotabweichungssystems

und sein bestanschlieBendes Ellipsoid. 140 Seiten, 1948. Preis S 25,—. (Vergriffen.)

: Zaar, Zweimedienphotogrammetrie. 40 Seiten, 1948. Preis S 18,—.

Rinner, Abbildungsgesetz und Orientierungsaufgaben in der Zweimedienphoto-
grammetrie. 45 Seiten, 1948. Preis S 18.—.

6: Hauer, Entwicklung von Formeln zur praktischen Anwendung der flichentreuen
Abbildung kleiner Bereiche des Rotationsellipsoids in die Ebene. 31 Seiten. 1949.
(Vergriffen.)

QA

Sonderh. 7/8: Ledersteger, Numerische Untersuchungen iber die Perioden der Polbewegung. Zur

Sonderheft

Analyse der Laplace'schen Widerspriiche. 59 + 22 Seiten, 1949. Preis S 25,-.
(Vergriffen.)

9: Die Entwicklung und Organisation des Vermessungswesens in Osterreich. 56
Seiten, 1949. Preis S 22,—.

Sonderheft 11: Mader, Das Newton'sche Raumpotential prismatischer Kérper und seine Ableitun-

gen bis zur dritten Ordnung. 74 Seiten, 1951. Preis S 25,—-.

Sonderheft 12: Ledersteger, Die Bestimmung des mittleren Etdellipsoides und der absoluten Lage

der Landestriangulationen. 140 Seiten, 1951. Preis S 35,—.

Sonderheft 13: Hubeny, Isotherme Koordinatensysteme und konforme Abbildungen des Rotations-

ellipsoides. 208 Seiten, 1953. (Vergriffen.)

Sonderheft 14: Festschrift Eduard Dolezal. Zum 90. Geburtstag. 764 Seiten und viele Abbildungen.

1952.Preis S 120,—.

Sonderheft 15: Mader, Die orthometrische Schwerekorrektion des Prdzisions-Nivellements in den

Hohen Tauern. 26 Seiten und 12 Tabellen. 1954. Preis S 28,—.

Sonderheft 16: Theodor Scheimpflug - Festschrift. Zum 150jahrigen Bestand des staatlichen

Vermessungswesens in Osterreich. 90 Seiten mit 46 Abbildungen und XIV Tafeln.
Preis S 60,—.

Sonderheft 17: Ulbrich, Geodéatische Deformationsmessungen an &sterreichischen Staumauern

und Grof3bauwerken. 72 Seiten mit 30 Abbildungen und einer Luftkarten-Beilage.
Preis S 48,—.

Sonderheft 18: Brandstatter, Exakte Schichtlinien und topographische Geldndedarstellung. 94

Seiten mit 49 Abb. und Karten und 2 Kartenbeilagen, 1957. Preis S 80,— (DM 14,-).

Sonderheft 19: Vortrdge aus AnlaB der 150-Jahr-Feier des staatlichen Vermessungswesens in

Osterreich, 4. bis 9. Juni 1956.

Teil 1: Uber das staatliche Vermessungswesen, 24 Seiten, 1957. Preis S 28,—.

Teil 2: Uber Hohere Geodaésie, 28 Seiten, 1957. Preis S 34,—.

Teil 3: Vermessungsarbeiten anderer Behdrden, 22 Seiten, 1957. Preis S 28,—.

Teil 4: Der Sachverstdndige — Das k. u. k. Militirgeographische institut. 18 Seiten, 1958.

Preis S 20,—-.

Teil 5: Uber besondere photogrammetrische Arbeiten. 38 Seiten, 1958. Preis S 40,—.
Teil 6: Markscheidewesen und Probleme der Angewandten Geoddsie. 42 Seiten, 1958.

Preis S 42,—.




Sonderheft 32

der Osterreichischen Zeitschrift
fiir Vermessungswesen und Photogrammetrie

Untersuchungen iiber die
trigonometrische Hohenmessung
und die Horizontierung von
schrig gemessenen Strecken

von

Josef Zeger, Wien

Herausgeber:

Osterreichischer Verein fiir Vermessungswesen und Photogrammetrie
gemeinsam mit dem
Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen in Wien

Eigentiimer und Verleger:

Osterreichischer Verein fiir Vermessungswesen und Photogrammetrie
A-1082 Wien VIII., Friedrich-Schmidt-Platz 3

Wien 1978



Druck:

Umschlag — Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen (Landesaufnahme), Wien.

Inhalt — Fa. Anton Riegelnik, Offéetschnelldruckefei 1080 Wien, Piaristengasse 19.




-1 -

JWHALTSVERZEICHNIS

1 PROBLEMSTELLUNG
2  VORBEREITENDE BERECHNUNGEN

2,1
2,2
2,3
2,4
2,5

Allgemeines
Kriimmungsradien
Punktentfernungen
Winkel Yi,k

Reduktion der Vertikalwinkelmessungen auf andere
Bezugspunkte

2,51 Allgemeines

2452 Reduktion auf die Hohenbezugspunkte der
elektronischen Streckenmessung

2,53 Reduktion auf die Punktstabilisierungen

2454 Genauigkeitshinweise

3 HOHENSYSTEME

3,1
352
343
3,4

Allgemeines
Gebrauchshdhen
Geoidisches Hdéhensystem

Ellipsoidisches Hohensystem

4 HORIZONTIERUNG SCHRAG GEMESSENER STRECKEN

4,1
452

4,3
494

Horizontierung unter Verwendung von Vertikalwinkel=
messungen

Horizontierung ohne Verwendung von Vertikalwinkel=
messungen

Fehlergrenzen fir horizontierte Schrigstrecken

Fehler in der horizontalen Strecke bei konventioneller
Berechnung

5  ELLIPSOIDISCHE HOHENUNTERSCHIEDE AUS VERTIKALWINKELMESSUNGEN

5,1
592
553

554

Hohenformel mit gemessener Schrigstrecke
Hohenformel mit horizontaler Strecke

Mittlerer Fehler eines Hohenunterschiedes aus Vertikal=
winkelmessungen

Fehlergrenze

6 ELLIPSOIDISCHE HOHENUNTERSCHIEDE AUS GEMESSENEN SCHRAGSTRECKEN

6,1
6,2

6,3

654

Héhenformel

Vorschlag fiir eine kontrollierte Messungsanordnung im
Geléande

Mittlerer Fehler eines aus Schridgstrecken abgeleiteten
H6henunterschiedes

Beispiele

7 PUNKTBESTIMMUNG AUS DREI GEMESSENEN SCHRAGSTRECKEN

Seite

O W W W

14
12

12

RN

15
16
18
18
19
20
21

23

23

23

.2

25
31
31
31

31
32
34
34

35

38
48
52




10

11

13

- IT -

REFRAKTION
841 Allgemeines
842 Die Ortliche Refraktion nach MALY
8,3 Geometrische Zusammenhinge
8,4  Physikalische Bestimmungsmethoden
8,5 Direkte Ermittlung der Refraktionswinkel
LOTABWEICHUNGEN
9,1 Allgemeines
9,2 Gegenseitige lage zwischen Geoid und Ellipsoid in
Osterreich
"9,3 Bestimmung der Lotabweichungen
9,4 Die Lotkrimmung
GEOIDISCHE HOHENUNTERSCHIEDE
10,1 Allgemeines )
10,2 Vertikalwinkelmessungen, gemessene Schrigstrecken
10,3 Vertikalwinkelmessungen, horizontale Strecken aus
Koordinaten
10,4 Vertikalwinkelmessungen, Schrigstrecken aus Koordinaten
10,5 Zusammenhang zwischen Gleichung (5,1) und Gleichung (10,1)
10,6 Die Differenz N - Ni
10,7 Gendherte geoidische HShenunterschiede aus gegenseitigen

Vertikalwinkelmessungen
10,71 Verwendung von Schrigstrecken
10,72 Verwendung von horizontalen Strecken

10,73 - Folgerungen

GEOMETRISCHES NIVELLEMENT ALS SONDERFALL DES TRIGONOMETRISCHEN

NIVELLEMENTS

ERMITTLUNG VON REFRAKTICN UND LOTABWEICHUNG AUS GEGENSEITIGEN
VERTTIKALWINKELMES SUNGEN

12,1 Allgemeines

12,2 Einfache Berechnung durch Mittelbildung

12,3 TFehlergleichungen

12,4 Gewichte

FRMITTLUNG VON REFRAKTTION WND LOTABWEICHUNG AUS GEGENSEITIGEN
VORLAUFIGEN HOHENUNTERSCHIEDEN

13,1
13,2

13,3

Allgemeines

Fehlergleichungen

13,21 Fall mit horizontalen Strecken
13,22 TFall mit gemessenen Schriagstrecken
Gewichte

Seite
55

55
60

61
64
64
66
66

67
68
69
71
71
71

72
72
73
T4

75
75
78
79

81

83
83
84
85
85

88
88
88
88
89
89



. y

15

16

17
18

19

- ITT =

BERECHNUNG DER HOHEN, WENN REFRAKTION UND LOTABWEICHUNG
GEGEBEN SIND

14,1 Allgemeines

14,2 Endgiiltige ellipsoidische Hohenunterschiede
14,3 Genidherte geoidische Hohenunterschiede

14,4 Berechnung und Uberpriifung der EinzelhShen
14,5 Fehlergleichungen

14,6  Gewichte

AUSGLEICHUNG DFR ELLIPSOIDISCHEN HOHEN UNTER GLEICHZEITIGER
BERECHNUNG VON REFRAKTION UND LOTABWEICHUNG

15,1 Allgemeines
15,2 Fehlergleichungen
) 15,21 Vertikalwinkel; horizontale Strecken
15,22  Vertikalwinkel; gemessene Schrigstrecken

15,23 HShemmterschiede aus Vertikalwinkeln;
horizontale Strecken

15,24 Hohenunterschiede aus Vertikalwinkeln;
gemessene Schridgstrecken

15,25 Hohenunterschiede aus gemessenen Schrigstrecken
15,3 Gewichte

GEMEINSAME AUSGLELICHUNG VON RICHTUNGS-, STRECKEN- UND
VERTTKALWINKELMESSUN GEN

16,1 Allgemeines
16,2 TFehlergleichungen
16,21 Fehlergleichungen fiir Richtungen
16,22 Fehlergleichungen fiir gemessene Schrigstrecken

16,23 TFehlergleichungen fiir Vertikalwinkel;
gemessene Schrigstrecken

16,24 TFehlergleichungen fiir Vertikalwinkel;
horizontale Strecken

16,25 Hohenunterschiede aus gemessenen Schrigstrecken
16,3 Gewichte
HOHENBERECENUNGEN IM SYSTEM DER GEBRAUCHSHOHEN
BEISPIEL RAURIS
18,1 Allgemeines
18,2  Streckenreduktion
18,3 Netzausgleichungen
18,4 Héhenberechnungen
18,5 Berechnungen nach Annahme der restlichen Lotabweichungen
ZUSAMMENFASSUNG
LITERATURHINWEISE
NACHWORT

Seite

90
90
90
91
92
93
93

95
95
96
96
96

97

98
100
100

101
101
102
102
102

103

1103

104
104
105
108
108
112
117
120
126
131
134
138




PROBLEMSTELLUNG

In der Triangulierungsabteilung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermes=
sungswesen in Wien erfolgtes bisher die Berechnung der Hohenunterschiede aus
den gemessenen Zenitdistanzen bzw, HShenwinkeln im wesentlichen immer noch
nach den von ROHRER im Jahre 1929 in [64] festgehaltenen Grundsitzen und
Formeln, Im allgemeinen wurde dabei einheitlich der HARTL'sche Wert fiir den

Refraktionskoeffizienten verwendet:
k = 0,1470 - 0,000 008 , H(in n) eoceo (1.1)

Die Berechnung der Meereshdhen wurde mit der Tischrechenmaschine bzw,
in letzter Zeit mit einem elektronischen Taschenrechner nach einem mehr=
stufigen Iterationsverfahren durchgefithrt, Ein praktisch befriedigendes
Rechenprogramm fiir die elektronische Auswertung der trigonometrischen Ho=

henmessung stand nicht zur Verfiigung,

Im Laufe der Jahre hat sich nun ein gewisses‘Unbehagen Uber diese Art
der Auswertung eingestellt, Einerseits mBte men erkennen, daf es nicht in
allen Fillen richtig ist, mit dem durch Gleichung (1,1) einheitlich defi=
nierten Refraktionskoeffizienten zu rechnen, Andererseits muBte man erken=
nen, daB vor allem im Bergland bei der Horizontierung der elektronisch ge=
messenen Schrigstrecken vielfach systematische Fehler auftraten, die in der
horizontalen Strecke, berechnet aus der Vertikalwinkelmessung der Hine- und
der Riickvisur, Differenzen bis in den Bereich von einigem Zentimeterm ver=
ursachten, Man muB8te daher die Frage stellen, ob man in diesen Fillen das
Mittel aus den beiden Berechnungen noch als einigermaBen gerechtfertigt
ansehen kann oder ob systematische Einfliisse einen der beiden Werte stérker
verfdlscht haben als den anderen Wert. Die fallweise auftretenden relativ
groBen AbschluBfehler bei langseitigen Polygonziigen im Bergland deuten nun
darauf hin, daf eine solche Mittelung in vielen F&dllen nicht mehr gerecht=
fertigt war. Hatteman auBerdem noch bereits gegebene Meereshchen zur Ver=
fligung und fiihrte man die Horizontierung der elektronisch gemessenen Schrig=
strecke mit dem aus den gegebenen Meereshdhen abgeleiteten Hohenunterschied
durch, erhielt man dann unter UmstZnden einen dritten Wert fiir die horizon=
tale Strecke, der aber nicht in die NZhe des Mittelwertes aus Hin- und Riick=

messung kam,

Diese Erscheinungen waren nun Ausdruck der Tatsache, daB einerseits
mit einem einheitlichen Refraktionskoeffizienten gerechnet wurde und daB
andererseits der EinfluB der Lotabweichung weder bei der Berechnung der
Hohenunterschiede noch bei der Horizontierung der elektronisch gemessenen
Schriagstrecken Berlicksichtigung fand oder genauer ausgedriickt, daB es unter=
lassen wurde, fiir die Horizontierung der Schrigstrecken ellipsoidische Ho=

henunterschiede zu verwenden,
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In dieser Arbeit sollen nun vor allem die fiir einen Massenbetrieb
praktisch anwendbaren Formeln und Berechnungsmethoden zusammengestellt
werden, die mit einem noch vetretbaren Mehraufwand die mﬁélichst weit
gehende Beriicksichtigung der bisher vernachlidssigten GroSen ermdglichen
und die auBerdem auch die Grundlage fir die Schaffung eines entsprechenden
Programmes fiir die elektronische Auswertung der trigonometrischen Hohen=
messung und der Reduktion der elektronisch gemessenen Schrigstrecken bil=

den sollen,

Im Verlaufe.der hier angestellten Uberlegungen ergab sich, daB die
zweckmdBigste Losung der zu behandelnden Probleme dann gegeben wire, wenn
zwel getrennte HOhensysteme aufgebaut wiirden, die jedoch miteinander in
Verbindung stehen miiBteny ein geoidisches Hohensystem fiir all jene Zwecke,
fir die die Meereshdhen von Bedeutung wdren, und auBerdem ein ellipsoi=
disches Hohensystem fiir alle Berechnungen, bei denen gemessene Strecken

fir die Lageberechnung nutzbar gemacht werden sollen,



2,1

2,2

VORBEREITENDE BERECHNUNGEN

Allgemeines

Auf den einzelnen Festpunkten befinden sich vielfach mehrere Stand-
und Zieslpunkte, die untereinander durch eine sog, ortliche Einmessung ver=
bunden sein miissen, Diese Ortlichen Einmessungen sind noch vor der Aus=
wertung der Vertikalwinkelmessungen lage- und hohenmdBig zu berechnen, Fir
die Visurendpunkte werden entweder gute vorlaufige Koordinaten oder end=

gliltige Koordinaten bendtigt,

Die Vertikalwinkelmessungen konnen als Zenitdistanzen oder als Hohen=
winkgl gegeben sein. Zwischen Zenitdistanzen und Hdhenwinkeln besteht die
folgende Beziehung:

T

z ==

1,6~ 2 " Bk eeeeo (2.01)

Z; | eeeco geMessene Zenitdistanz vom Punkt Pi nach dem Punkt Pk
9

Bi k °°°ee gemessener Hohenwinkel vom Punkt Pi nach dem Punkt P
? .

k

Fir die Auswertung der Vertikalwinkelmessungen sind auBerdem noch
verschiedene GroS8en notwendig, deren Ermittlung in den nachfolgenden Unter=

abschnitten zusammengestellt ist,

Kriimmungsradien

Die Abbildung 2.1 zeigt ein theoretisch nicht streng richtiges, aber
praktisch &dhnliches Bild der Verhd@ltnisse bei der trigonometrischen HShen=
messung., Es konnen hierauf mit hinreichender Genauigkeit-die Formeln der
ebenen Trigonometrie angewendet werden, vor allem wegen der geringen Punki=
entfernungen, die dabei im allgemeinen auftreten, Bei der Auswertung der
Vertikalwinkelmessungen im Rahmen der Triangulierungsarbeiten des Bundes=
amtes fiir Eich- und Vermessungswesen ist eine maximale Punktentfernung von
5 bis 6 km zu erwarten, Nur in Ausnahmefillen Wi;d es im Zusammenhang mit

der elektronischen Streckemmessung Punktentfernungen bis etwa 10 km geben,

LEDERSTEGER hat in [42] nachgewiesen, da8 in diesem Entfernungsbereich
die Differenz der Abstdnde Rk(E) - Ri(E) praktisch gleich Null gesetzt

werden kann :
R "'R- 2 0 ceeeo (2002)
x(E) i(E)

Ri(E) seseo Abstand des Schnittpunktes M(E)der in eine parallel zu ihnen
liegende Mittelebene projizierten Ellipsoidnormalen durch die
Punlkte Pi und Pk vom Referenzellipsoid in Richtung der Ellip=

soidnormalen durch den Punkt Pi’




Adb, 2,1 Mewy



-5«

Gleichung (2,02) bedeutet aber, daB die Abstinde Ri(E) den Krimmungs=

radien R der Normalschnitte mit dem Azimut %ok praktisch gleich sind:
ik ’

R.,n =R ceees (2,03)
i(E) oy
Die Kriimmungsradien Ra erhdlt man nach dem Satz von EULER aus
i,k

2 . 2
cos & sin .
1 _ i.k 1.k
R - M. + N. 0cooe (2004)
. 1 1
i,k

Mi coeeo Meridiankriimmungsradius im Punkt Pi

Ni oeseo Querkrimmungsradius im Punkt Pi

BRUNNER hat in seiner Dissertation [9] dafiir eine leicht auswertbare
Ndherungsformel abgeleitet, Fiir eine elektronische Berechnung ktnnte mit
fiir die Auswertung der Vertikalwinkelmessungen hinreichender Genauigkeit
die nachfolgende auf das BESSEL-Ellipsoid bezogene und fiir den Bereich von

Osterreich giiltige Niherungsformel angewendet werden:
R 6 334 832

%,k 2 .2 2 2
’ 1-0,0066744,8in q)i.[(l-o,0066744.sm q)i).cos a; ,+0,9933256,5in"a
9

i,k]
eeeee (2,05)

Die geographische Breite P; konnte man fiir die einzelnen Punkte der
Osterreichischen Karte 1 : 50 000 entnehmen, sie kann aber bei elektro=
nischer Berechnung auch mit folgender Ndherungsformel aus den Koordinaten

der Punkte Pi abgeleitet werden:

FuBpunktsbreite Pt
i

X (o]
+ 0,002 5113 ° Sil’l[2 ° ('6_’3-1'(&L— '];8_,'9 )] ecooe (2006)

_ i{m!
Pr.= 6366 743 66 743 °

7 = %p - 0,002 78 , yi(km) ceses (2,07)

Die FuBpunktsbreite Pp. ertilt man durch die Gleichung (2,06) im
BogenmaB, Das zweite Glied * von Gleichung (2,07) ergibt sich in Altse=
kunden, wenn v in kme-Einheiten eingefilhrt wird, Die geogr. Breite 9 hat
bei Verwendung der Gleichungen (2,06) und (2,07) einen Fehler von hdchstens
+ 3" o Z2u beachten ist hierbei, daB bei xi der volle Wert (also mit den

5 000 000 m) zu verwenden ist,

Das fir die Gleichung (2,04) oder (2,05) benttigte Azimut @; 4 erhilt
9

man aus dem Richtungswinkel \)i X (aus Koordinaten) durch algebraische
9

Addition der Meridiankonvergenz Y1 () :



%,k = Vit Yi(w) eee. (2.08)

Die Meridiankonvergenz Yi(M) kann, abhéngig von den Koordinaten des
Punktes P, nach der Niherungsformel aus (12 a], Abschnitt 7, Absatz (2),

errechnet werden:

cc 1
Vi) =36 * TiGm) © Fi(m) = 2000) + &Y ceees (2.09)
Das Korrekturglied Ay kann der Kurventafel von Abb, 12 der ange=

filhrten Dienstvorschrift [12 a] entnommen werden, Die Meridiankonvergenz
erhdlt das Vorzeichen der Ordinate Ve
Fiir das Auswerten der Gleichung (2,05) geniigt das Azimut~ai X mit
b
Minutengenauigkeit in dem hier auftretenden Entfernungsbereich, Es er=
ibrigt sich daher bei der Ermittlung der Meridiankonvergenz‘die Entnahme

des ¥orrekturgliedes Ay,

Bisher wurde in der Triangulierungsabteilung fiir die HShenberechnung
und auch fiir die Horizontierung elektronisch gemessener Schriédgstrecken der
Radius R der GauB'schen Krimmungskugel fiir die mittlere Breite von

P = 47045' verwendets

R = VM.. N =6 379 409 m eesss (2.10)

Bei einer elektronischen Auswertung der Vertikalwinkelmessungen f&llt
die rechnerische Mehrbelastung kaum ins Gewicht, die dadurch entsteht, daB
nicht wie bisher der Radius der GauB'schen Kriimmungskugel, Gleichung (2,10),
verwendet wird, sondern z, B, der durch Gleichung (2.05) definierte Néhe=
rungswert fir den Krimmungsradius eines Normalschnittes, Der dadurch er=

zielbare Genaunigkeitsgewinn ist allerdings relativ gering,

In der nachstehenden Tabelle 1 sind fiir vier verschiedene Zenitdistanzen
die mamimal méglichen Fehler im Héhenunterschied und in einer horizontierten
Strecke zusammengestellt, die dann entstehen kdnnen, wenn man statt des durch
Gleichung (2,05) gegebenen Kriimmungsradius des der Visur entsprechenden Nor=
malschnittes den durch Gleichung (2,10) ausgewiesenen Radius der GauB'schen

Bildkugel fiir die angegebene 43 ttelbreite verwendet,

s Hohenfehler in mm fir z = Streckenfehler in mm fir z =
in xm | 808 | 708 | 608 | 508 808 | 708 | 608 | 508
1,0 0,1 0,2 0,2 0,3 0,0 0,0 0,1 0,1
2,0 | 0,5 | 0,6 0,8 1,0 0,2 | 0,3 0,4 | 0,4
3,0 | 1,2 | 1,5 1,8 2,7 0,4 | 0,6 | 0,8 0,9
4,0 | 2,1 | 2,8 | 3,6 | 44 0,7 | 1,0 | 1,3 | 1,6
5,0 | 3,3 | 4,5 | 50 | . L,1| 1,6 | 2,1 | .
6,0 | 4,8 | 6,0 | 7,8 . 1,6 | 2,3 3,0 .
7,0 | 6,5 | 8,4 . . 2,1 | 3,1 . .
8,0 | 8,5 | 11,2 . . 2,8 | 4,1 . .
990 10,8 o ° L) 3,5 o o °
lo,o 1393 . ° . 4,5 . . .

Tabelle 1.
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Wie im Unterabschnitt 2,4 gezeigt wird, ist fiir den Krilmmungsradius
Ra eine Genauigkeit von rund hundert Meter mehr als ausreichend, Diese

GenaKigkeit ist durch die Gleichung (2.05) gesichert.

BODEMULLER und EMBACHER haben Versuche unternommen, aus gemessenen
Vertikalgradienten der Schwere mittlere Kriimrungsradien fiir die Niveau=
flichen durch die Beobachtungsstationen abzuleiten ([3] und [19]). Sie
haben dabei in den so erhaltenen mittleren Krimmungsradien Differenzen
festgestellt, die bis zu der GroBenordnung von 4000 km und mehr gingen,
Fiir die Berechnung von ellipsoidischen Hohenunterschieden sind diese
Krimmungsradien selbstversténdlich nicht verwendbar, Allerdings kOmnen
die so ermittelten Radien der mittleren Krimmungskugeln der Niveauflichen
durch die Beobachtungsstandpunkte auch nicht direkt fir die Berechnung der

geoidischen Hohenunterschiede verwendet werden,

In Abbildung 2,2 ist nun M(N) der Schnitt=
punkt der in eine zu ihnen parallele Mittelebene
projizierten Tangenten an die Lotlinien durch
die Geldndepunkte P und P Die Radien R(K ) und
B( ) der mlttleren Krummungskugeln der Nivéaus
flichen durch die Gelindepunkte Pi und Pk kSnnen
nach BODEMULLER und EMBACHER bei benachbarten
Punkten Unterschiede bis zu der GrdBenordnung
von lO3 km aufweisen, sie sind aber im allge=
meinen nicht identisch mit den Absténden Ri(N)
und Rk(N) des Tangentenschnittpunktes M(N) vom
Geoid in Richtung der Tangenten an die Lotlinien,

Es ist also allgemein

G + By () # R(Kk)

ceess (2,11)

Abb, 2,2

Gi eseeo auf das Geoid bezogene Hhe des Punktes ‘Pi

Wihrend die Abstande Ri (N) jron der gegenseitigen lage der Tangential=
ebenen an die Niveauflichen durch die Punkte P und P abhingig sind, sind
die Krimmungsradien R(K ) von der Massenvertellung und der Dichte unter=
halb der GelZndepunkte beelnfluBt Fir eine bestimmte Lage der Tangential=
ebene an die Niveaufliche in P gibt es aber unendlich viele Moglichkeiten
der Massenverteilungen, Es besteht daher zwischen R, i(N) und R(K ) kein

elnelndeutlger Zusammenhang,

Die in [3] und [19] ermittelten Kriimmungsradien haben eine Ungenauig=

keit von mehr als 10 km, Es ware also die so erreichbare Genauigkeit viel

zu gering, um diese Krimmungsradien fiir die Berechnung geoidischer Hohen=




unterschiede heranziehen zu konnen, abgesehen davon, daB kein direkter

Zusammenhang mit den “bsténden Ri(N) gegeben ist,

Wihrend BODEMULLER und EMBACHER in den R(K

) bei benachbarten Punkten
Unterschiede in der GréBenordnung bis mehr als 10

> km feststellten, besteht
zwischen den AbstéZnden Ri(N) und Rk(N) nur eine Differenz, die eine GroBen=
ordnung von maximal einigen Metern erreichen kann, Der Héhenunterschied
zwischen den beiden benachbarten Punkten wire auch noch zu beriicksichtigen,
In Osterreich ist er auf jeden Fall kleiner als 4000 m und liegt daher noch
unter der Genéuigkeitsgrenze, mit der in [3] und [19] die Kriimmungsradien

R(K ) ermittelt worden sind,
i

Diese Uberlegungen zeigen, daB im allgemeinen die Ungleichungen (2,11)

berechtigt sind,

LEDERSTEGER hat in [42] gezeigt, daB man in dem hier auftretenden
Entfernungsbereich wohl auf die ellipsoidischen Kriimmungsradien die durch
die Gleichung (2,02) ausgedriickte HELMERT'sche Kreisbogenbedingung anwenden
kann, aber nicht im allgemeinen auch auf das Geoid, so daB fiir den allge=

meinen Fall gilt:
B; () # Ry (x) ceess (2.12)

Zui‘olge der Lotkrimmung wird das Lot gurch die Geléandepunkte Pi und Pk
das Geoid im allgemeinen an einer anderen Stelle treffem als die Tangenten
an die Lotlinien in den Gelzndepunkten, Bezeichnet man diese DurchstoBpunkte
der Lotlinien auf dem Ceoid mit P; und Pi und legt man in diesen DurchstoB=
punkten wiederum Tangenten an die Lotlinien, erhilt man fiir die Projektion
dieser Tangenten in die zu ihnen parallele Mittelebene einen Tangenten=
schnittpunkt M(G)’ der im allgemeinen mit dem in Abb, 2,2 eingezeichneten
Tangentenschnittpunkt M(N) nicht identisch sein wird, Es werden sich somit
auch von den Absténden Ri(N) und Rk(N) abweichende Absténde des Tangenten=
schnittpunktes M(G)

vom Geoid, Ri(G) und Rk(G)’ ergeben, fir die aber
gleichfalls die Ungleichungen (2,11) und (2,12) Geltung haben,



2,3 Punktentfernungen

Die Punktentfernungen s. sind je nach dem Status ihrer Reduktion

ik
und abhingig von ihrer Herleitung (aus Koordinaten berechnet oder von

einer gemessenen Schrigsirecke abgeleitet) verschieden definiert,

Strecke aus Koordinaten:

2 2
Si,k(X) T kak - 7))+ Gy - 3y) veees (2.13)
Strecke auf dem Ellipsoid (Bogen):
yz
M
' ! -T2 P ¢
*1,1(5) = *1,x(x) + (177 7) (2.10)

Strecke auf dem *llipsoid (Sehne):

Si,k(E) = si’k(EM) . (1 -'§¥ ) eeees (2,15)

Ei eeeso auf das Ellipsoid bezogene Hohe des Punktes Pi

3. (5 +8) eeeen (2.26)
2. (5 +3) eeees (2.17)

Die in Gleichung (2,15) enthaltene Horizontalstrecke s ,k( ) hat man

sich als von der gemessenen Schrigstrecke s abgeleltet zu denken,

k(1)
’
Man kann aber andererseits auch von der aus Koordinaten abgeleiteten Punkt=

1,%(g)

entfernung s. k(K) eine ﬂorlzontalstrecke s im mittleren Niveau der
1,

beiden btreckenendpunkte berechnen.
2

Yy , By
G e
2,rR% R

eeess (2,
%1,k(8,) = ®1,%(K) (2.18)
Da bei der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen hier nur relativ
geringe Punktentfernungen auftreten, kann der Bogen s
Sehne s

i k(E) praktisch der
x(E) gesetzt werden, Bei einer Entfernung von 10 km macht die
i, .

Differenz Aﬁ zwischen Bogen und Sehne erst 1,0 mm aus,

K
’
Yi,kgE)) .
: =

855 1= 85 w(m)” 51,x(m)” Ri(m)e (Vi,x(g)~ 2 - sin

v s
Jik(E) | C1.K(E) vever (2.19)

=R
i(E)* 24 2
“4"1 ()

51,%(8) © °1,x(5) veee. (2.20)

Damit fiir S5 k(E) bei den durchzufiihrenden Reduktionen der Millimeter
9
gewahrt bleibt, muf der bei der Reduktion auftretende Fehler kleiner als

0,5 mm bleiben, In der nachfolgenden Tabelle 2 ist fiir verschiedene Seiten=
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langen zusammengestellt, wie groB8 der maximal zuldssige Hohenfehler 4E

sein darf, um die gewilinschte Genauigkeit einhalten zu kdnnen,
Bei den aus Koordinaten abgeleiteten Punktentfernungen ist die Ge=

k(K)
’
soll der bei der Reduktion maximal zuldssige Koordinatenfehler dy angeben,

nauigkeit von s; eine Funktion der Genauigkeit der Koordinaten, Hier
mit welcher Genauigkeit die mittleren Ordinaten in die Reduktion einzu=
filhren sind, Je n3her man dem Mittelmeridian eines Meridianstreifensystems
kommt, um so yeniger genau braucht das Ty eingefihrt werden, wie die in der

Tabelle 2 enthaltenen Spalten fiir die y,~Werte von 130 km, 100 km und 50 km

M
zeigen,
dy in m fir y,, =

-] dE M
(tam) @ Bom| 100m]| 5 m
1,0 | 3,19 | 156,54 | 203,50 | 407,01
2,0 | 1,60 78,27 | 101,75 | 203,50
3,0 | 1,06 52,16 | 67,81 | 135,63
4,0 | 0,80 39,11 | 50,84 | 101,68
5,0 0,64 31,31 40,70 81,40
6,0 0,53 26,11 33,94 67,88
7,0 0,46 22,38 29,09 58,18
8,0 0,40 19,58 25445 50,91
9,0 0,35 17,37 22,58 45,17
10,0 0,32 15,65 20,35 40,70

Tabelle 2,

So0ll eine gemessene Schriagstrecke in die Rechenflidche reduziert werden,
zeigt die Spalte fiir das zuldssige dB, daB es vor allem bei etwas ladngeren
Strecken notwendig sein kamn, auch die Instrument- und ZielhShen der Strek=
kenmessung bei der Berechnung der mittleren Hohe EM zu berilicksichtigen, um

die gewiinschte Genauigkeit einhalten zu konnen,

Wesentlich fiir eine richtige Reduktion der gemessenen Strecken in die
Rechenfliache wire auBerdem die Kenntnis der ellipsoidischen HOhen Ei’ In
der Praxis wird allerdings im allgemeinen diese Reduktion nicht in die Re=
chenfliche, sondern auf Meeresniveau vorgenommen, da in Osterreich kein
ellipsoidisches Hohensystem besteht und von den Streckenendpunkten nur die
GebrauchshShen Hi vorliegen, die als gendZherte geoidische HShen angesprochen

werden konnen,

Es wird also im allgemeinen in der Praxis fiir die Streckenreduktion
nicht die mittlere ellipsoidische Hohe EM nach Gleichung (2,16), sondern

die falsche mittlere Gebrauchshdhe HM verwendet:

B =3 .(E+5) *% G+ 6) = 5 J(B- N+ B - ) ceees (2,21)

Die vorgenommene Streckenreduktion ist somit um den im allgemeinen

nicht bekannten Betrag 6si X falsch:
H



- 1] =

N

NM =

N

Hi ss000 Gebrauchshdhe des Punktes Pi’ auch Meereshdhe genannt

Ni vesse Abstand des Geoids vom Ellipsoid im Punkt Pi in Richtung der

Ellipsoidnormalen.

Sind also die Abstéqde Ni des Geoids vom Ellipsoid positiv, dann

i,k = si,k(EM) . ?M peocoo (2-22)

. 4N essee (2,23)

werden die auf diese Weise falsch reduzierten Strecken zu groB sein, In der

Lageberechnung wirkt sich diese fehlerhafte Reduktion der gemessenen Strek=

ken in die Rechenfliche in Form eines MaBstabsfehlers aus., Das numerische

AysmaBl dieses Reduktionsfehlers zeigt das Nomogramm von Abb, 2,3 in Abhin=

gigkeit von den Mittelwerten NM der nicht berlicksichtigten Erhebung des

Geoids liber dem Ellipsoid, Es kann daher nur dann eine richtige Reduktion

der gemessenen Strecken in die Rechenfliche erfolgen, wenn ein ellipsoi=

disches Hohensystem vorliegt,
6S(m)
0,14 .
0413 |--------1

0,12 B S

0,11
0,10 |-----

0,09

0,08

s = 1 km 2m 3km 4kmn 5kn 6km Tkm 8kkm 9 km 10

Abb, 2,3

6S(m)
0,14
0,13

0,12
0,11
0,10
0,09
0,08
0,07
0,06

0,65

0,04
0,03
0,02

0,01
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Diese Inkorrektheit bei der Reduktion ist natiirlich auch beim umge=
kehrten Fall vorhanden, wenn eine aus Koordinaten berechnete Strecke S5 ,k(K)
nach Gleichung (2,18) in das mittlere Niveau EM der Streckenendpunkte Tre=
duziert werden soll, z, B, fiir die Berechnung von Hohenunterschieden, Auch
hier wird praktisch im allgemeinen statt der richtigen Gleichung (2,16) die
falsche Gleichung (2.21) verwendet, Allerdings sind die Auswirkungen dieser
fehlerhaften Streckenreduktion bei der Berechnung der Hdhenunterschiede

meist etwas geringer, ausgenommen die Steilvisuren,

In einzelnen Fillen ware es zweékmaﬁig, die Schrigentfernung zwischen
den Geldndepunkten zu kemnen, Ist nun die Schrigstrecke s Ss ik nicht als
elektronisch gemessene Schrigstrecke s k(M) gegeben, muB sie aus den Ko=
ordinaten der Streckenendpunkte abgeleltet werden, Hier kann nun die Schrig=

strecke s, zwischen den Punktstabilisierungen gewiinscht werden oder

1,k(X, )
’
die Schragstrecke s K( ) die unter Beriicksichtigung der Instrument-

’
und Zielhdhen dem gemessefien Vertikalwinkel zugeordnet ist, Die nachstehend
angefilhrten Formeln fiir die Berechnung dieser Schrigstrecken stellen eine

fiir den hier auftretenden Entfernungsbereich zulidssige Niherung dar,

Schrigstrecke aus Koordinaten zwischen den Punktstabilisierungen:

2
gi,k(KO)‘g si,k(K) . (1~ gi% * Rﬁ)z + (B - Ei)z eeees (2.22)

Schrigstrecke aus Koordinaten mit Berilicksichtigung der Instrument=

und Zielhdhens:

51, )% [Feme @ - ;% B2 (2 B 1P s (2229)

Winkel x.,k
Die Winkel Yi ,k sind wegen der bei der Auswertung der Vertikalwinkel=

messungen normalerwelse relativ geringen Pﬁnktentfernungen sehr klein,

Y; k(E) eseeee Schnittwinkel der in die Mittelebene projizierten Ellipsoid=
H
normalen durch die GelZndepunkte Pi und Pk‘
Y; K(N) eee Schnittwinkel der in die Mittelebene projizierten Tangenten
9 .
an die Lotlinien in den Gelindepunkten Pi und Pk'
Bildet man die Winkelsumme im Dreieck Pi- k-M(E) von Abb, 2,1, erhidlt

mans
§i9k + ;k,i =Tt Yi,k(E) sscce (2026)
Die ellipsoidische Zenitdistanz f& " kamn ausgedriickt werden durch:

?

§ik= %t 6 €5,k ceees (2427)
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Gleichung (2.27) wi?d in Gleichung (2,26) eingesetzt:
i Ot B T Bs t O st e =Y (R veees (2.28)

6:1 K ceeee Refraktionswinkel zur Zenitdistanz von Pi nach Pk
9

€. eoess Lota’t?éichungsanteil fiir die Visur von P. nach P
ik i k

Im Dreieck P =P M(N) hat man die Winkelsumme:

Zie* 01 %1t Ok,1 =Tt Yi,k(w) ceees (2429)

Setzt man Gleichung (2,29) in Gleichung (2,28) ein, erhilt man:

Vi) = Yi,u(E) T Cix t Ck,) eees. (2.30)
Der auf das Ellipsoid bezogene Schnittwinkel Y; k(E) kann wegen der

9
Kleinheit des Winkels mit hinreichender Genauigkeit so berechnet werden:

- ZLx(B) veeee (2.31)

tan v y(g) * Yi,x(E) T R, ()
Analog konnte Y. K(N) gendhert ermittelt werden aus:
1s

s, (0)

Yi, k() = Iji_];N()} ceee. (2,32)
In allgemeinen ist jedoch weder die Seitenlidnge s ,k(6) auf dem Geoid noch
der Abstand Ri(N) bekannt, so daB
(2.30) berechnet werden muB,

Yi,k(N) auf dem Umweg iber Gleichung

S

Will man fiir Y; k(E) die ganze “ekunde ges:.chert haben, muB der Fehler

s zul, £ A‘Y k(E) kleiner als O, 5 blelben. Um das erreichen
’
(im) R (tan) zu konnen, geniigt es, daB die Punktentfernung S5 k(E)
’

1,0 32,0 mit einer Genauigkeit von 5,0 m bekannt ist, eine For=
§’8 :ng’,? derung, die leicht zu erreichen ist, Der Kriimmungsradius

, 9 -
4,0 8,0 Ri(E) muB, abhingig von der Seitenlinge, die in der ne=
2’8 g’g benstehenden Tabelle 3 angefiihrte Genauigkeit fR auf=

9 9
7,0 4,6 weisem, Fiir Y; x(E) die Zehntelsekunde gesichert zu

b

S’g g"g haben, ist nicht notwendig, da im allgemeinen weder die

9 9 -
10,0 3,2 gemessene Zenitdistanz z; K noch der Refraktionswinkel

Tabelle 3 6i,k und auch nicht der Lotabwelchungsa.ntell € i,k diese

Genauigkeit aufweisen, Reduziert man die gemessenen
Zenitdistanzen auf andere Bezugspunkte, ist gleichfalls nur eine Sekunden=

genauigkeit zu erreichen,

Wollte man trotzdem Y- auf O, 1°°¢ genau haben, miifte Ay,
i,k(E) i,k(E)
kleiner als 0 05 blelben. Dazu miiBten die hier angegebenen Genauigkeits=

forderungen um eine Zehnerpotenz erhdht werden,
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Reduktion der Vertikalwinkelmessungen auf andere Bezugspunkte

Allgeneines

Fiir einzelne Berechnungsvorginge bei der Auswertung von Vertikal=
winkelmessungen ist es Voraussetzung, daB die Hin- und Riickvisur dieselben
Hohenbezugspunkte haben, Wo dies nicht bereits durch die Messung gegeben

ist, miissen gegebenenfalls die gemessenen Vertikalwinkel entsprechend re=
duziert werden,

Einu Liegen elektronisch gemessene

Schrigstrecken vor, sind im allgemeinen

- ;“~u A die zugeordneten Vertikalwinkelmes=
K Tyy
dis sungen auf die Hohenbezugspunkte der
hlEny Streckenmessung zu reduzieren,

Der Abbildung 2.4 ist die

folgende Beziehung zu entnehmen:

.- = 1 - -
SIn€; W= T o sim ({5 o = Y x(x))
%1, k(1)

®ec oo (2033) N
S,k °eeee Reduktionswinkel bei Reduktion
]

der gemessenen Vertikalwinkel auf
andere Bezugspunkte

d. eoeve Instrument- und ZielhShendifferenz

Mrs) i,k )
sin §.
: ik

d. .= [2 -2 1= (1. - I, T o= - 2
i,k k(Th)™ “k(mM) i(Th)” “i(mm) sin (fi,k Yi,k(E))

n § 1

2 2 (n) = Zie(mn)) = (Fi(mm)~ Ti(amy) - E?r?'—lﬁ (175 () - o0F §i,k)_ *
. fl,k

= {2y (om)~ Zean ) = Figom)~ Ty » G+ Vi, xm)e o0 §s,00)

eeees (2.34)
i R - . "
Der ~aktor Yi,k(E)' °°t_§i,k errelcht bei einer Seitenldnge von 10 km
und einer Zenitdistanz von 50° einen Wert von 0,0016, Die Differenz der
Instrumentenhdhen wird im allgemeinen im Dezimeterbereich bleiben, so daB

das Glied mit diesem Faktor kaum den Betrag von 0,2 mm iiberschreiten wird,

Man kann daher genZhert setzen:

&,k % Pigm)™ Za(an)) = Wi (o)™ T (an) ) eeeee (2.35)
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Ii(Th) escae Instrumentenhdhe der Vertikalwinkelmessung im Punkt Pi
Ii(EM) eoosee Instrumentenhdhe der elektronischen Streckenmessung im Punkt Pi

eeeoe Zielhthe der Vertikalwinkelmessung im Punkt P.

Zk(Th) k

Zk(EM) eeeee 2ielhBhe der elektronischen Streckenmessung im Punkt Pk

Die auf die HOhenbezugspunkte der elektronischen Streckenmessung re=

duzierte Zenitdistanz erhzlt man dann aus

fi,k(red.) = (i,k 8k eeees (2,36)

Die Riickvisur wird in analoger Weise reduziert, Hierbei ist zu be=

achten, daB fur die Riickvisur zu setzen ist:

Z; () = L5 und Te(mn) = Zx(m)

Bis zu einer GroBe des Reduktionswinkels Ei x von 50c bleibt der
s i
Fehler kleiner als 0,0500, bis zu einer GréBe von etwa 1% kleiner als
0,5°°, wenn man in der Gleichung (2,33) den Sinus des Reduktionswinkels

durch den Bogen ersetzt:

= CcC cc 1 ' :
ei,k = Q ° _— s S1In (5i,k - Yi,k(E)) : ecaee (2037)

%1,k (1)
Bei der praktischen Anwendung dieser Formeln hat man meistens noch
nicht die ellipsoidische Zenitdistanz fi X vorliegen, sondern nur die ge=
9

messene Zenitdistanz z_ Aus der Tabelle 4 im Unterabschnitt 2,54 ist

i,k*
ersichtlich, daB in den obigen Formeln ohne wesentlichen Genauigkeitsver=
lust die ellipsoidische Zenitdistanz durch die gemessene Zenitdistanz

ersetzt werden kann,

2,55 Reduktion guf die Punkitstabilisierungen

Liegt keine gemessene Schrigstrecke vor, kdnnen die gemessenen Ver=
tikalwinkel der Hin- und Rickvisur auf beliebige Hohenbezugspunkte redu=
ziert werden, Es sind dann in der Instrument- und ZielhShendifferenz di
Gleichung (2,35), Ii(EM) und Zk(EM)
setzen, nimmt man z, B, die Punktstabilisierungen als Bezugspunkte, sind

k,
9
durch die entsprechenden Werte zu er= "

sie gleich Null zu setzen,

In Gleichung (2,33) bzw, (2,37) ist in solch einem Fall auBerdem die
gemessene Schrigstrecke Si,k(M)
leitete Schriagstrecke zu ersetzen, Bezieht man auf irgendwelche Hohenbe=

durch die zugehdrige aus Koordinaten abge=

zugspunkte, ist Gleichung (2,25) zu verwenden, bezieht man auf die Punkt=
stabilisierungen, muB Gleichung (2,24) eingesetzt werden, Eine wesentliche
Voraussetzung ist allerdings, daB besonders bei kiirzeren Visuren bereits

relativ gute vorldufige Hohen bekannt sind, wie der Tabelle 5 zu entnehmen

ist,
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2454 Genauigkeitshinweise

[ ey e

Fir die Untersuchung, wie genau die Ausgangsdaten bekannt sein miissen,

um eine bestimmte Genauigkeit fiir den Reduktionswinkel Ei erhalten zu

k
9
konnen, wird Gleichung (2,37) differenziert:

cc cC
- CC = L . ‘ - - 9_ . - -
;=5 -sin(f; o i,k(E))‘d(di,k) -2 ed; peesin(§s Vs pe(m)) o 85sx

i,k .
’ ik

cc

+L§ ° di’kc cos(}i,k-Yi,k(E)) ° d i,k 0sovo (2038)
i,k

In Tabelle 4 sind die zuldssigen Fehler fiir d. ,, s, und z. fir

_ l’léc ik ccl,k
die beiden Fdlle zusammengestellt, daB €k auf 0,05°" bzw, 0,5 genau
H

sein soll, Die Instrument- und ZielhShendifferenz wurde mit di = 1,0 m
b

angenommen, Bei Berechnung der zuldssigen Fehler dsi X und d(di k) wurde
? ?

eine horizontale Visur angenommen, fir den zuldssigen Fehler d.zi der

k
Zenitdistanz eine Zenitdistanz von zi k= 508. ’
9
® i) d€ = 0,05°¢ d€ = 0,5°¢
| d(di.k) dsi.k dzi'k d(di’k) dsigk dzi’k
1,0 | 0,08 mm | 0,079 m 027122 0,79 mm | 0,785 m 720722
20| Ohe | At | Jefpee| pbmm| 2UE R Hejfec
200 | 031 mm | 1,257 m | 2%83°C | 3,14 mm | 12,566 m | 28%28°C
5,0 1 0,39 m | 1,964 m | 3°54°¢ | 3,93 mn | 19,635 m | 35°36°C
6,0 | 0.47 m 2’82% w| 2°24°°| 2071 mm | 28,274 m | 242573°C
700 | o 3789 9l | £'ep 36,48 9°4o°°
8.0 o’gg m ’02% p 4°62°° 2’28 m 0’365 n 46°57°°
9.0 | o7 ﬁi 2'362 o 2°36°° 7,07 gﬁ 23’61% ﬂ 23°24°°
4 4 ’ ch-cC ’ 4 c -cc
10,0 | 0,79 mm | 7,854 m | 7°07 7,85 mm | 78,540 m | 70°71

Tabelle 4

Der Tabelle 4 ist zu entnehmen, daB es im normalen Feldarbeits=
betrieb praktisch nicht erreichbar ist, die Reduktionswinkel Ei,k mit
einer Genauigkeit von 0,05cc zu erhalten, da filir die Instrument- und
Zielhthendifferenz di,k im ginstigsten Fall Millimetergenauigkeit er=
reicht werden kamn, Es ist daher bei kurzen Visuren praktisch im allge=
meinen mit einem Fehler des Reduktionswinkels im Sekundenbereich zu rech=
nen, wenn die Instrument- und ZielhShen der Vertikalwinkelmessung auf
Millimeter genau erhoben werden, Eine etwa vorhandene geringere Genauig=
keit der Instriment- und Zielhdhen der elektronischen Streckenmessung hat
auf das Verhiltnis der beiden gegenseitigen Vertikalwinkel zueinander
keinen EinfluB, jedoch schon auf die Genauigkeit der horizontierten Strecke,

besonders bei steileren Visuren,
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Der in Gleichung (2.38) enthaltene Fehler ds Jk der Schrigstrecke
ist von der Art der Schrigstrecke abhédngig, Der Fehler einer elektronisch
gemessenen Schrigstrecke ist im allgemeinen geringer, als er in Tabelle 4
als zuldssig ausgewiesen wird. Wird jedoch die aus Koordinaten und vorliufigen
Hohen abgeleitete Schrigstrecke Ei,k(K ) zwischen den Punktstabilisierungen
nach Gleichung (2,24) verwendet, ist zu untersuchen, mit welcher Genauig=
keit die vorliufigen Hohen bekarnt sein miissen, Dazu wird die Gleichung
(2,24) differenziert:

- 1 } E ) dE
. =TT . 2- s ° 1+ —— ° - -
855 x(K,) T (255 y(g)+( e T 2,(E~E,) . (4B ~dE, )(]2 N

' Fiir diese Genauigkeitsuntersuchung ist praktisch nur das zweite Glied
von Gleichung (2.39) von Bedeutung, In der nachstehenden Tabelle 5 ist fir
verschiedene Hohenunterschiede die bendtigte Genauigkeit des HShenunter=
schiedes zusammengestellt, um die in Tabelle 4 ausgewiesenen zuldssigen

Streckenfehler dsi,k

Tabelle 5 a: d¢ = 0,05°°¢

einhalten zu konnen,

d(AE) in m fir AE =

® (1em)
500 m | 1000 m | 1500 m | 2000 m | 2500 m | 3000 m | 3500 m
1,0 0,08 0,04 . R . . R
2,0 0,63 0,31 0,21 0,16 . . .
3,0 2,12 1,06 0,71 0,53 0,42 0,35 .-
4,0 5,03 2,51 1,68 1,26 1,01 0,84 0,72
5,0 9,82 4,91 3427 2,45 1,96 1,64 1,40
6,0 16,96 8,48 5,66 4424 3,39 2,83 2,42
7,0 26,94 | 13,47 8,98 6,73 5939 4449 3,85
8,0 40,21 | 20,11 § 13,40 10,05 8,04 6,70 |- 5,74
9,0 57526 | 28,63 | 19,09 | 14,31| 11,45 9,54 8,18
10,0 78,54 | 39,27 | 26,18 | 19,64| 15,71 | 13,09 | 11,22
Tabelle 5 b: dt = 0,5°°
1,0 0,79 0,39 . . . . .
2,0 6,28 3,14 2,10 1,57 . . .
3,0 21,21 | 10,60 7,07 5930 4,241 3,53 .
4,0 50,26 | 25,13 | 16,76 | 12,57| 10,05 8,38 7,18
5,0 98,18 | 49,09 | 32,72 | 24,54 | 19,64 | 16,36 | 14,02
6,0 || 169,64 | 84,82 56,55 42,41 | 33,93 | 28,27 | 24,24
7,0 || 269,40 | 134,70 | 89,80 | 67,35| 53,88 44,90 38,48
8,0 i 402,12 . 201,06 | 134,04 | 100,53 | 80,42 | 67,02 | 57,45
9,0 || 572,55 | 286,28 | 190,85 | 143,14 | 114,51 | 95.43 | 81,79
10,0 || 785,40 | 392,70 | 261,80 | 196,35 | 157,08 | 130,90 | 112,20

Fiir kiirzere Visuren miissen also bereits relativ genaue vorliufige
Hahenunterschiede gegeben sein, wenn fiir die Reduktion der gemessenen
Vertikalwinkel auf die Punktstabilisierungen die Schrigstrecke s, k(K )
mit entsprechender Gemauigkeit vorliegen soll,
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HOHENSYSTEME

Allgemeines

Um die im Rahmen dieser Arbeit aufgezeigten Auswirkungen der bei der
bisher iiblichen Art der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen und der Re=
duktion der elektronisch gemessenen Schrigstrecken gemachten Vernachlidssi=
gungen vermeiden zu konnen, erscheint am zweckmZBigsten die Lésung, daB
man von dem in Osterreich in Verwendung stehenden Gebrauchshdhennetz ab=
geht und an dessen Stelle zwei getrennte Hohensysteme aufbaut, ein geoidi=
gches Hohensystem fir all jene Zwecke, fiir die die auf das Geoid bezogenen
Meereshchen von Bedeutung wédren, und auBerdem ein ellipsoidisches Hohensystem
fir alle Berechnungen, bei denen gemessene Strecken fiir die Lageberechnung
nutzbar gemacht werden sollen,

Es sollen daher in dieser Arbeit grundsitzlich drei verschiedene
Arten von Hohen unterschieden werden:

a) Ellipsoidische Hohen, Bezeichnung Ei'

b) Geoidische Hohen, Bezeichnung G, .

c) Gebrauchshdhen, Bezeichnung Hi;

Die in Abbildung 2,1 dargestellten Absténde Gi(E) der Punkte Pi vom
Geoid in Richtung der Ellipsoidnormalen kidnnen durch die auf das Geoid be=
zogenen Hohen Gi (c) ausgedriickt werdens:

2

% (g) 2 &,k
% (8) = Sos & g Gig) » 1+ tan'Ey o 2 G(gy. (1+55) oeees (3.1)

Hier ist insofern bereits eine weitere Nzherung enthalten, als streng
genommen Gi(G) die auf das Geoid bezogene HShe des Punktes Pi ist, gemessen
entlang der gekriimmten Lotlinie, wzhrend in Abbildung 2,1 unter Gi(G) jener
Abstand des Punktes Pi vom Geoid verstanden wird, der entlang der Tangente

L

an die “otlinie im Punkt Pi gemessen wird,

Nimmt man einen in dem Normalschnitt wirksamen Lotabweichungsanteil
von Ei,k = 2% 21" und eine Meereshthe von Gi(G) = 4000 m an, also Ex=
tremwerte, die praktisch in Osterreich kaum erreicht werden, erhilt man
aus Gleichung (3.1) zwischen Gi(G) und Gi(E) eine Tifferenz von nicht ganz
0,2 mm, Man kann daher den Abstand Gi(E) genzhert gleich der Hohe Gi(

setzen und durch die allgemeinere Bezeichnung Gi ausdriickens:

G)

% (g) 2 Gi(é) =6 0osee (362)

In analoger Weise kann mit noch groBerer Berechtigung fir die -Absténde
Ni des Geoids vom Ellipsoid diese Nzherung eingefithrt werden, da sie wesent=

lich kleiner als die Hohen Gi sind,
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Die auf das Ellipsoid bezogenen HShen Ei lassen sich nach Abb, 2,1
darstellen als

E, =G +N; veees (3.3)

Da man die Gebrauchshdhen genZhert als nahezu geoidische Hdhen be=
zeichnen kamn, also

H. 2 G, cee.. (3.4)

annehmen kann, kann man -gleichfalls als Nzherung folgende Beziehung
gelten lassen:

| E 2 H + N, ceses (3.5)

Man hat daher auch folgenden Zusammenhang zwischen den verschiedenen
Arten von Hohepunterschieden:

AEi’k = E_-E ceses (3.6)
= Gk + Nk - Gi - Ni = AG’i’k + mi,k 00000 (3.7)
£ H +N_ -E -Ni=AHi,k+ANi,k ceeeo (348)

Gebrauchshdhen

Das System der Osterreichischen Gebrauchshohen kamn nach der Art der
Hohen streng genommen nicht eindeutig klassifiziert werden, es stellt ein
Mischsystem dar, Die Grundlage bildet das Osterreichische Pridzisionsnivel=
lement, iiber dessen Entstehung MITTER in [54] und ULBRICH in [66] genauere
Angaben machten, Im Prinzip wurde das Osterreichische Prizisionsnivellement
ohne Beriicksichtigung der vorhandenen Schweremessungen einer sphiroidischen
Reduktion unterzogen, AuBerdem wurden auch verschiedene Spannungen auf ein=
zelne Linien aufgeteilt,

Die Linien des Prizisionsnivellements wurden durch nachgeordnete Ni=
vellements ergédnzt und verdichtet, an die liberhaupt keine Reduktion ange=

bracht worden ist,

Im Zuge der Messungen fiir beide Arten von Nivellementlinien wurden die
in der niheren Umgebung der einzelnen Linien liegenden Triangulierungspunkte
angeschlossen, Im Rahmen von Triangulierungsarbeiten wurden zusZtzlich noch

fir weitere Triangulierungspunkte Nivellementanschliisse durchgefiihrt,

Diese Triangulierungspunkte mit NivellementanschluB bilden die Grund=
lage fiir die durch Auswertung der Vertikalwinkelmessungen erfolgte trigo=

nometrische Verdichtung des Hohennetzes,
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Spater stabilisierte und beobachtete Nivellementlinien wurden in dem
bereits bestehenden trigonometrischen Hohemnetz in der A4rt berilicksichtigt,
daB die Triangulierungspunkte in der nzheren Umgebung dieser Linien h&hen=
mdaRig nachgezogen wurden, Dazu wurden im Vordruck fiir die Ausgleichung der
Meereshthen die betroffenen Punkte nach Einfilhren der neuen Nivellementhdhen

noch einigen zusitzlichen Iterationen unterzogen.

Bei der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen wurde bis auf wenige
Ausnahmen der durch Gleichung (1,1) definierte Refraktionskoeffizient nach
HARTL verwendet, AuBer der Beriicksichtigung der Erdkriimmung wurde sonst

keine weitere Reduktion angebracht,

Es sind also bereits die NivellementhShen keine echt geoidischen HGhen,
Diesen Nivellementhdhen sind nun aus Vertikalwinkelmessungen abgeleitete
Hohenunterschiede aufgepfropft, die zwar keine ellipsoidischen Hohenunter=
schiede darstellen, aber auch keine echt geoidischen Hthenunterschiede sind,
am wenigsten in jenen Fdllen, wo nur einseitige HShenunterschiede vorlagen,
Man kann aber auch das Mittel der Hohenunterschiede aus Hin- und Riickmessung
im allgemeinen nur bedingt als genZherten gedidischen H6henunterschied anse=
hen, vor allem im Bergland bei Steilvisuren, da die Hohenunterschiede fast
ausschlieBlich nur aus Horizontalstrecken abgeleitet wurden, die aus der

vorher durchgefiihrten Lageberechnung stammen,

Man kann daher das Osterreichische Gebrauchshdhemnetz nur sehr bedingt
als ein System geoidischer HGhen bezeichnen, Auf keinen Fall stellt es aber
ein ellipsoidisches Hohensystem dar, wie man es fiir die Reduktion der fiur

die Lageberechnung bendtigten Strecken zu verwenden hitte,

Geoidisches Hohensystem

Fir den Aufbau eines systems geoidischer Hohen wire es ginstig, von
Jjenen Punkten des Prdzisionsnivellements auszugehen, die im Rahmen der Aus=
gleichung des REON-HBhennetzes bereits hthenmidBig festgelegt worden sind,

so welt sie fiir das Osterreichische Bundesgebiet von Bedeutung sind,

Auf diese Ausgangspunkte bezogen wiren die vorliegenden neueren Mes=
sungen des Prizisionsnivellements, entsprechend reduziert unter Verwendung
der gleichfalls bereits vorliegenden Gravimetermessungen, neu auszugleichen,
Damit erhielte das Osterreichische Hohennetz eine moderne Grundlage und

wire gleichzeitig an das internationale REUN-HGhensystem angeschlossen,

Nach Ausgleichung der Linien des Prazisionsnivellements wiaren auch
alle Linien der nachgeordneten Nivellements in das neue Hohensystem einzu=
beziehen und somit neu auszugleichen, Dazu widre es fir einzelne Linien,

wie z, B, fiir das Technische Nivellement iiber den Felbertauern, notwendig,
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Gravimetermessungen durchzufithren, um auch diese Nivellementhdhen ent=
sprechend reduzieren zu konnen, In den meisten Fdllen wird dies jedoch

nicht notwendig sein,

Durch die Nivellementanschliisse, die bei einer groBen Anzahl von
Triangulierungspunkten vorhanden sind, werden die geoidischen HGhen auch
in das Festpunktfeld ilibertragen. Durch eine entsprechende Art der Aus=
wertung konnen von den vorliegenden Vertikalwinkelmessungen geniherte ge=
oidische Hohenunterschiede abgeleitet werden, so daB dadurch das geoidi=
sche HOhensystem voll und ganz auch auf das Festpunktfeld ausgedehnt wer=

den kann,

" Ellipsoidisches Hohensystem

Als Grundlage fiir alle Berechnungen, wo Hohen, Hohenunterschiede
oder Vertikalwinkelmessungen fiir die Lageberechnung von Bedeutung sind,

miiBte ein rein ellipsoidisches Hohensystem aufgebaut werden,

Eine Voraussetzung fiir den Aufbau eines Systems von ellipsoidischen
Hohen ist das Vorhandensein eines echt geoidischen Hohensystems, Dazu miiBte
weiters iiber den Bereich des Osterreichischen Bundesgebietes ein ganZes
Netz von astronomisch-gravimetrischen Nivellements gelegt werden, Im Flach=
land, wie vor allem im Osten von Osterreich, kénnte dieses Netz etwas weit=
maschiger sein, Es miiBte aber umso enger werden, je mehr man sich den ge=

birgigen Landesteilen nihert,

Die durch das astronomisch-gravimetrische Nivellement bestimmten Punkte
sollten nach Mdglichkeit NivellementanschluB haben, Es bietet sich daher an,
die astronomisch-gravimetrischen Nivellements entlang der einzelnen Nivelle=
mentlinien zu legen, Nun konnte man die Verbindung zwischen dem geoidischen
und dem ellipsoidischen Héhensystem herstellen, Aus dem geometrischen Nivel=
lement wdre die geoidische Hohe Gi bekannt, die Abstande Ni des Geoids vom
Ellipsoid konnte man dem astronomisch-gravimetrischen Nivellement entnehmen
und es ergidbe sich somit aus Gleichung (3,3) die ellipsoidische Héhe des
betreffenden Punktes,

Die so abgeleiteten Punkte mit ellipsoidischen Hohen stellen nun die
eigentliche Grundlage fir den Aufbau des gesamten ellipsoidischen HShen=

systems dar,

Eine weitere notwendige Voraussetzung fiir den Aufbau eines ellipsoi=
dischen Hohensystems ist die Kenntnis der Lotabweichungen fiir eine relativ
groBe Anzahl von Punkten, Fir die Punkte des astronomisch-gravimetrischen
Nivellements kdnnen auch gleichzeitig die Lotabweichungen ermittelt werden,
Dariiber hinaus miiBten aber fiir eine mdglichst grofe Anzahl weiterer Fest=

punkte, besonders im gebirgigen Teil von Osterreich, aus astronomischen
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Messungen Lotabweichungen abgeleitet werden, Fiir den Rest der Festpunkte
erscheint es als zweckmdBig, die Lotabweichungen in auf das Geoid redu=
zierter Form durch Interpolation zu ermitteln und anschlieBend durch Be=
riicksichtigung der Lotkrimmung in die Niveaufldchen durch die Beobachtungs=
standpunkte zu bringen., Eine rechnerische Ermittlung der fehlenden Lotab=
weichungen gemeinsam mit der Berechnung von Refraktionsénderungen im Rahmen
eines Ausgleichungsverfahrens kann in der Praxis vielfach nur grobe NZhe=

rungswerte ergeben,

Fir den GroBteil des Bundesgebietes wird es moglich sein, die bereits
vorhandenen Vertikalwinkelmessungen fir die Berechnung der ellipsoidischen
Hohenunterschiede heranzuziehen, Die vorhandenen Vertikalwinkelmessungen
konnen somit also sowohl fiir die Berechnung von geoidischen als auch fir
die Berechnung von ellipsoidischen Hohen herangezogen werden, allerdings
nach unterschiedlicher Reduktion, Vorerst miiBten die Berechnuigen im ellip=
soidischen Hohensystem durchgefiihrt werden, wo nach Beriicksichtigung der
Lotabweichungseinfliisse die restlichen Refraktionseinfliisse durch ein Aus=
gleichungsverfahren ermittelt werden kénnten, Nach Berechnung der ellipso=

idischen H6hen konnte eine Auswertung im geoidischen Hohensystem erfolgen,

Die Gegeniiberstellung der ellipsoidischen und geoidischen HGhen wiirde
schlieBlich gleichsam als Nebenprodukt eine detaillierte Beschreibung des

Geoids in Osterreich ermdglichen,
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4 HORIZONTIERUNG SCHRAG GEMESSEWNER STRECKEN

4,1 Horizontierung unter Verwendung von Vertikalwinkelmessungen

Die elektronisch gemessenen Schrigstrecken werden im allgemeinen
mit Hilfe von Vertikalwinkelmessungen horizontiert, Die gemessenen Ver=
tikalwinkel sind, falls dies nicht bereits von der Messung her gegeben
ist, nach Unterabschnitt 2,52 auf die HShenbezugspunkte der elektronischen

Streckenmessung zu reduzieren,

Aus dem Dreieck Pi- K- k(i) in der Abbildung 2,1 kann nach dem Sinus=
satz die Beziehung zwischen der gemessenen Schrigstrecke Ei X (i) und der
,

horizontalen Strecke s im Niveau des Punktes Pi abgeleitet werden,

,k(3)
Analog erhidlt man aus dem Dreieck Pk-P:.L-Pi (x) die horizontale Strecke im

Niveau des Punktes P, ¢

k
sin §. .
= - k.1 . )
Si,k(1) T %i,k() ° T ceees (4.1)
’ ’ cos __1_,_12<_(1El
: 51n §1 k eeeceoe (4.2)

S, = 8. .

i,k(k) 1,k (M) Y:

Die horizontale Strecke s x(E,) im mittleren Niveau der Punkte Pi

9

und Pk ist dann als Mittel der horizontalen Strecken Si,k(i) und si,k(k)
gegeben, woraus man nach einigen Unformungen erhdlts

s = S, . , cos = (f -f ) (4.3)

1,k(Ey) © Zi,k() ° 2 * Vx,i TJik seeee L0

Fiihrt man Gleichung (2,26) ein, wird daraus

Si,k(,) = o1,k ¢ 5 s -li-%@l) ceees (422)

442 Horizontierung ohne Verwendung von Vertikalwinkelmessungen

Will man eine von der Vertikalwinkelmessung unabhéngige Reduktions=

formel haben, wendet man auf die Dreiecke P,=P =P, ., und P =P =P, in
ik k(i) kK iTTi(K)

der Abbildung 2.1 den Xosinussatz an, wobei zu beriicksichtigen ist, daB

die Strecken Pk( )-P und P -P 1 (k) mit dem ellipsoidischen Hohenunterschied

AE. identisch sind, Man erhalt so folgende Gleichungen fiir s. und s,

1ok i,k() i,k(x)
_ S Yx(E) -2 > 2 Yi,x(E)
si,k(i)_ - éEi,k .sin > + Si,k(M)TAEi,k'cos > veees {4.5)
_:J_)_ 2 Yi,k(®
S5,k (k)" + AEi,k .sin +is. ,k(M)-AE'?_’k.cos > ceese (4.6)
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Das Mittel aus den Gleichungen (4,5) und (4.6) ergibt die horizontale
Strecke s. im mittleren Niveau der Punkte Pi und P, s

1,k(EM) k

- Yi,x(B)
%1,k (5,)” vsifk(M)' (Bt Ty B Taay ) e o0 = L ()

Es darf hierbeil nicht iibersehen werden, daB8 die Instrument- und Ziel=

héhe der Streckenmessung in den HShenunterschied einzubeziehen sind,

In dem hierbei auftretenden Entfernungsbereich bis etwa 10 km kann

man als Niherung

Y
cos-—j-'-‘lf@é 1 eeeee (4.8)

2

setzen, Damit wird Gleichung (4.7) zu

®1,k(5y) * Vgifk(M) = [28 - (em) - Zk(EM))Jz cenes (4.9)

Bei einer Streckenlinge von 10 km begeht man bei Anwendung der ge=
niherten Gleichung (4.9) gegeniiber der Gleichung (4,7) folgende Strecken=
fehler:

AF = 1000 m As = 0,1 mm
AE = 2000 m ps = 0,5 mm
AF = 3000 m As = 1,1 mo

Man kann also in der Mehrzahl der Fille die Gleichung (4.9) als

praktisch hinreichend genau betrachten,

Fiir diese Art der Streckenreduktion muB allerdings vorausgesetzt
werden, daB der ellipsoidische Hohenunterschied AEi Xk mit entsprechender

9
Genauigkeit bekannt ist,

Fehlergrenzen flir horizontierte Schrégstrecken

Kann eine elektronisch gemessene Schrigstrecke mit mehr als einem
Vertikalwinkel horizontiert werden, z, B, mit der Zenitdistanz der Hin=
messung und jener der Riickmessung, miissen die so mehrfach errechneten

Horizontalentfernungen die nachstehende Fehlergrenze erfiillen:

g - g 70
’ Gy "
=3, V2 . [mé-i k(M); sinzzi’k+ Eifk(M)‘ coszzl’k. (;&)2] eeees (4.10)

Diese Fehlergrenze kann man aus der Gleichung (4.4) ableiten,

Ist hingegen eine horizontierte Strecke aus Gleichung (4.4).mit einer

horizontierten Strecke aus Gleichung (4.9) zu vergleichen, hat man die

folgende Fehlergrenze zu verwendens
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) - < #(2)
i’k(EM) i’k(EM) SE:M

2 -2

5.2 N K
i k(M 2 i,k 2
+ "2—’_1_)"‘ . mg- k(l\d) + 'Tl—’—'— ° mA}-: X ccoece (40]1)
S, . i
171’\—(EM) ) slyk(EM) e
Der mittlere Streckenfehler mg ist entsprechend dem verwendeten

- i,1(
StreckenmeBgerit anzunehmen, 1,k(K)

Die mittleren Fehler mf. und mAE werden spiter abgeleitet,

-Fehler in der horizontalen Strecke bei konventioneller Berechnung

Bisher wurde in der Triangulierungsabteilung bei der Horizontierung
elektronisch gemessener Schrigstrecken unter Verwendung von Vertikalwinkel=
messungen der durch Gleichung (1,1) definierte einheitliche Wert fiir den
Refraktionskoeffizienten verwendet und auBerdem das Vorhandensein von Lot=
abweichungen nicht berilicksichtigt, Wurden zur Horizontierung von Strecken
Hoéhenunterschiede herangezogeny so waren dies keine ellipsoidischen Hohen=
unterschiede, wie dies notwendig wire, sondern Hohemunterschiede aus Ge=

brauchshéhen, also grob gendherte geoidische Hohenunterschiede,

Diese Vernmachlidssigungen sind im Flachland und im Bergland bei Schrig=
strecken mit nur geringer Visurneigung praktisch bedeutungslos, da sich
dadurch im allgemeinen nur sehr geringe Auswirkungen auf die horizontierten
Strecken ergeben werden, Hier wird sich in der Hauptsache nur ein MaBstabs=
fehler einstellen, der umso grdBer sein wird, je weiter mam vom Triangu= .
lierungshauptpunkt weg ist, Durch die dritte Ausgleichung des Osterreichi=
schen Netzes erster Ordnung kann erwartet werden, daB sich im Triangulie=
rungshauptpunkt Hermannskogel eine Kippung des Bezugsellipsoides in seiner
durch das Gebrauchsnetz definierten Lage gegeniiber der aus der Ausgleichung
resultierenden mittleren Lage in Bezug auf das Geoid ergibt, Wie bereits
im Abschnitt 2,3 erwdhnt wurde, wird bei der Reduktion einer Strecke auf
Meeresniveau die im allgemeinen unbekamnte Differenz zwischen Geoid= und -

Ellipsoidhdhen vernachlissigt,

Vell und genz wirken sich hingegen die Unterschiede zwischen Gebrauchs=
hohen und ellipsoidischen Ho6hen und die vernachldssigten Refraktionsanoma=

lien und die Lotabweichungen im Bergland und bei steileren Visuren aus,

Bei einer Streckenreduktion mittels Vertikalwinkel ist bereits bei
Visurneigungen von etwa 10% Vorsicht geboten, Man muB sich dabei iUberlegen,
auf welche Weise die Einfliisse der Refraktionsanomalien und der Lotabwei=

chungen beriicksichtigt bzw, ausgeschaltet werden kénnen,

; ke O + S, .cos2z. .(Ef—)2+
i, 83 1) i, k(M) i,k o°°
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Reduziert man die gemessenen Schrigstrecken ohne Vertikalwinkel
allein mit Hohenunterschieden, mu8 man sich dariiber im Klaren sein, daB
hiefiir streng genommen nur ellipsoidische Hohenunterschiede verwendet
werden diirfen, Verwendet man, wenn man keine ellipsoidischen Hohenunter=
schiede hat, aus den vorhandenen Gebrauchshéhen abgeleitete d5henunter=
schiede, darf man sich nicht wundern, wenn man in der Lageberechnung zu=
sitzliche Spannungen erhilt, Wie das Beispiel in [73] zeigt, kOnnen zwi=
schen diesen beiden Arten von Hohenunterschieden Differenzen von einigen
Dezimetern auftreten, was sich bei Steilvisuren bis zum vollen Betrag

dieser Differenzen auf die horizontierte Strecke auswirken kann,

Nimmt man nun an, daB das Gebrauchshdhennetz geoidischen HShen sehr
nahe kommt, ist der Unterschied eines daraus abgeleiteten HShenunter=
schiedes gegeniiber dem streng ellipsoidischen Hohemunterschied durch die
Differenz (N - ) gegeben. Durch Differenzieren der Gleichung (4.9) kann
man den Strecken:fehler Asl k( ) ableiten, der sich daraus ergibt, wenn
die Differenz (N - N. ) vernaﬁlleassigt wirds

ey i&.. . - T veeen (2.12)

b5y k(EM) s; k(EM) k i

Dieser Streckenfehler kann gendZhert ausgedriickt werden durch
As®
484 k(FM)

Diese Beziehung ist in Abbildung 4,1 fiir verschiedene Werte von ANi X
9

dargestellt, Es sei darauf hingewiesen, daB die hier dargestellten Strek=

- cot 25 x R (I\Tk - Ni) eeoss (4,13)

kenfehler unabhingig von der Streckenlinge sindl

Fiir die Streckenreduktion unter Verwendung der gemessenen Vertikal=
winkel kann man, ausgehend von Gleichung (4.4), den durch Vernachlidssigung
der Lotabweichung entstehenden Streckenfehler As: ) als Differenz
zwischen einer richtig reduzierten Strecke und elnerEMhorizontierten Strecke

ohne Beriicksichtigung der Lotabweichung darstellen:
(E) =8 3 lzkaz Ti k(E) '
Asi,k(EM)- si,k(M)'[sm (zi,k+ ,k )" 51n(z 1K > )] 2
o l,kg EZ) .

S, k() ©05(3; 1+ 05 - =5 e &5 = AEi,k‘ €5,k
ceees (4.14)
In der Abbildung 4,2 wurden fir €; i, bis 60°% und fiir Hsherunterschiede
bis 3000 m die Streckenfehler durch Vernachlissigung der Lotabweichung bei

der Horizontierung der gemessenen Schrigstrecken dargestellt,
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Wurde fir die Refraktion nur ein Standardwert verwendet, steckt der
durch die Refraktionsanomalie verursachte Fehler gleichfalls in dem Winkel
gi,k von Gleichung (4;14) drinnen, Es kann daher die #bbildung 4.2 glei=
chermaBen die Auswirkung der fehlerhaften Erfassung der Refraktion auf die
horizontierte Strecke darstellen, Auch hier seil darauf hingewiesen, daB

die dargestellten Streckenfehler unabhingig von der Streckenlznge sind}

Die beiden Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen deutlich, da2 beil beiden
Arten der Streckenhorizontierung durch die bei der konventionellen Art
der Berechnung bedingten Vernachlédssigungen vor allem bei Steilvisuren
betrédchtliche Fehler in die horizontierten Strecken kommen kdnnen, die

sich dann als zusdtzliche Spannungen in der Lageberechnung auswirken,

Flir gemessene Schrigstrecken mit stdrkerer Visurneigung kann man
also nur dann richtig horizontierte Strecken erwarten, wenn nach ent=
sprechender Beriicksichtigung der Refraktionseinfliisse wund einer Einbe=
ziehung von teilweise astronomisch ermittelten Lotabweichungen eine

strenge Ermittlung von ellipsoidischen Héhenunterschieden erfolgt,

Die Auswirkung der Vernmachldssigung der Lotabweichungseinfliisse bei

der Horizontierung gemessener Schrigstrecken soll zusdtzlich noch an einem
angenommenen Beispiel gezeigt werden, Nimmt man eine gemessene Schrigetrecke
sl,Z(M) = 3100,000 m an, fiir die bel richtiger Horizontierung 51,2(&) =
= 3000,000 m isty erhdlt man die vollstdndig reduzierten Zenitdistanz
§1 o = 83%80°10,24°° und fir die Rickvisur §, ; = 116522°89,14°°, da

) ’
unter Z.er An::ihme v?n R(E) =6 379 409 m der Zentriwinkel Y1,2(E) =
= 0802%99,38°¢ ist,

Fir die Lotabweichungen bei der Hin- und Riickvisur werden verschiedex.xe
Annahmen getroffen, Das Ergebnis der daraus resultierenden Horizontalstrecken
und Hthenunterschiede ist in Tabelle 6 zusammengestellt, Die durch die Lot=
abweichungen 61’2 = 52’1 = 0 gekennzeichnete erste Doppelzeile ergibt die
Sollwerte, mit denen die Ergebnisse der weiteren Varianten zu vergleichen
sind, Die Sollwerte entstinden, wenn man die angefihrten Lotabweichungen
beriicksichtigte, die Istwerte stellen das Ergebnis bei Vernachldssigung der

Lotabweichungen dar,

In einer eigenen Spalte ist das Mittel der horizontierten Strecke aus
Hin- und Riickmessung ausgewiesen, ebenso auch die Abweichung dieses Mittels
g_egeniiber dem Sollwert, Vor allem dieses As zeigt deutlich, daB durch die
Mittelung die durch Vermachlissigung der Lotabweichung entstehenden Fehler
nur in Ausnahmeféllen beseitigt werden und zwar nur dann, wenn bei beiden
Streckenendpunkten die Lo‘ca‘mveichlmgen gleich groB sind und auch dasselbe
Vorzeichen haben, Doch ist bei einer stark geneigten Visur gerade dies in

der Praxis am wenigsten zu erwarten,
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Tabelle 6

Man kann aber andererseits der Tabelle 6 auch entnehmen, daB die Tat=
sache, daB die horizontierte Strecke aus Hin- und Riickmessung den selben
Betrag hat, noch keine Gewdhr dafiir bietet, daB zufolge der Vernachlidssi=
gung der I"o‘t;abweichungen der Mittelwert auch richtig ist,

Unter der Annahme der in der ersten Spalte von Tabelle 6 ausgewiesenen
Lota’bweichungen ergibt das Mittel aus den Hohenunterschieden von Hin- und
Riickmessung praktisch mit hinreichender Genauigkeit den geoidischen Hohen=
unterschied, In der ersten Doppelzeile ist dieser identisch mit dem ellip=
soidischen Hohenunterschied fiir alle Varianten, Auch hier sieht man deutlich,
daB8 nur dann, wenn die Lotabweichungen an beiden Visurendpunkten gleich gro8
sind und auch gleiches Vorzeichen haben, das Mittel der Hohenunterschiede
von Hin- und Riickmessung identisch mit dem ellipsoidischen Hohenunterschied
ist, Es darf also nur in diesen Fdllen der so ermittelte HShenunterschied
fir die Horizontiénmg der gemessenen Schrigstrecken verwendet werden, Wie
aber vorher schon erwdhnt wurde, kann gerade bei stark geneigten Visuren

dieser Fall am wenigsten erwartet werden,
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ELLIPS OIDISCHE HOHINUNTERSCHIEDE AUS VERTIKALWINKELMESSUNGEN

Hohenformel mit gemessener Schrigstrecke

Liegt eine elektronisch gemessene Schrigstrecke vor, sind die
gemessenen Vertikalwinkel, wenn dies nicht bereits durch die Messung
gegeben ist, nach Unterabschnitt 2,52 auf die Hohenbezugspunkte der

Streckenmessung zu reduzieren,

Wendet man auf das Dreieck P -P 700 in der Abbildung 2,1 den

Sinussatz an, erhilt man unter Berhcksn.chtlgung von Gleichung (2,26) :

8.

AEik=—-i$Q@——-,cos €1k - —1—'—@5—1]+g1

, i
cos ~LaE(E)

2

1 (EM) - Zk(ZEM)] eeeeo (54 l)

Hohenformel mit horizontaler Strecke

Sind keine gemessenen Schrigstrecken vorhanden, muB man mit den aus
Koordinaten abgeleiteten horizontalen Strecken si k( ) die Berechnung der
’
Hohenunterschiede durchfiihren, Die zugehdrige Hohenformel erhilt man, indem

man in Gleichung (5, 1) die gemessene Schrigstrecke s mit Hilfe von

k(1)

’

Gleichung (4,4) in die horizontale Strecke s, verwandelt:
lsk(EM)

8
AE, = - LR cot [Sf -—J—L-)-YikE
1,k Y- ° i,k 2

" os _1_:_ék_(lE.)_

] + [Ii(Th)- Zk(Th)] cesee (5;2)

Mittlerer Fehler eines Hohenunterschiedes aus Vertikalwinkelmessu.ngeri

Der mittlere Fehler eines aus Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten
Hohenunterschiedes ist davon abhingig, ob der Hohenunterschied nach Glei=
chung (5,1) mit einer gemessenen Schrigstrecke berechnet worden ist oder

nach Gleichung (5.2) mit einer horizontalen Strecke,

Bei Hdhenunterschieden aus gemessenen Schrigstrecken wird Gleichung .
(5.1) differenziert, Gleichung (2,27) wird eingefiihrt und dann wird der
Ubergang auf mittlere Fehler durchgefiihrt:

ccy2 cc\2 =2
2 \ (mz )+ (m 49-) 8;

osin zi,k’[ (Qcc)Z

2 2 2 ]
= cOs z, 1,.m + s, 1,%() mk + m(I 7)

4 RI(E)
eeees (543)

Bei horizontalen Strecken erfolgt der gleiche Vorgang, ausgehend von
Gleichung (5.2):
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sz ccy2 cc
» SLE(E)  @)%H@E)? 1,ku)

2
s . 4 ° ccy2 (2 .sin z, ] + W(1.7)
sin"z, ()
ik

ceees (5.4)

Die Gleichungen (5,3) und (5.4) kbmnnen in einer Niherungsformel zu=
samengefaBt werden, Das erste Glied ist in beiden Gleichungen bei hori=
zontalen Visuren gleich Null und wirkt sich nur bei Steilvisuren aus, Es
soll hier vernachlissigt werden, Das zweite Glied wird fiir beide Gleichun=
gen vereinfacht zusammengefaBt, das letzte Glied ist in beiden Gleichungen
identisch und wird unverindert iibernommen, Dies ergibt die Nidherungs
’ cc

2 2

Tp ® S5y e (Qcc) + m(I 2) eeeee (5.5)

Welche Form der horizontalen Strecke in diese Niherungsgleichung ein=
gesetzt wird, ist praktisch belanglos, Der mittlere Fehler mf der ellipso=

idischen Zenitdistanz ist definiert durch:

2% = (@39 + TLEER 2, (02 ceere (5.6)

Unter der 4nnahme von

m =t10
Z

ce XX XX] (5.7) und m%:[_z) = t 0,0002 m2 eoceee (508)

wurde in Tabelle 7 fiir vier verschiedene Werte von m, und fir einige Werte
fir my der nach Gleichung (5.6) berechnete mittlere Fehler von aus Zenit=

distanzen abgeleiteten Hoheminterschieden zusammengestellt,

5ed Fehlergrenze

Kann der HShenunterschied AEi X zwischen den Punkten Pl und Pk aus
)

mehreren Messungen abgeleitet werden, sind die einzelnen we:c-‘f:e AE(n) zu

k
iiberpriifen, ob sie der nachstehenden Fehlergrenze F AR geniigen: *
(1) (@<s -3
AEi’k - AEi,k = FAE = 3 L4 AE(l) + mAE](.zl)( ev0oces (509)

Wurden die Hi:ihemmterschiede’aus Vertikalwinkelmessungen abgeleitet,
sind fir die mittleren Fehler die nach Gleichung (5,3), (5.4) oder §5.5)
berechneten Werte einzusetzen, Wurde einer der Hohenunterschiede AEil;lk
aus einer Schrigstrecke ohne Verwendung von Vertikalwinkelmessungen abge=

leitet, ist der mit Gleichung (6-22> berechnete “ert zu verwenden,



Tabelle 7 s Mittlerer Fehler eines aus Zenitdistanzen berechneten H&hgnunterschiedes nach Gleichung (5;5)

s m = 0,05 m = % 0,15 m_ = 20,25 m, = = 0,50

in anin mm fir mp = m oy in mm fir m .= m . in mm fir mg = mHin mm fir m. =

ko | 0°%10°¢209930°%40°%50°  0°¢ 10%¢ 20°° 30°¢ 40°° 50°°| 0°¢ 10°¢ 20°¢ 30°¢ 40°° 50°°|| 0°C 10°C 20°¢ 30°¢ 40°° 50°°
0,5{ 16| 18| 23| 29| 35| 42 16| 18| 23| 29| 35| 43 17| 19| 23| 29| 36| 43 191 201 25| 30| 37| 44
1,0{ 21| 27| 38| 52| 66| 81 24| 29| 40f 53| 67| 82 29| 331 43| 55| 69| 84 451 47 54| 65/ 77 90
1,5 29 57 55| 76[ 99|121 38| 45| 61| 80| 102 124 52y 57| 70| 88| 108 129 92| 95| 104| 116 132] 150
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4,0 90|110[154|209|267 [327 || 199| 209| 235| 274| 320| 372 | 320| 326| 344 | 371| 407| 448 | 630| 633| 643 | 658| 679} 704
4,50107|128|177|238|302|369 || 249| 259 | 286| 327| 377| 432 || 403 | 409} 427| 456| 492| 536 || 797 | 800| 809 825 845| 872
5,0[126(149(202|267(339(413 || 305| 315| 343| 385| 438| 497 || 496 | 502| 520| 549| 587 | 633 | 983 | 986} 995/1011 1032 1058
5,51147 (171227298376 {456 || 366| 3761 405! 449 503 566 || 599 | 605| 6231 653] 692 739 1189|1192 (1201|1216 (1238 {1265
6,00170]195|254|330[414 |501 || 434| 444} 473| 518| 575| 640 | 711 | T17| 735| 765| 805| 853 o 0 . o ° °
6,5{195/220(282(363[453 [546 | 50T| 517 547| 592| 651| 720 | 834 | 840| 859 889} 929 978 . . . . . .
7,0(222(248(31213971493 (593 | 987| 597| 626 | 673| 733| 804 || 966 | 973 | 9911021 110621112 o ° ° ° ° o
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Y44 dbar 1

m hinanusgehanden mittloren Fehler eines Ushenunterschiedes

wurden nicht mehr ermittelt,

- CC =
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ELLIPSOIDISCHE HOHENUNTERSCHIEDE AUS GEMESSENEN SCHRKSSTRECKEN

Hohenformel

HRADILEK hat bereits im Jzhre 1958 in [26] darauf hingewiesen, daB
es unter bestimmten Voraussetzungen zweckmiBig sein kdnnte, fiir die He=
henunterschiedsberechnung nicht die Vertikalwinkelmessung zu verwenden,

sondern allein elektronisch gemessene Schrigstrecken heranzuziehen,

Aus dem Dreieck P.=P - .

ik k(d)

osinussatz die Seite S5 1 (21) aus, Damit erhdlt man eine quadratische Glei=
’

in der Abbildung 2.1 rechnet man nach dem
X

chung fiir den ellipsoidischen HShenunterschied AEi s in der keine Verti=

k
9
kalwinkelmessung enthalten ist, Daraus ergibt sich folgende Gleichung fiir

den H6henunterschieds

<
N
=

AE; = = 85 1 (3)e 51D Si,k() T Si,k(i)

. Y-
+ V- 2 2  cos? 1,12<gE)
00000 (6.1)

Das positive Vorzeichen vor der Wurzel ist zu verwenden, wenn die
Zenitdistanz der Visur kleiner als /2 ist, also bei einem positiven
H6henunterschied, das negative Vorzeichen bei einem negativen Héhenunter=

schﬁ'.ed.

In der Gleichung (6,1) ist also mur der ellipsoidische Zentriwinkel
Yi,k(E) enthalten, die gemessene Schrigstrecke si,k(M) und eine horizontale
Strecke si,k(i
der gemessenen Strecke §i 1(2) zu ermitteln ist, am zweckmidBigsten kontrol=

9

) im Niveau des Punktes Pi’ die allerdings unabhingig von

liert aus wenigstens zwei Dreiecken mit direkt gemessenen Schrigstrecken

von sehr geringem Neigungswinkel,

Die Anwendung der Gleichung (6,1) auf Visuren mit geringem Neigungs=
winkel ist nicht sinnvoll, da hierbei gegeniiber der Héhenformel mit Ver=
wendung der Vertikalwinkelmessungen ein Genauigkeitsverlust zu erwarten

ist, wie im Abschnitt 6,3 gezeigt wird,

Wird hingegen die Gleichung (6,1) bei Sieilvisuren angewendet, er=
reicht man damit vor allem, daB bei der Berechnung der ellipsoidischen
H6henunterschiede die Auswirkung der Unsicherheit im Refraktionskoeffizi=
enten vollstindig ausgeschaltet ist, Sie ist zwar noch in der Reduktion
der Strecken in den Dreiecken der Bodenfigur enthalten, doch wird von die=
sen Strecken verlangt, daB8 sie nahezu horizontal sein sollen, damit sich
die i’Le:f‘:l:'aktionsmnsiche:rhei‘t: praktisch nicht auswirken kann, Sind keine
Lotabweichungen gegeben, ist die dadurch bedingte Vernachlissigung inso=
fern geringer, als der Lotabweichungsfehler nur im Rahmen der Dreiecksauf=

16sungen in den errechneten Strecken enthalten ist,
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Vorschlag filir eine kontrollierte Messungsanordnung im Gelinde

Will man unabhingig von Vertikalwinkelmessungen ellipsoidische HShen=
unterschiede allein aus gemessenen Schrigstrecken ableiten, erscheint es
als zweckmiBig, nach Moglichkeit die in Abbildung 6,1 dargestellte kontrol=
lierte Messungsanordnmung zu verwenden, Fir diesen Fall wire z, B, der ellip=
soidische Hohenunterschied von Pl nach PO gesucht, auBerdem wire die gemes=
sene Schrigstrecke El, o) zu horizontieren. Dazu wire anzustreben, alle
fiin:f‘ in ABbildung f;l ei?gezeifhneten Strecken zu messen, also gl,O(M)’
SZ,O(M)’ SB,O(M)’ 51’2(M) und sl,B(M)' Fir die Aufldsung der Dreiecke
P(')-Pi'Pé und P(')-P%-Pi soll in allen vier GelZndepunkten, Po, Pl’ P2 und P3’
die Messung der Richtungen nach den ilibrigen Punkten durchgefiihrt werden,
Die Messung der gegenseitigen Vertikalwinkel wire an sich nur fiir die Hori=
zontierung der Strecken El,Z(M) und §1,3(M) notwendig, wenn nicht die ellip=
soidischen Héhen aller drei Ausgeangspunkte, Pl’ P2 und P3 vorgegeben sind,

Abb, 6,1
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Es ist aber empfehlenswert, alle Vertikalwinkel zu messen, auch die

zwischen den Talpunkten und dem Bergpunkt P..und die zugehdrigen Riick=

o
visuren, Obwohl sie nicht benttigt werden fiir die eigentliche HShenunter=
schiedsberechnung, kdnnen mit ihrer Hilfe auch die Strecken nach PO fur

die Berechnung vorliufiger Koordinaten gendhert horizontiert werden,

Zusdtzlich sind auf allen vier Geldndepunkten astronomische Beob=
achtungen durchzufiibren, aus denen die Lotabweichungskomponenten fi und lzi
abzuleiten sind, Dafiir werden eben wenigstens vorliufige Koordinaten der
vier Gelandepunkte bendtigt, Die 1"o‘t;a‘nweichungen dienen in diesem Fall

dazu, die gemessenen Richtungen auf das Ellipsoid reduzieren zu kdnnen,

Durch J‘)reiecks.za.u:fl‘cisungen und entsprechende Reduktion sind die hori=

1P - =
zontalen Strecken s, ,0(3)? s ) aus dem Dreieck P -rP 1 P2 und ein zwei=

1,001

tes mal aus dem Dre:l.eck P -P%-Pl,und s ,0(3) zu berechnen., Mit diesen vier

horizontalen Strecken und den drei gemessenen Schrigstrecken sl ,0(11)?
2 ,0(10) und SB,O(M) kann mit Hilfe der Gleichung (6,1) viermal die ellip=
souh.sche Hohe des Pumktes P abgeleitet werden, Fiir das Gewichtsmittel der

(n)

ware folgendes Gewicht zu verwenden:

pg(n) = -

m
25 o

cesse (622)

Mit der so errechneten gemittelten Hohe Eo des Purnktes Po kénnen
unter Anwendung der Gleichung (4.7) oder (4,9) die gemessenen Schrigstrecken
EI,O(M)’ §2,0(M) und E3,O(M) richtig horizontiert werden, frei von den un=

bekannten Refraktionseinfliissen,

Es sei ausdriicklich darauf nochmals hingewiesen, daB diese Methode
nur dapn ginstige Ergebnisse liefert, wenn sie auf Steilvisuren mit einer
Neigung gegen die Horizontale 8b.etwa 208 angewendet wird, wie im Abschnitt
6,3 gezeigt wird,

Ist in einem Ausnahmefall nur eines der beiden in Abbildung 6,1 dar=
gestellten Dreiecke méglich und konnte 2z, B, zusdtzlich zu der nahezu ho=

rizontalen Talstrecke s ) nur fiir die Steilvisur von Pl nach Po die

Strecke gemessen: werden::,lzcgn nach dieser Methode die.HShe des Punktes Po
nur einmal berechnet werden, In diesem Fall wire die Anwendung der Glei=
chung (4,7) oder (4.9) fiir die Horizontierung der Schrigstrecke 51’0 nur
mehr eine reine Rechenkontrolle, da die daraus resultierende horizontale

Strecke mit der aus der Dreiecksaufldsung abgeleiteten Strecke s o T

1,
duziert auf das mittlere Niveau der Punkte Po und P1 identisch sein muB,
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Nun ist noch zu untersuchen, wie groB die Neigung der im Tal gemes=
senen Strecken sein darf, um sie als praktisch von der Refraktion unbe=

einfluBt bezeichnen zu kdonnen, Dazu wird die Gleichung (4.4) differenziert:

- . Y; -
dsi,k(FM)= as; ) -sinl8 5y —‘leﬂg)'] * 55 panecoslfs - T3 Jodss i

ceees (6.3)

Da voraussetzungsgepiB die Visur nahezu horizontal sein soll, kann
man gendhert sin{fi K _Eu%glzl] 2 1 setzen. AuBerdem wird Gleichung
,
(5,1) eingefiihrt:

%5 ,x(g) * e * A8,k o Uik sreee (6.4)

dgi X erhilt man durch Differenzieren der Gleichung (2.27):
b
dfi,k = dzi,k + déi,k + dai,k ceeee (645)

Der durch die ﬁefraktion bedingte FehlereinfluB auf dié horizontierte

Strecke ist somit gégeben durch
35y = AB; 10 0 By cocos (6,6)

Nimmt man fiir dem Refraktionswinkel 6i X die Gleichung (8,13),
9
erhilt man déi,k aus
Aoy +ds; e o 5

5
35, . o —iaX@D °
* Mi(E)

i,k 2

secee (6.T)

Hierin kann man das zweite Glied vernachlissigen, Damit wird

Gleichung (6,6) zu
. s.
i, k(M .
ds = AE ° —Li'l ° dk. e0s00 (6-8)
(8) ~ Tk 2.Ri(E) i :

Daraus kann fiir bestimmte Voraussetzungen der zulidssige HShenunter=
schied berechnet werden, In der Tabelle 8 ist filir einen Streckenfehler
ds(é) = 0,001 m und fiir die beiden angenommenen Refraktionsfehler dkl = 0,15
und dk2 = 0,25 fur verschiedenelgtreckenlangen der zuldssige Hohemmter= -

schied zusammengestellt:

s ) AE(zul.) in m fir dk = S(M) AE(zul.) in m fiir dk =

in km 0,15 0,25 in km 0,15 0,25
1,0 85,06 51,04 6,0 14,18 8,51
2,0 42,53 25452 ' 750 12,15 1529
340 28,35 17,01 - 8,0 10,63 6,38
4,0 21,26 12,76 9,0 9,45 5,67
5,0 17,01 10,21 10,0 8,51 5410

Tabelle 8
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6,3 Mittlerer Fehler eines aus Schrigstrecken abgeleiteten Hohenunterschiedes

Um den mittieren Fehler eines aus Schrigstrecken abgeleiteten Hohen=
unterschiedes zu erhalten, wird vorerst Gleichung (6,1) differenziert,
Hierbei wird Gleichung (4.8) beriicksichtigt und der Wurzelausdruck im

Nenner gendhert gleich dem H6henunterschied gesetzt:

o Jix(E) 1 - - _
4(4E) = - sin —H525, ds; BE ¢ (51, k) * 851,%00) Si,kx(1)° %1,%(1))
cosee (649)
Das erste Glied von Gleichung (6,9) ist klein von zweiter Ordnung und
kann dsher vernachl#dssigt werden, Fiir das letzte Glied muB erst der Fehler
ds 1,k(1) der horizontalen Strecke aus der Dreiecksaufltsung abgeleitet wer=

den, wobei auch die Auswirkung der Lotabwelchungen zZu beriicksichtigen ist,

Aus dem Dre:.eck Py-F;-P, (Abb, 6,2) erhilt man

nach dem Sinussatz die Seite s

1,0°
= + Sin @ ‘
s1,,0 - s1,2 ° sin ¥ esees (6.20)
P2 1 Diese Gleichung wird differenziert und e‘i:was
Abb, 6,2 umgeformt:
ds1 2 ‘ ‘
= ———i— - ®eocoe ®
dsl,o 51,0 ° ¢ 51 + cot ¢ , dp = cot ¥, dyp) (6,11)
]
Beim Ubergang auf mittlere Fehler erhilt man
2
mz 1 o ( 81 + cotztp . m2 + C°t2y’. m2 ) ceeee (6012)
1,0(1) 1 » ¢ ¥
’
Es so0ll nun die auf dem Gel&ndepunkt Pi gemessene Richtung Rj!_ " nach
9
dem Punkt P beziiglich der im Azimut A vorhandenen Lotabweichung 1% so
korrigiert werden, daB die auf das E.Lllpso:.d bezogene Richtung R ,k ent=

steht, Diese Korrektur kann analog der Auswirkung eines Stehachsen_f elilers

dargestellt werden durchs
-R! ., = ) ., si - : ;
Ri,k Ri,k &i‘. ° cot zi,k e SIN (ai,k Ai) XX xx (6.13)

L6st man dles auf und fithrt man die Lotabweichungskomponenten fi und
'li eln, erhdlt man

- R! =~ , si ’
Ri, Rl,k 5o got 23 e 510 0y g + 30 cot 23 e ©O5 By eeees (6.14)

Nun sollen die Dreieckswinkel ¢ und yin (6,11) und (6,12) als Diffe=
renz zweier gemesseneér Richtungen, verbessert um die Lotabweichungen, dar=

gestellt werdens
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9°=R2,1-R2,0=R51—§2 . cot z, 2,1 ° sina21+i12 . cot Zp,) ¢ ©0S Op g =
_R'O+f2.cotzzo.s:.na lzz.cotzzo,cosazo
XXX (6l15)
Nun setzt mans
Ré,l = Ré,o = q)' eeeee (6.16)
P =o' “352 . (cot Zp,0 o sin Gy q - cot 25,0 ¢ sin az’o) -

+1, . (cot Zp,1 ¢ cés Oy - cot 2y, ¢ 0 aZ,O) ceees (6417)

Diese Gleichung wird differenziert, demn wird der Ubergang auf
mittlere Fehler durchgefiihrt:
2 "2 2 . . . 2
mq) = m(P, + m)e2 . (cot zz’l . sin a2,l - cot 25,0  Sin a2,0) +

2 . ; 2 . .
+ m,72 . (cot 25,1 cos a, 1 = cot 2,0 o ©OS az,o) esess (6418)

Man setzt nun

mf2 = m,ZL = mf,, veess (6,19) umnd m(zp,

Damit wird Gleichung (6,18) nach einer Umformung zu

=mn", =2, mﬁ eeees (6420)

2 2 2 2 2
rn(p =2, mp + mg . (cot z2’1+ cot ZZ,O' 2 4 cot 22,1. cot 22,0' cos qa)
eecoce (6.21)
Eine analoge Gleichung erhzlt man auch fir m‘zr o Dies wird nun in
Gleichung (6,12) eingesetzt, Fiir Gleichung (6,9) wird der Ubergang auf

mittlere Fehler durchgefiihrt, die umgeformte Gleichung (6.12) wird ein=
gesetzt, wodurch man schlieB8lich folgende Gleichung erhdlt:

-120(M) 1 O@)] 1 O(D (cot P + cot yz) mR +

1,2(1) AEI 0

%l\)
’—%l\)hf\)

s
1,0(1 2
._z‘_'a_(_l [cot . (cotz, l+cot 7y (=200t 25 q.00% 3, o,c08 Q) +

45,

o

2
+ cot ya.(cot 20, y+cot 2, 1-2.c0t 20, 5eCOt 2(,10C08 ) 1. m_‘,;L
coess (6.22)

Mit dieser allgemeinen Gleichung kann fiir jeden einzelnen Fall der
mittlere Fehler eines aus gemessenen Schrigstrecken abgeleiteten Hohen=

unterschiedes berechnet werden,

Um einen Genauigkeitsvergleich mit den in Tabelle 7 enthaltenen mitt=
leren Fehlern von aus Zenitdistanzen abgeleiteten HShenunterschieden durch=

fihren zu k®nnen, wurde die Gleichung (6,22) etwas vereinfacht, Das Dreieck

P -P.~P

o~F1-Fo wurde dazu als gleichseitig angenommen, AuBerdem wurde gesetzte
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= 1008 = 24 -
Zy1 = 100 ZO,l = 20,2 und z2’0 =25,

Durch diese Annahmen erhilt man nach einigen Umformungen die folgende
Niherungsgleichung:

2
l+sin 'z,
2 _ i,k 2 4 2 . 2 2 s 2
n = - 5 T +3 .si’k(i).tan Zg 0T * 0,6 , S5 k(1) *Tg eeeee (6.23)
-sin 'z,
9

In den nachfolgenden 4bbildungen 6,3 bis 6,9 ist die Auswertung der
Gleichung (6,23) unter verschiedenen Annshmen dargestellt,

Aus den Abbildungen 6,3, 6,4 und 6,5 sind die Bedingungen ersichtlich,
unter denen mit der Gleichung (6,1) brauchbare Hohenunterschiede erhalten
werden kdnnen, Man erkennt daraus, daB es wenig sinnvoll ist, die Gleichung
(6.1) bei Visurneigungen von weniger als = 20° anzuwenden, Man sieht sber
auch, daB es auBerordentlich wichtig ist, den mittleren Richtungsfehler
moéglichst klein zu halten, da gerade dieser einen sehr groB8en EinfluB anf
den Gesamtfehler hat, Wie Abb, 6,4 zeigt, wire wenigstens ein mittlerer
Richtungsfehler von o, = z Scc anzusbreben, Die Abb, 6,5 macht deutlich,
daB8 die Lotabweichung wenigstens eine Genauigkeit von my= % 10°° haben
soll, Wenn auch der mittlere Streckenfehler m bei Steilvisuren von mehr
als 208 Neigung einen relativ nicht mehr so bedeutenden EinfluB hat, sollte
doch getrachtet werden, die elektronisch gemessenen Schrigstrecken mit einem
mittleren Fehler von ms “.t 10 mm zu erhalten,

In den Abbildungen 6.6 bis 6,9 ist die Auswertung der Gleichung (6,23)
fir ein o, = ha 500, ein mg= ¥ 10°° und fiir verschiedene Werte von my dar=
gestellt, Zum Vergleich ist auch der mittlere Fehler eines aus Zenitdistan=
zen abgeleiteten HShenunterschiedes fiir ein m = p 0,05 und ein m o= h 0,15
eingezeichnet, Hier ist besonders deutlich sichtbar, daB8 fir Zenitdistanzen
von weniger als 808 bzw, mehr als 1208 die Hohenunterschiedsberechnung

nach Gleichung (6.1) genauer ist als nach Gleichung (5,1).
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6,4 Beispiele

Yiese Art der Hohenbestimrung, wie sie im Abschnitt 6,1 und 6,2

behandelt worden ist, war bis zum AuBendienst 1976 noch in keinem &ster=
reichischen Triangulierungsoperat enthalten, Es wurden daher aus den frii=

heren T

riangulierungsoperaten #Zhnlich gelagerte Beispiele herausgesucht,
die eine Gegeniiberstellung der aus Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten
Hohenuntersehiede mit den aus den gemessenen Schrigstrecken errechneten
Hohenunterschieden ermdglichen, In diesen Beispielen haben sich zum Teil )

betriachtliche Differenzen gezeigt,
Beispiel 1: Operat T-256/1973, Visur Steinberg - Millegger.

Die horizontale Strecke, Linge rund 861 m, konnte aus drei Dreiecken
abgeleitet werden, maximale Differenz 20 mm zwischen den drei Wexrten, Die
aus der gemessenen Schrigstrecke nach Gleichung (4.,4) errechnete Horizontal=
strecke ist um 24 mm gréBer als der Mittelwert aus der Dreiecksaufldsung,

Da bei der Dreiecksaufldsung keine Lotabweichungen beriicksichtigt werden
konnten, kann der aus Gleichung (6,1) abgeleitete Hohenunterschied nur ge=
ndhert als ellipsoidisch bezeichnet werden, Er ist bei einer Visurneigung
von rund 23g50c und rund 333 m Héhenunterschied um 48 mm gré8er als der als
gendhert geoidisch zu bezeichnende Mittelwert der Berechnung aus den gegen=
seitigen Vertikalwinkeln, Die Differenz zwischen den Héhenunterschieden aus
Hin- und Riickmessung betrug 1 cm, Nimmt man nun den Refraktionskoeffizienten
mit 0,13 an und errechnet man damit die zugehdrigen E"ei‘rak‘t::i.onsw:i_nke1, er=s
mittelt man andererseits aus Gleichung (5.1), in die der nach (6,1) berech=
nete Hohenunterschied eingesetzt wird, die ellipsoidische Zenitdistanz, kann
man gegeniiber den gemessenen Zenitdistanzen Differenzwinkel errechnen, Diese
Differenzwinkel sind nun fiir die Visur vom Tal hinauf = 4o°° und zuriick

+ 45 cc; Man karmm nun zwar annehmen, daB ein relativ groB8er Anteil in diesen
Differenzwinkeln der Lotabweichung zuzuschreiben ist, es sind aber auBerdem
auch noch andere Einfliisse enthalten, wie die Fehler der gemessenen Schrig=
strecke, die Fehler der aus Dreiecken abgeleiteten horizontalen Strecken,
vor allem aus der Nichtberiicksichtigung der Lotabweichungen, die Beobachtungs=
fehler bei den Vertikalwinkeln, die Refraktionsa.nomalien, Stehachsenfehler,
Fehler beim Einspielenlassen der Versicherungslibelle usw,, so daB man nicht
einfach erklédren darf, der Gesamtbetrag dieser Differenzwinkel ist nur der

Lotabweichung zuzuschreiben,

Beispiel 2:; Operat T-256/1973, Visur Hinterberg - Tristenkopf,

Seite konnte nur aus einem Dreieck abgeleitet werden,

Die horizontale
Sie war bei einer Linge von 2440 m um 33 mm kleiner als die nach Gleichung

(4.4) errechnete Horizontalstrecke, Der H6henunterschied von rund 387 m

war bei einer Visurneigung von rund 10802%ach Gleichung (6,1) um 179 mm
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groBer als der Mittelwert der Berechnung aus den gegenseitigen Vertikal=
winkeln, wobei zwischen Hin- vnd Riickmessung eine Differenz von 9 cm auf=
trat, Die zuriickgerechneten Differenzwinkel betragen fir die Visur vom
Tal hinauf = 61°¢ wund zuriick + 47°C, Dieses Beispiel ist allerdings
mit Vorsicht zu betrachten, da zufolge der relativ geringen Visurneigung
aus der &bbildung 6,7 fiir den nach Gleichung (6,1) berechneten Hhenunter=
schied ein mittlerer Fehler von rund 17 cm zu erwarten ist, wihrend der
Hoéhenunterschied aus der Vertikalwinkelmessung nur einen mittleren Fehler

von 9 cm erwarten 1l#dBt,
Beispiel 3: Operat T-250/1972, Visur Karbach - Kleine Mittagsspitze.

Horizontale Seite von rund 1603 m Linge, nur aus einem Dreieck, um
16 mm kleiner als aus Reduktion der Schré.gstrecke; Hohenunterschied von
rund 744 m bei einer Visurneigung von rund 27g65c nach (6.1) um 34 mm
groBer als aus gegenseitigen Vertikalwinkeln bei 8 cm Differenz zwischen
der Hin- und Riickmessung, Differenzwinkel fiir die Visur vom Tal hinauf

- 56°¢ und zurick + 30°°,

Beispiel 4: Operat T-250/1972, Visur Stamplach = Kleine Mittagsspitze,

Horizontale Seite von rund 1582 m Linge, nur aus einem Dreieck, um
49 mm kleiner als aus Reduktion der Schrigstrecke, Hohenunterschied von
rund 900 m bei einer Visurneigung von rund 32g93° nach (6.1) um 87 mm
groBer als aus gegenseitigen Vertikalwinkeln bei 8 cm Differenz zwischen
der Hin- und Riickmessung, Differenzwinkel fiir die Visur vom Tal hinauf

- 18° und zuriick + 50°°,
Beispiel 5: Operat St-197/1964, Visur Kiibler - Hochkar,

Horizontale Seite von rund 2430 m Lange, aus zwei Dreiecken, Differenz
12 mm zwischen den beiden Berechnungen, um 109 (!) mm kleiner als aus Re=
duktion der Schrigstrecke, Hohemunterschied von rund 1250 m bei einer Visur=
neigung von rund 30‘c'325c um 480 mm (i) gréBer als aus gegenseitigen Vertikal=
winkeln, Differenzwinkel fiir die Visur vom Tal hinauf = 119cc und zuriick
+ 134°°. Zy diesem Beispiel ist zu bemerken, da8 die Dreiecksseiten von
Kiibler nach Fachwerk und Petrus nicht direkt gemessen werden konntem, und
ebenso wie auch die zugehorigen Richtungen aus Polygonziigen abgeleitet
wurden, Es zeigt sich hier sehr deutlichy daB unter allen Umsténden zu
trachten ist, die Talstrecken direkt messen zu kdnnen und ebenso auch die
zugehdrigen Richtungen und sie nicht aus einer Anzshl von Polygonpun.kten
ableiten zu miissen, wodurch auch eine gréBeren Unsicherheit in die Richtungs=
messung kommt, die im Gegensatz zu der im Abschnitt 643 erhobenen Forderung
steht,




- 50 =

Die Beispiele 1 bis 5 zeigen die gleiche Systematik, es sind die
genshert ellipsoidischen Hohemunterschiede aus Gleichung (6.1) groBer als
die aus gegenseitigen Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten geniherten ge=
oidischen Hohenunterschiede, Setzt man in die Gleichung (5,1) den Mittel=
wert der HShemunterschiede aus Hin- und Riickmessung von der Cperatsberech=
nung ein, kommt man bis auf die Beobachtungsfehler und die durch die Re=
fraktionsanomalien verursachben Differenzen zu den beobachteten und auf
die HShenbezugspunkte der Streckenmessung reduzierten Vertikalwinkeln, Man
erhdlt also statt der Differenzwinkel & gewissermaBen die Verbesserungen v,
Dies zeigt nun andererseits, daB8 die Differenzwinkel & tatsidchlich weit=
gehend durch die 1‘ota‘nwe:‘.chu;ngen verursacht sind, allerdings mit der Eim=
schrinkung, daB sich hier voll und ganz die Unsicherheit der nach Gleichung
(6.1) berechneten Hohenunterschiede auswirkt, besonders bei den Beispielen
2 und 5,

Die in den finf Beispielen angemerkten Differenzen zwischen den beiden
Arten von Hohenunterschieden kdnnte man grob gesprochen als die Differenz
(Nk - Ni) ansprechen, allerdings verfdlscht durch verschiedene Vernachlis=
sigungen, in der Hauptsache bedingt durch die nicht beriicksichtigten Refrak=
tionsanomalien bei den Hohenunterschieden aus Vertikalwinkelmessungen und
durch die nicht beziiglich der Lotabweichungen korrigierten Richtungen bei
den aus Dreiecksaufldsungen ermittelten horizontalen Strecken fiir die HShen=

unterschiedsberechnung nach Gleichung (6;1).

Man kann nun bei dem Hohendreieck DOBRATSCH aus [19] auch eine Analogie
zu diesen fimf Beispielen feststellen, Wahrend bei den hier angefilhrten Bei=
spielen keine Lotabweichungsmessungen zur Verfiigung standen, konnten beim
Hohendreieck Dobratsch astronomisch ermittelte Lotabweichungen verwendet
werden, Bei den Hohenunterschieden zwischen den Punkten 27 und 119 bzw, 27
und 21 haben die gemessenen Lotabweichungen vom Berg ins Tal wie in den
Beispielen dieses Abschnittes einen etwas gréBeren positiven Wert, Die Vi=
suren vom Tal hinauf haben beim HShendreieck Dobratsch jedoch nur geringe
Lotabweichungen von wechselndem Vorzeichén. I_nsgesamt ist aber bei beiden
Fidllen gleichfalls der ellipsoidische Héhenunterschied grdBer als der geo=

idische, also die gleiche Erscheinung wie bei den Beispielen 1 bis 5,

Etwas anders ist allerdings die Situation bei dem Héhenunterschied
zwischen den Punkten 21 und 119 des Hhendreiecks Dobratsch bei einem etwas
geringeren Hohenunterschied von rund 105 m, Dort haben die beobachteten
Lotabweichungen von relativ geringer GrdBe das umgekehrte Vorzeichen wie
die Differenzwinkel in den Beispielen dieses Ahschnittes, Es ist dort
daher auch der ellipsoidische Hohenunterschied kleiner als der geoidische,

Die Differenz (Nk - Ni) hat somit auch das umgekehrte Vorzeichen im Ver=

gleich zu den anderen Fillen,
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Die Punkte 21 und 119 aus dem HShendreieck Dobratsch kSnnen jedoch
gleichermaBen als Talpunkte angesprochen werden, wodurch sich der Unter=

schied gegeniliber den librigen Beispielen erklaren laBt,

Damit zeigt sich bei den angefiihrten Beispielen die einheitliche
Erscheinung, daB bei groferen Hohenunterschieden zwischen Tal~ und Berg=
punkten der ellipsoidische HShenunterschied gréBer ist als der geoidische
Hohenunterschied, Dies hat zur Folge, daB in diesen Fzllen die mittels
der ellipsoidischen HShenunterschiede richtig reduzierten Schrigstrecken
kiirzer sind als jene, die unter Vernachldssigung der Lotabweichungen mit

Vertikalwinkelmessungen horizontiert wurden,

-Die Visuren vom Berg ins Tal haben in diesen Fillen positive Lotab=
weichungen, die Visuren vom Tal hinauf im allgemeinen negative Lotabwei=
chungen oder nur ganz geringe positive l‘otza,bweichungen. Unter Talpunkten

konnen die Verhidltnisse differieren,
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PUNKTBESTIMMUNG AUS DREI GEMESSENEN SCHRAGSTRECKFN

Sind bei der in Abbildung 6,1 dargestellten Situation die Koordinaten

2und P3

gegeben, besteht die Mdglichkeit, unabhingig von Refraktion und Lotabweichung

3,0(1)

die Koordinaten X und Yo und die ellipsoidische Hohe EO des Punktes PO zu

x; und v sowie die ellipsoidischen HShen Ei der Talpunkte Pl, P
allein mit den drei gemessenen Schrigstrecken sl,O(M)’ s2,0(M) und s

ermitteln,

Man geht hiefiir von der Gleichung (6.1) aus, die auf die dreil gemessenen

Schrigstrecken angewendet wirds

_ s JL,0(E) + (= 2 2 2 Y1,0(E)

By= By = =53 (1) S22 = {S1,0m) ~ S1,0(2)° °°% T2
_ . Y2,0(E) + =2 2 2 Y2,0(g)

By= By = = 85 o(2)° S1I2 "7 = |S2,0m) ~ 52,0(2)° °°S 2
. V3. 0(E) + ¢|=2 2 2 ¥3,0(E)

Eo- E3 = - s3,0(3). sin > - SB,O(M) - 33,0(3), cos >

eeees (741)

Dies sind nach einer Umformung drei Bestimmungsgleichungen fiir die
drei Unbekannten X5 ¥ und Eo. Sind die drei gegebenen Punkte Pl’ P2 und
P3 Talpunkte und ist der gesuchte Punkt Po ein Bergpunkt, sind die positi=
ven Vorzeichen der Wurzeln in den Gleichungen (7.,1) zu verwenden, im umge=

kehrten Fall die negativen Vorzeichen,

Diese Methode der Punktbestimmung darf aus den im Abschnitt 6 darge=
legten Genauigkeitsgriinden nur dann angewendet werden, wenn die gemessenen
Schrigstrecken wenigstens X208 Neigung gegen die Horizontale aufweisen,
Eine wesentliche Voraussetzung ist auBerdem auch noch, daB8 von den drei ge=
19 P2 und P3
nur Gebrauchshthen oder geoidische Hohen vorhanden, darf diese Methode der
Punktbestimmung nicht angewendet werden,

gebenen Punkten P die ellipsoidischen H6hen beksnnt sind, Sind

Versucht man, nach Einfihren der unbekannten Koordinaten X, und Yo das
Gleichungssystem (7,1) direkt aufl8sen zu wollen, kommt man zu auBerordent=
lich komplizierten und umfangreichen Ausdriicken h6herer Ordnung, Fiir eine
eventuelle praktische Anwendung dieser Methode, so weit sie wegen der hiefir
notwendigen Voraussetzungen in dieser Form iiberhaupt praktisch anwendbar ist,
erscheint es daher als vorteilhafter, sich vorher auf irgend einem Wege Ni=
und E. zu verschaffen und an=

0’ Yo 0
schlieBend mit Hilfe einer Ausgleichung die endgiiltigen Werte dieser Unbe=

herungswerte fiir die drei Unbekannten x

kannten zu bestimmen,
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Liegen auch Vertikalwinkelmessungen vor, kann man die gemessenen
Schrigstrecken vorliufig reduzieren und weiters z, B, durch einen Bogen=
schnitt Ndherungskoordinaten filir den Neupunkt ableiten, FErsetzt man in
Gleichung (2,1€) E, durch E;, kenn eine der horizontalen Strecken s, 1,%(1)
errechnet werden, Setzt man diese in die zugehdrige Gleichung (7.1) ein,
erhdlt man einen Ndherungswert fiir EO‘ Es kann aber z, B, auch mit der

Gleichung (5,1) ein Nzherungswert fiir E, ermittelt werden,

Sind auBer den Streckenmessungen keine zusZitzlichen Richtungs- und
Vertikalwinkelmessungen vorhanden, kann man grobe Niherungswerte fir die
drei Unbekannten auch einer Karte entnehmen, Durch eine iterative Anwen=
dung des Ausgleichungsverfahrens erhdlt man bessere Ndherungswerte bzw,

letztlich die endgililtigen Werte fiir die gesuchten Unbekannten,

Im allgemeinen wird eine Uberbestimmung vorliegen, Sind nun z, B, zu
dem gesuchten Punkt vier Schrigstrecken gemessen worden, hat man noch eine
weitere Moglichkeit fiir die Ermittlung von Nzherungswerten, Dazu geht man
von Gleichung (4.9) aus, die nach einer Umformung auf die gemessenen Schrig=

strecken angewendet wirdg

-2 2 2 - 2 2 |
®1,0 * ®1,0(8)) * “"1,0 ®5,0 = %5,0(5,) * 85

-2

5220 % %,005) * 4%,0 500 % 1,005, * 25,0

ile
fe

ceces (742)

Ho

Setzt man als weitere Nzherung Si,k(k) = si,k(FM) s, werden die Glei=
chungen (7,2) genzhert zu

E1?0 2 (30 - yl)2 + (xg - "1)2 + (B - E1)2

ngo = (3 - yé)z + (xp - x2)2 + (8, - E2)2 . .

- ° 5 » cooes (7.3)
850% (0 = 73)" + (xg = x3)" + (§; - )

5,002 g = 7% + (xg = x)% + (8, - E))°

Subtrahiert man nun je zwei Gleichungen voneinander, erhiZlt man ein
System von drei linearen Gleichungen fiir die drei Unbekannten Xy Jg u.nd‘Eo,
da die quadratischen Glieder der Unbekannten wegfallen:

zaxoo (xl-xZ) + zoyoo (3‘1-7'2) + 2-E00(E1'E2)

+

(81 o082, o) - (yl'yé) -
(5-x5) - (E-55) =

-2 =2 2 2
(32’0-33’0) - (YZ'Y3) =

+

2.xo. (xz-x})‘ + 2.)’0. (yz-ys) + zano (Ez-%)

(x%-x%) - (E%-E%) =0
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-2 =2 2 2
zaxoo (XB-XA_) + zoyon(ys- 4) + 20E00(E3-E4) + (33,0-54’0) - (yB_y4) =
2 2 2
NEENET N
00000 (7‘4)

Durch Auflésung des linearen Gleichungssystems (7.4) lassen sich
gleichfalls Niherungswerte fiir die drei Unbekannten X5 Yo und EO ermitteln,
Auf diese Methode der Erniedrigung des Grades eines Gleichungssystems durch
Einbeziehung einer zusitzlich gemessenen GroSe hat KILLIAN z, B, in seinem
Artikel "Uber das Riickwidrtseinschneiden im Rauww" im Heft 4 des 43, Jahrg.
(1955) der 0ZfV, auf Seite 103 hingewiesen, Es wird hierbei allerdings
vorausgesetzt, daB8 die Messungen, hier die gemessenen Schrégstrecken, feh=
lerfrei sind, Dies ist hier zwar nicht der Fall, was aber ohne Bedeutung
ist, da einerseits nur Niherungswerte berechnet werden sollen und anderer=
seits etliche Nzherungen in diesem Berechnungsgang enthalten sind, deren

Gr6Benordnung iber die Streckenfehler hinausgehen kamn,

Die fiir die nachfolgende Ausgleichung notwendigen Fehlergleichungen
wnd Gewichte sind dem Abschnitt 16 zu entnehmen,
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REFRAKTION

Allgemeines

Bei der Berechnung der HShenunterschiede aus Vertikalwinkelmessungen
zeigte sich, daB der HARTL'sche Wert fiir den Refraktionskoeffizienten in
verschiedenen Operaten den tatsichlichen Gegebenheiten nicht entspricht,
So muBte z, B, bei der Triangulierung von GroB-Wien (Triangulierungsope=
rat N-120/1948-1953) dezj Refraktionskoeffizient k = O gesetzt werden,

Im Flachland bringt bei meist bodennahen Visuren die Unsicherheit in
der GroBe des tatsdchlich wirksamen Refraktionskoeffizienten sehr groS8e
Widerspriiche zwischen den Hohenunterschieden aus Hin- und Riickmessung mit
sich, DaB die Mittel aus Hin- und Riickmessung die Refraktionsfehler nicht
vollsténdig beseitigen kdnnen, zeigt sich in den vielfach auftretenden
groBen Widerspriichen bei der Berechnung der EinzelhShen und somit an den
in solchen Gebieten verbleibenden groBen Verbesserungen, Beispiele fiir sol=
che Gebiete sind in Osterreich das Marchfeld, der burgenlindische Seewinkel,
die Welser Heide oder die Rheinebene, um nur einige heraus zu greifen, wo
in der Hauptsache nur bodennahe Visuren auftreten mit einem Bodenabstand
von nur wenigen Metern, Die hier auftretenden Fehler haben einen sehr un=

regelmiBigen Charakter,

In anderen Gebieten treten hingegen einseitig wirkende systematische
Fehler auf, So zeigen 2z, B, bei Vertikalwinkelmessungen im Bergland die
positiven Hohenunterschiede vom Talboden auf die Berghthen vielfach einen
groBeren Zahlenwert als die negativen Hohenunterschiede, wéhrend es ansons=
ten im allgemeinen umgekehrt ist und die negativen Hthenunterschiede den’
groBeren Zahlenwert haben, Diese systematischen Fehler sind aber so gro8,
daB auf die mit HShenwinkeln reduzierten Strecken Auswirkungen bis in den
Dezimeterbereich mdglich sind, sichtbar in den Differenzen der horizontalen
Strecken, abgeleitet aus den Vertikalwinkelmessungen von Hin- und Riickmes=
sung, Allerdings sind diese Differenzen nicht von der Refralktion allein ver=
ursacht, ein nicht unbetrédchtlicher Teil wird durch die Nichtberticksichti=

gung der Lotabweichungen verursacht,

Wairen beim Vorhandensein von gegenseitigen Vertikalwinkelmessungen
die wirksamen Refraktionskoeffizienten und als Folge davon die Refraktions=
winkel 6i,k an beiden Visurenden gleich groB8, dann wire die tatsdchliche
GréBe des Refraktionskoeffizienten bedeutungslos, da bei der Bildung des
Mittels aus Hin- und Riickmessung die Auswirkung der Refraktion herausfiele,
Von dieser >Voraussetzung wird auch vielfach bei der Berechnung der Edhen=
unterschiede ausgegangen, Die praktische Erfahrung zeigt aber, daB im all=

gemeinen Fall die Refraktionskoeffizienten an den beiden Visurendpunkten
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nicht gleich groB8 sind, auch nicht bei vollstindig gleichzeitiger Messung
der gegenseitigen Vertikalwinkel, Vor allem damn nicht, wenn zwischen den
Endpunkten einer Visur ein grdBerer HShenunterschied 'besi;eht oder eine
starke Verschiedenheit in der Bode.n'bedecicung auftritt, Besonders grof wird
der Unterschied in den Refraktionskoeffizienten an beiden Visurendpunkten
dann sein, wenn auf dem einen Ende die Visur ein lingeres Stiick sehr boden=
nah ist und auf dem anderen Ende knapp neben dem Standpunkt ein Steilabfall
ist., Durch die gleichzeitige Messung der Vertikalwinkel konnen zwar die
groBriumigen Verinderungen der Refraktion beseitigt werden, aber nicht die
an sich immer mehr oder weniger groBen Unterschiede zwischen den einzelnen
‘St&ndpu.nkten. So hat unter anderen auch WUNDERLIN in [73] darauf hingewie=

R

sen, daB trotz gleichzeitiger Messung der Vertikalwinkel groBe “efraktions=

unterschiede auftraten,

Man muB also streng genommen grundsidtzlich davon ausgehen, daB8 fiir jede
einzelne Vertikalwinkelmessung ein eigener Refraktionskoeffizient wirksam
ist und daB8 daher im allgemeinen der Mittelwert des HShenunterschiedes aus

Hin- und Riickmessung einen restlichen Refraktionsfehler enthilt,

Voll und ganz gehen natiirlich die Auswirkungen von Refraktionsunter=
schieden in nur einseitig vorliegende HShenunterschiede ein, die damn auch
vielfach in der HShenberechnung groB8e Widerspriiche verursachen und daher

oft ausgeschieden werden,

Relativ klein sind im allgemeinen die Refraktionsanomalien im Hochge=
birge bei Vertikalwinkelmessungen von Gipfel zu Gipfel, wo die Visuren meist
einen groB8en Bodenabstand haben, Dort ist meist auch die Unsicherheit o, des
Refraktionskoeffizienten sehr klein, Beim Ubergang vom Talboden auf die Gip=
felflur sind die Unterschiede zwischen den Refraktionskoeffizienten an den
beiden Visurenden bereits groBer. Wegen des vielfach auch etwas geringeren

Refra.kti ons=

Bodenabstandes der Visur ist hier auch die Unsicherheit o, der
koeffizienten groBer, Am stirksten sind aber die Refraktionsunsicherheiten
bei bodennahen Visuren wirksam, also im Talboden und im Flachland, BAHNERT
weist z, B, in [1] und [2] darauf hin, daB bei bodemnshen Visuren der Re=

fraktionskoeffizient zwischen den "erten +2,0 uwnd =2,0 pendeln und auch

noch groBer werden kann,

Eine Ermittlung der tatsichlich wirksamen Refraktionskoeffizienten
zum Zeitpunkt der jeweiligen Vertikalwinkelmessung aus den entlang der ein=
zelnen Visuren erhobenen meteorologischen Daten unter Beriicksichtigung der
Temperaturgradienten oder wenigstens aus den an den Visurendpunkten erhobe=
nen Daten in Verbindung mit den Temperaturgradienten kann im Rahmen von

wissenschaftlichen Untersuchungen oder in AusnahmefZllen in einem begrenzten

Apbeitsgebiet vorgenommen werden, Fiir einen normalen Feldarbeitsablauf
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ist ein solches Vorgehen aus wirtschaftlichen Griinden praktisch nicht
durchfihrbar, Durch eine solche umfangreiche und komplizierte Datener=
hebung und ihre rechnerische Auswertung kann zwar eine sich iiber einen
groBeren Zeitraum ergebende Veridnderung der meteorologischen Verhiltnisse
erfaBt werden, aber nicht eine kurzfristig auftretende Schwankung in der
Refraktion, die zum Zeitpunkt der Messung tatsichlich wirksam ist, WUNDER=
LIN hat in [73] auch darauf hingewiesen, daB trotz der aufwendigen Daten=
erhebung und einer komplizierten rechnerischen Auswertung keine Glattung
der auf einem Standpunkt iiber einen grdBeren Zeitraum verteilt gemessenen
Vertikalwinkel mdglich war, Offensichtlich waren hier solche kurzzeitig
wirksame Schwankungen in der Hefraktion wirksam, In [73] wird auch gezeigt,
daB .trotz gleichzeitiger Messung der Vertikalwinkel relativ groBe Unter=
schiede in den Refraktionskoeffizienten zwischen Hin- und Riickmessung auf=
treten und da8 auch groBe Unterschiede zwischen mehreren auf einem Stand=
punkt nach verschiedenen Zielen wirksamepRefraktionskoeffizienten sind, bei

einer als nahezu gleichzeitig zu bezeichnenden Messung,

Es kann also auch durch Sondenaufstiege und sonstige mehr oder weniger
unfangreiche Erhebungen der atmosphirischen Verhdltnisse nicht immer der
tatsidchliche, richtige Refraktionswinkel zum Zeitpunkt der Vertikalwinkel=
messung abgeleitet werden, sondern nur ein mehr oder weniger guter Ndherungs=
wert, der kurzfristig wirksame BAnderungen der atmosphirischen Verhiltnisse
nicht beriicksichvigen kann, wie sie aber vor allem bei bodennahen Visuren
besonders stark wirksam werden konnen, z, B, durch eine pldtzliche Unter=

brechung der Sonneneinstrahlung durch Voriiberziehen einer grdBeren Wolke,

Der Idealfall wdre, den zum Zeitpunkt der Vertika.lwinkelmessu.ng wirk=
samen Refraktionswinkel 6i,k direkt fur jede einzelne Visur messen zu kdnnen,
Darauf zielen auch jene Versuche ab, die die Dispersion des Lichfes dazu ver=
wenden wollen, der “efraktion durch direkte Messung beikommen zu kdnnen, Die
einzige sichere Met}iode, die tatsdchliche Refraktion zum Zeitpunkt der Mes=
sung erhalten zu kdonnen, besteht darin, sie direkt zu messen, Alle iibrigen

Methoden konnen nur mehr oder weniger gute Ndherungswerte ergeben,

Die fiir eine direkte Messung der Refraktion notwendigen Instrumente’
sind derzeit erst im Versuchsstadium und stehen daher fiir dem allgemeinen
Gebrauch noch nicht zur Verfiigung, Es bleibt daher fiir den normalen Feld=
arbeitsbetrieb nur die Mdglichkeit, zu versuchen, aus den gemessenen Verti=
kalwinkeln oder aus den daraus abgeleiteten Hohenunterschieden durch einen
rechnerischen Ausgleichungsvorgang der Jeweiligen Situation angepaBte Re=
fraktionskoeffizienten zu ermitteln, Eine Schwierigkeit kamnn hierbei jedoch
nicht ganz iiberwunden werden, daB8 n&mlich in Gleichung (2,27) der Refrak=

tionswinkel 6:‘\ X und der Lotabweichungsanteil € sk additiv miteinander ver=
9
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bunden sind und nicht so ohne weiteres von einander getremnt werden konnen,

Ein Festpuﬁktfeld wird im allgemeinen nach den fir ¢ie Lageberechnung
der Neupunkte glinstigen Gesichtspunkten angelegt, abhingig von den jeweili=
gen gelindemiBig bedingten Gégebenheiten, ohne Riicksicht darauf, daB fiir
eine glinstige HChenbestimmung andere Gesichtspunkte gelten kénnten, Es hat
auch im allgemeinen die Lagebestimmung eindeutigen Vorrang vor der Hohenbe=
stimmung, die mehr oder weniger als Nebenprodukt anfzllt, So gibt es auch
viele Festpunktbestimmingen, wie bei der Mehrzshl der EP-Netze, wo iiberhaupt
keine Hohenbestimming durchgefiihrt wird, '

Fiir die rechnerische Bestimmung der Lotabweichungskomponenten im Rahmen
einer Ausgleichung ist es wichtig, daB die einzelnen Visuren ungefihr gleich
lang und gut iiber den Kreis verteilt sind, Diese Forderung kommt den Grund=
sitzen der Lagebestimmung sehr nahe und wird daher vielfach erf\:illt sein
konnen, wenn nicht gerade eine polygonometrische Punktbestimmmng durchge=
fibhrt wird, Im Gegensatz dazu wire es aber fiir eine relativ sichere Ermitt=
lung eines mittleren Refraktionskoeffizienten notwendig, da8 die Zielweiten
fiir die einzelnen Visuren stark unterschiedlich sind, eine Forderung, die
nur selien erfiillt sein wird, Man mu8 daher damit rechnen, da8 eine rechne=

rische T

rennung des Einflusses von Refraktion und Lotabweichung im Rahmen
einer Ausgleichung nur sehr bedingt méglich ist, wie das Beispiel Rauris ja
auch in der Praxis bestatigt, Es wird also in der Praxis so lange, bis die
im normalen Feldarbeitsbetrieb mdgliche Messung der Refraktionseinflisse
gegeben ist, fir jene Punkte, fiir die keine gemessenen ‘\‘otabweichungskompw
nenten vorlieéen, die aus einem Ausgleichungsverfahren érmittelte Auswirkung
von Refraktion und Lo‘l;a'bweichung nur bedingt trennbar sein, Fiir die Berech=
nung von ellipsoidisechen Hohenunterschieden ist dies zwar weniger von Be=
deutung, da hierbei beide Einfliisse beriicksichtigt werden, Hingegen wird
bei der nzZherungsweisen Berechnung der geoidischen HShenunterschiede nur
der Kefraktionseinflus beriicksichtigt, wodurch sich in diesem Fall noch

Restfehler bemerkbar machen konnen,

Man kann jedoch zum Teil bereits bei der Feldarbeit die Konsequenzen
aus diesen Gegebenheiten ziehen, Einerseits erscheint es als notwendig, fiur
eine relativ gréBere Anzahl von Punkten aus einer astronomischen Ortsbe=
stimmang die I‘o1;abweichungskomponen1:en abzuleiten, was mit den hente gege=
bengn Méglichkeiten vergleichsweise leichter durchfiihrbar ist, Diese Lot=
abweichungskomponenten haben nicht nur eine Auswirkung auf die HShenberech=
nung, sondern beim Vorliegen einer gréBeren Anzahl von Steilvisuren ist auch
ein nicht zu unterschitzender EinfluB auf die Lageberechnung vorhanden, wie
gleichfalls das Beispiel Rauris zeigt, Zusdtzlich kann man vielfach die
Punktentfernungen verringern und auf diese Weise den EinfluB8 der Refraktions=

unsicherheiten wesentlich herabsetzen, der bekamntlich mit dem Quadrat der
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Ent%‘ernung zu- und auch abnimmt, Es ist z, B, im Flachland bei bodennahen
Visuren unrealistischy, wenn man glaubt, daB man z, B, bei einer Punktent=
fernung von 3 km aus einer Vertikalwinkelmessung noch verldBliche, trigono=
metrisch bestimmte HShen ableiten kann, Dies machen die in Tabelle T ausge=
wiesenen mittleren Fehler von aus Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten Ho=

henunterschieden deutlich,

Es ist von Fall zu Fall genau zu iiberlegen, wie weit man bei einer
rechnerischen Ermittlung der Refraktion die Anndherung erreichen kann, Dem
entsprechend ist damnn auch die Art der Berechnung durchzufiihren, Es gibt
verschiedene Ausgleichungsmdglichkeiten fiir besser angeniherte Refraktions=
koeffizienten:

1) Der Refraktionskoeffizient wird aus entsprechend reduzierten gegenseitigen
Vert{kalwinkeln allein oder gemeinsam mit der Lotabweichung bestimmt,

B) Der Refraktionskoeffizient wird aus gegenseitigen H6henunterschieden
allein oder gemeinsam mit der Lotabweichung abgeleitet,

C) Der Refraktionskoeffizient wird allein oder gemeinsam mit der Lotabwei=
chung im Rabmen der Ausgleichung der Hohen ermittelt, die Fehlergleichun=
gen konnen auf die Vertikalwinkel oder auf die HShenunterschiede bezogen
sein,

D) Es wird eine gemeinsame Ausgleichung von Richtungs-, Strecken- und Verti=
kalwinkelmessungen vorgenommen, in deren Rahmen auch die Refraktionsko=

effizienten und die Lotabweichungen berechnet werden,

Fir jede der hier angefiilhrten Moglichkeiten gibt es eine Reihe von
Untergruppen, die davon abhingen, welche Gruppen von Beobachtungen bei der
Bestimmung der Refraktionskoeffizienten zusammengefa8t werden, Der Ideal=
fall, fiir jede einzelne Vertikalwinkelmessung einen Refraktionskoeffizienten
zu ermitteln, was an sich notwendig wére, ist praktisch nicht méglich, da
hierbei die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten grdBer ware als die An=
zahl der verfiligbaren Beobachtungen, Fir die daher notwendige Zusammenfassung
gibt es in der Hauptsache drei Untergruppen:

g.) Es wird fiir alle Vertikalwinkelmessungen eines Arbeitsgebietes ein ein=
heitlicher Refraktionskoeffizient errechnet,

b) Verschiedenen Gruppen von Visuren wird jeweils ein Refraktionskoeffizient
zugeordnet, z, B, im Bergland allen Visuren im Talboden, allen Visuren
vom Talboden auf die Gipfelflur, allen Visuren von der Gipfelflur zum
Talboden und allen Visuren in der Gipfelflur, In anderen Gebieten sind
auch Einteilungen nach anderen Gesichtspunkten mdglich,

c) Fiir jeden Standpunkt der Vertikalwirkelmessung wird fiir die zum ungefzhr
gleichen Zeitpunkt gemessenen Vertikalwinkel ein eigener Refraktionsko=

effizient bestimmt,
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8,2 Die drtliche Refraktion nach MALY

MALY hat in [52] im Rahmen der Ausgleichung der MeereshShen fir jeden

Standpunkt der Vertikalwinkelmessung einen Refraktionskoeffizienten ermit=
. telt, Bei dieser Berechnungsmethode wird jeder einzelne HShenunterschied

mit einer Fehlergleichung in den Berechnungsgang eingefiihrt, es werden nicht
die Mittelwerte aus der Hin- und Riickmessung verwendet, Im Gegensatz dazu
werden bei der in der wria.ngulierungsa’bteilung verwendeten Berechnungsmethode
nur die Mittelwerte der HShenunterschiede aus Hin- und Riickmessung als voll
giltige Berechnungsgrundlage gewertet, Blo8 einseitig vorhandene Hohenunter=
schiede werden immer mit groSem MiB8trauen verwendet und miissen auch oft aus

der Berechnung der Meereshdhen ausgeschaltet werden,

Die von MALY angewandte Methode birgt allerdings gewisse Gefahren in
sich, Bei etwas instabilen HShennetzen kann es geschehen, da8 die aus der
Ausgleichung resultierenden Hohendnderungen und die Refraktionsanomalien
sich so gegeneinander verschieben, daB zwar die verbleibenden Verbesserungen
in ihrer Quadratsumme ein Minimum ergeben, daB aber die Htheninderungen und
die Hefraktionsanomalien unverhiltnismiB8ig hohe Werte annehmen kénnen, die
unter Umstidnden sogar als unrealistisch bezeichnet werden miissen, AuBerdem
hat MALY mit seiner Ausgleichung allein Refraktionsinderungen berechnet,
die gleichfalls vorhandenen Lotabweichungseinfliisse hat er ignoriert, Man
konnte also mit den so erhaltenen Ergebnissen vielleicht genZherte ellipso=
idische Hohen erhalten, da ja sowohl die Refraktions~ und auch die Lotab=
weichungseinfliisse in den Refraktionsinderungen enthalten sind, Man diirfte
aber nicht daraus geoidische Hohen ableiten wollen, da man hierbei fir die

Nzherungsmethode die Lotabweichungseinfliisse nicht einbeziehen darf,

Im Flachland tritt im allgemeinen der EinfluB8 der Lotabweichungen
gegeniiber der Unsicherheit der Refraktion weit zuriick, Da kdnnte man die
Vernachlassigung der 'L'otabweichung und die alleinige Ermittlung der Refrak=
tionsinderungen im Rai:men einer solchen Ausgleichung als relativ gerecht=
fertigt betrachten,

Hingegen ist im Bergland vielfach ein wenigstens gleich groB8er, wenn nicht
sogar ein gréBerer EinfluB der Lotabweichung zu erwarten, Da mu8 man mit
einer Verfalschung der E.7:ge'bniss_s»a rechnen, wenn man den CesamteinfluB in die
Refraktion verlegt, da sich die Kefraktion nach etwas anderen GesetzmiBig=
keiten auswirkt als die Lotabweichung, AuBerdem hat man im Bergla.ﬁd Visuren
von stark unterschiedlicher Visu:meigung,A die Zielpunkte befinden sich in
oft sehr unterschiedlichen HShenlagen, In diesen F&dllen kann man nicht davon

ausgehen, daB all diese Visuren den gleichen Rei‘:l:'ak‘t::i.onskoeffizien'i;en haben,

Es darf also die von MALY in [52] aufgezeigte Berechnungsmethode nicht

auf alle Falle angewendet werden,
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HRADILEK hat z. B, in [25] und [27] gleichfalls fiir jeden einzelnen
Standpunkt einen Refraktionskoeffizienten ermittelt, allerdings unter gleich=
zeitiger Bestimmung der Lotabweichungen, Aber auch hier kann man nicht in
allen Fdllen mit voller Berechtigung annehmen, da8 allen Visuren eines

Standpunktes der gleiche Refraktionskoeffizient zugeordnet werden darf,

Geometrische Zusammenhinge

Angestrebt wird die Berechnung des Refraktionswinkels 0, Der Re=

k.
fraktionskoeffizient ki ist eine HilfsgroBe, die die Berechnu.ng des Refrak=

tionswinkels 6. erleichtert,
1’k

-Die Formeln fiir die geometrische Ermittlung des Refraktionswinkels éi X
9
konnen unterschiedlich abgeleitet werden, Dem entsprechend ist auch der

Refraktionskoeffizient verschieden zu definieren,

Eine MOglichkeit der Ableitung besteht darin, daB auf das Dreieck
-M(R)-P in der Abb, 2,1 der Sinussatz angewendet wird:

Ei,k(M) ¢ M ¢

s:.n(éi,k + 6k,i) cos ék, cos 61,1{

ceees (8.1)

Daraus erhilt man

S. s.
sin(, .+ &, .) —-—1‘-1-5-(@; cosé __1,_@. cos 6ik veeee (8.2)
9

ik’ ki’ T Ri(R) RK(R

Nun wird der Refraktionskoeffizient k. eingefihrt als Verhdltnis des
Erdkrimmungsradius R. i(E) zum Krummungsradlus der durch die Refraktion ge=
kriimmten Lichtkurve, wobei die im allgemeinen nicht zutreffende Voraussetzu.ng

angenommen wird, der Kriimmungsradius der Lichtkurve wire mit dem Abstand Ri (R)

bzw, Rk(R) identisch:
R. .
ki = EllEl ;.o.; (803)
i(R)

Wegen der Kleinheit der Refraktionswinkel kann in Gleichung (8,2) der
Kosinus der Refraktionswinkel gleich 1 und der Sinus gleich dem Bogen ge=‘
setzt werden, Beriicksichtigt man Gleichung (8,3), erhilt man

s vs S Siaan M- S

i,k k,i l(E) Rk(E)

ceees (8.4)

Liegen keine gemessenen Schrigstrecken vor, kann S. ) fir die Ver=

i,k(M
wendung in Gleichung (8,4) statt aus Gleichung (4.4) mit hlnrelchender Ge=

nauigkeit angenzhert werden durch
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S.
- i,k -
Si,k(M) 2 = B cecss (8.5) und weiters durch
s

“iuk(B) erees (8.6)

Si,k() T sin Zg
9

o

" Damit wird Gleichung (8.4) zu
_hak® M Sk "
ik Tked Ri(E) sin zi,k B’k(E) sin zk,i

Dies kann man auch in folgender Form schreiben:

: » N 9
85 1t O,1 = Ya,i(E) * Sin 2 -~ Vi,k(E) * sin 2
9 9 9 i,k 9 k,i

eoese (84T)

coses (848)

‘Aus den Gleichungen (8.4), (8,7) und (8.8) kann man folgende

Gleichungen ableiten:

5. 45 . = —iak(D) 2. (gt k) veeee (849)

ik ki Rg) °

. k.
_M,% P S S eeses (8.10)

R -
(B) ok k,
k e
-1 i '
= VixE) 2 (sin z; , Sin z i) ceees (8.11)
’ ’

Bei dieser Definition kann man die beiden Refraktionswinkel & 1,k und
Aék,i von Hin- und Riickvisur unter alleiniger Verwendung der geometrischen
Gré8en nicht tremnen, AuBerdem wird hier auch noch vorausgesetzt, daB8 die
Lichtkurve bei der Hinmessung identisch ist mit der Lichtkurve bei der
Riickmessung, was im allgemeinen Fall gleichfalls nicht zutreffen muB, In
einer Reihe von Geodisielehrbiichern hilft man sich nun so, daB man als
Lichtkurve einen Kreis annimmt, Unter dieser im allgemeinen falschen Vor=

aussetzung kann man setzen:

d.

igk * ‘51;,'1 eoees (8,12)

Filhrt man dies in die Gleichungen (8.4), (8.7) und (8,8) ein, erhilt man

'S,
2 i, k(M
6i,k - -Z—:i-._Ll ° ki eecoe (8013)
1(E)
s k
. i,k(E) i (8.14)
2’Ri(E) sin z ,k
Vi, x(E) kg .
2 ) ° Sin Z . eecee (8015)
ik
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Gedanklich logischer ist die folgende Ableitung,
k  bel der nicht solche im allgemeinen nicht zutreffende
Annahmen getroffen werden missen. Man ersetzt die
,’\D/< ° Lichtkurve im Punkt Pi und die im allgemeinen nicht
identische Lichtkurve bei der Riiciamessung im Punkt Pk
jeweils durch ein Xreisbogenstiick in der Art, daB die
M(R) Tangenten an diese Kreisbogen mit den Tangenten an
die Refraktionswinkel 6i,k und 6k,i identisch sind,
Es gibt nun unendlich viele Kreise, die solche iden=

tische Tangenten haben, Als zweckmdBig erscheint es,

jene auszuwdhlen, deren Mittelpunkte in der Strecken=

Abb, 8.1 \\

M. symmetrale der Verbindungssehne Si,k(M) von Pi und Pk
(dk) liegen, also jene mit den Mittelpunkten M(é ) und M(é )e
1 k

Definiert man nun den Refraktionskoeffizienten l-ci so, daB im Nenner von
Gleichung (8,3) statt der Abstinde Ri(R) bzw, Rk(R) die davon abweichenden
Abstinde PiM(éi) bzw, PkM(Gk) stehen, also

- R.[ )

k. == L E [XXEYY (805 a)

i ==

PN

i (6i)

dann erhilt man fiir den Refraktionswinkel éi "
9

s' ! 2 -
b5,k = 2lnkM o Ky ceees (8.13 a)
’ *"i(E)
also rein formal dieselbe Gleichung wie (8,13), allerdings ist hierbei ky £ k,,
wie man der Abb, 8,1 leicht entnehmen kann,

Bei dieser Definition ist es nicht notwendig, eine Voraussetzung iiber die
Form der lichtkurve zu machen, da sie ja nur im Beobachtungsstandpunkt durch
einen kurzen Kreisbogen ersetzt wird, AuBerdem sind Hin- und Riickmessung von

einander unabhingig,

AuBer diesem rein geometrisch definierten Refraktions—koeffizienten gibt
es noch einen physikalisch ableitbaren Refraktionskoeffizienten, der den tat=
sichlichen Xriimmingsradius der Lichtkurve im Beobachtungsstandpunkt in dem
durch Gleichung (8,3) definierten Verhiltnis enthilt, Dieser Krimmungsradius
ist jedoch nicht umbedingt identisch mit den rein geometrisch definierten
Abstianden Ri(R) oder }:ﬁ(éi)o

Es darf aber auch nicht iibersehen werden, da8 der durch Gleichung (8,3)
definierte Refraktionskoeffizient ein anderer Wert ist, als er dann schlieB=
lich durch Einfiihren der Niherung (8,12) erhalten wird, Es liegen somit also
drei geometrisch definierte und ein physikalisch definierter Refraktionsko=

effizient vor, die unterschiedliche GrdBen haben konnen,
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Physikalische Bestimmungsmethoden

Es gibt hier im wesentlichen zwei Gruppen von Formeln, Die eine Gruppe
stellt den Zusammenhang zwischen dem Refraktionskoeffizienten und dem Bre=
chungsindex aus physikalischen Daten her, eine zweite Gruppe von Formeln

versucht, aus physikalischen Daten den Refraktionswinkel selbst abzuleiten.

Aus den im Unterabschnitt 8,3 dargelegten Griinden erscheint es als
glinstiger, bei der Auswertung physikalischer Daten die zweite Formelgruppe
zu verwenden, die eine direkte Berechnung der Refraktionswinkel éi ermog=

licht..

sk

Wie bereits im Unterabschnitt 8,1 festgestellt wurde, ist fiir den nor=
malen Feldarbeitsdienst im allgemeinen ein Erheben der notwendigen meteoro=
logischen Daten in dem AusmaB, wie sie fiir eine einigermaBen gesicherte phy=
sikalische Ableitung der Refraktionswinkel notwendig wiren, aus wirtschaft=
lichen Griinden praktisch nicht durchfithrbar, Dies kann nur fur einzelne
wissenschaftliche Untersuchungen oder fiir begrenzte Sonderaufgaben vorge=
nommen werden, Fiir solche Fidlle ist dann die jeweils gilinstigste Methode

auszuwdhlen,

MORITZ gibt ze B, in [57] eine Formel fiir die direkte Ermittlung des
Refraktionswinkels an, ebenso auch WUNDERLIN in [73]. Diese Formeln verlan=
gen eine Integration iiber die gesamte Visurlé‘nge und setzen die Kenntnis
der atmosphirischen Verhiltnisse entlang der Visur vom Standpunkt bis zum
Zielpunkt voraus, Zufolge der Art der Erhebu.ng der hiefiir notwendigen Daten
ist es allerdings nicht sicher, daB man tatsichlich die im Augenblick der
Vertikalwinkelmessung herrschenden VerhZltnisse erfassen kann und nicht nur

die sich iiber einen lingeren Zeitraum hinweg ergebenden Verinderungen,

Direkte Ermittlung der Refraktionswinkel

Das Problem der Refra.]%/tion kann man bei der Vertikalwinkelmessung
voraussichtlich erst dann echt 16sen, wenn die derzeit laufenden Versuche,
2, B, mit Hilfe der Dispersion des Lichtes den jeweiligen Refraktionswinkel
direkt aus einer Messung ableiten zu kdmnen, in praktisch verwendbaren lMeB=
instrumenten ihren Niederschlag finden, Dann erst konnen mit einer direkten
Messung die zum Zeitpunkt der Vertikalwinkelmessung tatsZchlich herrschenden
atmosphirischen Verhiltnisse erfaBt werden und man erhilt nicht nur mehr
oder ®weniger gute Nzherungswerte, Die Erreichung dieses Zieles wiare somit

grundsitzlich mit aller Kraft anzustreben,

Fiir eine rechnerische Ermittlung der Refraktionswinkel 6i " kann man

9
z, B, von Gleichung (2,28) ausgehen, Sind die Lotabweichungsanteile € x
9

bekannt, erhZlt man die Summe der Refraktionswinkel 6i ¥ 61{ ; aus
b 9
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_ - I's - s o
Si e ¥ 0,s = T = {3y + B ) ¥ Y i(m) 7 ey T Ey,q) eesee (8.16)

Tir die Anwendung dieser Gleichung miissen die Vertikalwinkel der Hin-
und Riickmessung sich auf dieselben Stand- und Zielpunkte beziehen und auf
dieselven Hdhenbezugspunkte reduziert sein, Allerdings ist auch hier eine

Trennung der beiden Refralktionswinkel von Hin- und Riickmessung nicht mdglich,




- 65 -

‘LOTABW EICHUNGEY

Allgzemeines

Die Tangente an die Lotlinie im Geldndepunkt P schlieB8t mit der
Ellipsoidnormalen durch den Punkt P den Winkel ‘L ein und hat gegeniiber
der Ellipsoidnormalen das Agzimut .—;1. In den Richt ungen der geographischen
Koordinaten sind dann nach [31], Band V, die Ji‘o‘l;a‘tmeichungskomponen‘ben ge=

geben durch

fi = q,‘li . cos A, ceves (9.1 a)
iZi = LQi . sin A, veees (9.1 1)
Andererseits sind die Lotabweichungskomponenten definiert durch

{i = (¢! - o) - ceees (9.2 2)
.= (M =2 . cos g ciees (9.2 1)

Hierin sind 9?5 unad 7x die geoditischen Xcordinaten und 39 und 71 die

astronomischen Loordmaten,

Bine Zenitdistanz von P nach P hat das Azimut o X ihr entspricht

ein wirksamer Lotab\,elchungsmtell € von

i,k
Ei,kz fi o COS ai,k + ’zi e S1Nn ai,k 0eece (9.3)

Wie die Lotabweichungen der Ssterreichischen Triangulierungspunkte
1, brdnung und wie auch das Beispiel Rauris zeigen, mu8 in Osterreich mit
dem Auftreten von Lotabweichungenbis. 50°° und mehr gerechnet werden, Es
ist daher nicht tragbar, die Auswirkung dieser Lotabweichungen bei der Aus=
wertung der Vertikalwinkelmessungen, bei der Reuuktlon elektronischer Schrig=
strecken und auch bei der Richtungsmessung wie bisher allgemein zu vernrach=

léassigen,

Frither war es eine relativ langwierige Aufgzbe, fiir einen Fes*c,pumkt aus
astronomischen Messungen die geograpnischen Koordinaten zu ermitteln, it den
heute zur Verfiigung stehenden Instramenten und feBmsthoden ist es in verkilt=
nism#Big kiirgerer Zeit mdglich, eine astronomische Orts®estimrmung mit der
Genauigkeit zu erhalten, wie sie fiir die Auswertung der Vertikalwinkelmes=
sungen ausreichend ist, etwa z Scc. Bel ginstigen Witterungsverhdltnissen
kann in einer Hacht fir einige leicht erreichbare Fes‘l:pv.n}:’ce eine solche
astronomische Ortsbestimmung durchgefihrt werden, }ian sollte daher trachten,
vor allem im Berglarnd fir eizne gréfere Anzahl von Festpunkien eine solche
astronomische Ortsbestimmng durchzufihren, Im Flachland wird es wegen der
im allgemeinen geringeren Visurneigungen geniigen, die Lotabweichungen in
einein weitmaschigen Bereich zu bestimmen, Hingegen ist im Eergland eine

sehr engmaschige Bestimmung notwendig, Hizdurch blzidhi eine Lotabwachungs_:
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interpolation oder die nur sehr bedingt mdgliche rechnerische Trennung von
Refraktion und Lotabweichung im Rahmen einer Ausgleichung auf nur wenige

Punk te beschr'a'.nl_{t, was natiirlich eine Genauigkeitssteigerung zur Folge hat,

Da die Berechnungen im Osterreichischen Festpunktfeld nicht auf dem
I‘Iiveausph‘al:coid, sondern auf dem in einer bestimmten Lage fixierten BESSEL-
Ellipsoid durchgefithrt werden, erhilt man nur relative Lotabweichungen,

abhingig von der Lage des Ellipsoides gegeniiber dem Geoid,

Gegenseitige Lage zwischen Geoid und Fllipsoid in Osterreich

Die 6sterreichischen Gebrauchskoordinaten beruhen im Prinzip auf dem

ehemaligen Gradmessungsnetz der Osterr,-ungar. L

onarchie, das fir die Zwecke
der Landesvermessung brauchbar gemacht worden ist; Fur dieses Netz ist der
Hermannskogel Triangulierungshauptpunkt, Die astronomisch bestimmten geo=
graphischen Positionen wurden ohne Beriicksichtigung einer Lotabweichung fir
das Ellipsoid iibernommen, Die Orientierung des Netzes erfolgte mit dem ..astr0=

nomisch ermittelten Azimut Hermannskogel - Hundsheimer Kogel,

Fir die sog., Zweite Ausgleichung des Osterreichischen Netzes 1, Ordnung
wurden die geoddtischen Koordinaten des Punktes Hermannskogel unverindert

vom Gebrauchsnetz iibernommen, Es war dies eine rein geometrische Ausgleichung,

Im AnschluB8 daran wurden von der Abteilung "Erdmessung” des Bundesamtes
fiir Eich- und Vermessungswesen als Vorbereitung fiir die Dritte Ausgleichung
des Osterreichischen Netzes 1, Ordnﬁng, in welche simtliche astronomischen
Beohachtungen, die modernen Grundlinienmessungen und die zur besseren MaB=
stabssicherung gemessenen Geodimeterseiten einbezogen wez"den, fiir alle Punkte
1, Ordnung die Lotabweichungen ermittelt, Beim Punkt Hermannskogel tritt
hierbei wegen der Verwendung neuerer astronomischer Beobachtungen ‘auch eine ’

geringfiigige Lotabweichung auf,

Durch eine Ubertragung der Ergebnisse der Dritten Ausgleichung auf das
BESSEL-Ellipsoid erhielte man eine m‘;.ttlere Lage desselben gegeniiber dem
Geoid, wodurch sich einerseits eine Verdrehung und andererseits eine Kippung
gegeniiber der Lage des BESSEL-Ellipsoides vom Gebrauchsnetz im Punkt Her= ~

mannskogel ergeben kénnte,

Um eine Abschdtzung dariiber anstellen zu kénnen, in welcher Griéfen=
ordnung sich eine solche Kippung des Ellipsoides auf die ellipsoidischen
Hohen auswirken wiirdey, wird im Punkt Hermannskogel ein dn = 10" 2 30°c
angenommen, ein Betrag, der ohne weitereé' im Bereich des Mdglichen liegt
(so wurden z, B, vom Institut fiir Hohere Geodisie der Technischen Univer=
sitdt Wien im Rahmen von Lotabweichungsmessungen im Raum von Wien fiir den

Hermannskogel vorliufige Werte mit 350 =+ 0,5" wnd pp_ =+ 7,6" ermittelt),
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Durch diese angenommene Ellipsoidkippung ergeben sich in den ellip=

soidischen H6hen, bezogen auf die beiden Ellipsoidlagen, rund folgende

Differenzen:
Graz: 3 m Salzburg: 12 m
Linz: T m Innsbrucks: 17T m
Klagenfurt: 9 m Bregenz: 23 m

Der von der TU, Wien ermittelte Wert von Ny = 746" wiirde in Bregenz

fast 18 m Hohendifferenz bewirken,

Zu dieser Differenz in den ellipsoidischen HShen als Folge der ge=
kippten Lage des Ellipsoides vom Gebrauchsnetz kommt noch der HShenunter=
schied zwischen dem Ellipsoid und dem Geoid in den einzelnen Punkten als
Folge der MassenunregelmiBigkeiten, Bei einer mittleren Lage des Ellipsoides
gegeniiber dem Geoid kSnnen diese‘ Hohenunterschiede zwischen dem Geoid und

dem Ellipsoid sowohl positives als auch negatives Vorzeichen haben,

Der im Unterabschnitt 2,3 aufgezeigte Fehler bei der Reduktion der
Strecke.n\ auf Meeresniveau statt richtig auf das Ellipsoid wird somit bei
Ellipsoidkippung umso gréBer, je weiter man vom Triangulierungshauptpunkt
weg ist, Es ist daher zu erwarten, daB dieser Fehler im Westen Osterreichs

am groBten ist, Die tatsdchliche GroBe dieses Fehlers ist derzeit unbekannt,

Die durch die Zweite Ausgleichung des Gsterreichischen Netzes 1, Ord=
nung sichtbar gewordenen Koordinatenspannungen gegeniiber dem Gebrauchsnetz
sind fiir die Ermittlung der Lotabweichungen hier belanglos, da sie unter=
halb der Genauwigkeit liegen, mit der die astronomische Ortsbestimmung fir
die Zwecke der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen bendtigt wird, Einer
knderung der geographischen Position um O,lcc entspricht eine Lageznderung
von rund 1 m, Es wiirde daher der geforderten Genauigkeit der astronomischen
Ortsbestimmng von scc eine Lageunsicherheit von rund 50 m entsprechen,
Durch die Koordinateminderungen im Netz der Zweiten Ausgleichung gegeniiber
dem Gebrauchsnetz erhilt man in den geoddtisch abgeleiteten geographischen
Positionen Anderungen bis zu rund O,4cc, ‘also Wei'te, die weit unter der

bendtigten Genauigkeit liegen und hier daher bedeutungslos sind,

Bestimmung der Lotabweichungen

Die Lotabweichungen erhZlt man in erster Linie durch Ermittlung der
Lotabweichungskomponenten fund N aus den Differenzen zwischen den astro=
nomisch abgeleiteten und den geoddtisch errechneten geographischen Positi=
onen, siehe Gleichungen (9,1) und (9,2),

Praktisch wird es kaum mdglich sein, fiir alle Festpunkte die Lotab=

weichungen astronomisch ermitteln zu kSnnen, Man muB daher Methoden anwenden,
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Aurch welche in ein Netz von Punkten mit astronomisch ermittelten Lotab=
weichungen, den Gelidndeverhiltnissen entsprechend dicht gewzhlt, fir die
restlichen Festpunkte die Lotabweichungen durch Interpolation bestimmt
werden kdnrnen, Eine ldglichkeit hiefiir besteht darin, die aus astronomi=
schen llessungen abgeleiteten Lotabweichungen durch Anbringen der Lotkriim=
mung auf das Geoid zu reduzieren, auf dem Geoid fiir die restlichen Punkte
die gesuchten Lotabweichungen zu interpolieren und schlieBlich die inter=
polierten Lotabweichunge.n durch Anbringen der Lotkrimmung in die Niveau=
fldachen durch die Beobachtungsstandpunkte zu reduzieren. Durch die Ver=
wendung von entsprechend reduzierten Gravimetermessungen kamn diese Inter=

polation verbessert werden,

Wegen der Langwierigkeit der Berechnung der Lotkriimmungen wird man in
einzelnen Fillen die unbekannten Lotabweichungskomponenten in einem Aus=
gleichungsverfahren gemeinsam mit den Refraktionsinderungen bestimmen,
wege—:»n der nur bedingt mdglichen Tremnung der Einfliisse von Lotabweichung
und Refraktion kamn eine solche Art der Lotabweichungsinterpolation blo8
als eine mehr oder weniger gute Nzherung betrachtet werden, vor allem dann,
wenn wie z, B, bei einer polygonometrischen Punktbestimmung eine viel zu

geringe Anzahl von iiberschiissigen Beobachtungen vorliegt,

Die Lotkriimmung

Als Folge der MassenunregelmiBigkeiten und auch wegen der Abplattung
sind benachbarte Niveauflichen zueinander nicht parallel und haben daher
an verschiedenen Stellen verschieden groBe AbstZnde voneinander, Aus diesem
Grund schlieBt die Tangente an die Flachennormale auf die Niveaufliche im
Beobachtungsstandpunkt mit der Tangente an die Flachennormale auf das Geoid
im entsprechenden Geoidpunkt den Winkel €' ein, durch den die Lotkriimmung

verifiziert wird,

Die GréBenordnung der Lotkriimmung darf vor allem im Bergland nicht
unterschitzt werden. So wurden z, B, in der Schweiz auf Punkten 1. Ordnung
Lotkrimmungen bis zu 9" =2 27cc festgestellt., Es wird vermutet, daB noch .
groBere Betrdge auftreten kénnen: Im Gotthardmeridian hat sich gezeigt, da8
die Lotkriimmungen auf die Geoidhdhen einen EinfluB8 bis zu rund 40 cm er=
reichen kdnnen (siehe [13 a], S, 172). Zufolge eines Zhnlichen Landschafts=
charakters wie in der Schweiz muB somit auch im gebirgigen Teil von Oster=
reich mit Lotkrlimmungen von &dhnlicher GréBenordnung gerechnet werden und

es wurden auch bis etwa 15"2 45cc groBe Lotkrimmungen festgestellt,

Bei der Berechnung von ellipsoidischen Hohen wird der im Beobachtungs=

standpunkt gemessene Vertikalwinkel mit Hilfe der im Beobachtungsstandpunkt

ermittelten oder dorthin reduzierten interpolierten Lotabweichung auf das
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Ellipsoid reduziert, Hier ist das Geoid nicht beteiligt, es ist daher auch

keine Lotkrimmung anzubringen,

Leitet man entsprechend dem Unterabschnitt 10,7 aus gegenseitigen
Vertikalwinkelmessungen genzherte geoidische Hohenunterschiede ab, kann
man auf die Ermittlung der Lotkrimmung verzichten, Geht man jedoch bei der
Berechnung der geoidischen Hohenunterschiede von den vorher berechneten
ellipsoidischen Hohenunterschieden aus, dann miissen die Lotkriimmungen und
die Abstédnde Ni zwischen Geoid und Ellipsoid in den Visurendpunkten be=

riicksichtigt werden,

Es bestehen nun zwei Mdglichkeiten, den EinfluB der Lotkrimmungen zu
beriicksichtigen, Entweder werden die gemessenen Vertikalwinkel in analoger
Weise wie hinsichtlich der Lotabweichungen verbessert oder es werden die

errechneten Hohenunterschiede wie beim Priazisionsnivellement reduziert,

Bei der ersten Methode wird fiir jeden einzelnen Standpunkt der Winkel
zwischen der Tangente an die Flidchennormale auf die Niveaufliche im Beob=
achtungsstandpunkt und der Tangente an die Flichennormale auf das Geoid im
korrespondierenden Geoidpunkt ermittelt, Dieser Winkel €' kann wie die Lot=
abweichung in zwei Komponen'l:en zerlegt werden, Fir jede einzelne Visur ist
dann nach Gleichung‘ (9.,3) der zugehdrige Lotkriimmngsanteil zu berechnen und
an den gemessenen Vertikalwinkel anzubringen, Auf diese sehr aufwendige Art
der Beriicksichtigung der Lotkrimmung wird z, B, in [73] hingewiesen, in [36]
ist ein Beispiel fiir die Berechnung der Lotkrimmng angefiihrt, Als Ergebnis
erhdlt man auf das Geoid reduzierte Vertikalwinkel, Bei dieser direkten Be=
rechnung der Lotkriimmung sind die topographischen Verhiltnisse der niheren
und weiteren Umgebung des Beobachtungsstandpunktes zu beriicksichtigen, Fiur
diese sehrumfangreiche Berechnung kinnte sich eine Erleichterung in solchen
Fillen ergeben, wo ein digitales Gelindemodell die Verwendung eines Compu=

terprogrammes ermdglichen wiirde,

Die zweite Art der Beriicksichtigung der Lotkrimmung ist praktisch
identisch mit der orthometrischen Korrektur des geometrischen Nivellements,
worauf bereits HELMERT hingewiesen hat, Diese Methode ist z, B, im § 29
des 5, Bandes von [32] enthalten, ebenso auch in [36].

Abgesehen von der Beriicksichtigung der L

otkriimmungen bei der Berech=
nung von geoidischen Hdhen kann es auch, wie-bereits im Unterabschnitt 9,3
erwihnt, fir die Interpolation von Lotabweichungen notwendig sein, fiir die

einzelnen Festpunkte die Lotkriimmung zu ermitteln,
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GEOIDISCHE HOHENUNTERSCMIEDE

Allremeines

Die Jib’henformeln aus den Abschnitten 5 und 6 ergeben die HShenunter=
schiede auf dem Ellipsoid, Unter Verwendung der Gleichung (3,7) kinnen
daraus geoidische HShenunterschiede abgeleitet werden, Zuséa'.’czl:i.ch miissen
noch die Auswirkungen der Lotkrimmung beriicksichtigt werden, AuBerdem mu8
man die im allgemeinen unbekannten Abstinde Ni des Geoids wvom Bezugsellip=

sold kennen,

Man kann auch direkte H6henformeln fiir das Geoid erstellen, In all
diesen Formeln sind entweder einzelne Glieder unbekannt oder nur sehr um=
st&ndlich zu berechnen, Es wird daher versucht, schlieBlich fiir die prak=

tische Anwendung brauchbare Niherungen zu erhalten,

Vertikalwinkelmessungen, gemessene Schrigstrecken

Pk in Abb, 2,1 den Sinussatz an,
erhilt man nach einigen Umformungen die zu Gleichung (5,1) korrespondierende

Wendet man auf das Dreieck P.-M,, \-
i)

Gleichung:
s, Ys
_ i.k(M ' i.k(XM)
2 T e cos(zy ot 65 = =) = By~ Byany) + [Ty (mn)~ Zic(mn) )
co
2

eesos (10,1)

Die Auswertung dieser Formel fiir den geoidischen Hohenunterschied
st68t allerdings auf Schwierigkeiten, Die Differenz [Rk(N)- Ri(Ng] ist im
der Ab=

stdnde des Geoids vom Ellipsoid nzherungsweise ersetzt werden [siehe Glei=

allgemeinen unbekannt, sie kann zwar durch die Differenz (Nk- Ni

chung (10.10)], die jedoch gleichfalls im allgemeinen unbekamnt ist, Der

Zentriwinkel 7. ist gleichfalls nicht bekannt, er kann aber aus Glei=

i,k()
chung (2,30) abgeleitet werden, wenn die Lotabweichungen & ¥ und € 4

) ? 9
gegeben sind, Der aus Gleichung (10,1) resultierende Hohenunterschied ist

zusdtzlich noch bezliglich der Lotkriimzung zu verbessern,

Die verwendeten Vertikalwinkel miissen auf die Hohenbezugspunkte der
elektronischen Streckenmessung reduziert sein, daher sind in der Formel

(10,1) auch die Instrument- und Zielhthen der Streckenmessung enthalten,

Man kann nun andererseits auch von Gleichung (3.‘7) ausgehen und den

um die Lotloriimmung verbesserten Hdhemunterschied nach (5,1) einsetzen:

_ S0 o Ji,x(E). ) )
AGi’k— Ve ox(a)” cos(zi’k+6i,k+€i’k+si’k- ) = (W Ni) + [Ii(EM) Zk(EM)]
CcoOSs 5

eeees (10,2)
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Wegen der Kleinheit der Korrekturwinkel kann man den Kosinus ent=

wickeln und Gleichung (10,2) genzhert auch so darstellen:

el _Yi!l‘@.)_) -

A6 1F S5 () ©°% Zi,k Sijicu)e SR %5, ke (6; Cixt G0 T 2
- (-1 + (T3 gy - Bemg) eeess (10.3)
1lo,3 Vertikalwinkelmessungen, horizontale Strecken aus Koordinaten

Wollte man eine zu Gleichung (5,2) analoge Formel fiir geoidische
Hohenunterschiede unter Verwendung von horizontalen Strecken ableiten,
miiBte man die aus Koordinaten exrmittelte horizontale Strecke erst auf das

Geoid reduzieren, woraus sich zusidtzliche Schwierigkeiten ergeben,

Man kann jedoch auch hier wieder von der Gleichung (3,7) ausgehen,
in die der beziiglich der Lotlrimmng verbesserte Hohenunterschied nach

Gleichung (5,2) eingesetzt wird:

%1, ()
885 = Y
, )
cos —Lak(E)

2

. cot(z. k+61 X +e! K _1’5@')') (N -N. )+[I 3 (Th) ™ k(Th)]

veess (10,4)

Auch hier kann man eine Nzherung ableiten, indem man die Kotangente

nach Taylor entwickelts

S.

l’k(EM) Y5, 1 (E

- ! - -
! k(EM). oot i ok szzi Xk (6i’k+ £i9k+ eiyk 2 )

- (0 = W)+ [Ty = ) eeees (10.5)

10,4 Vertikalwinkelmessungen, Schrigstrecken aus Koordinaten

Wie im Unterabschnitt 10,7 gezeigt wird, ergeben sich bei der Berech=
nung geoidischer Hohemunterschiede aus horizontalen Strecken gewisse Schwie=
rigkeiten, Es erscheint daher als zweckmzBig, auch dann, wenn keine gemes=
senen Schrigstrecken vorliegen, fiir die Berechnung geoidischer HShenunter=
schiede die auf Schrigstrecken beruhenden Fc;rmeln zu verwenden, Hiefir
miissen aus den Koordinaten und den ellipsoidischen H6hen der Visurendpunkte
erst die zu der Vertikalwinkelniessung zugehdrigen Schrigstrecken berechnet

werden,

Als Nzherungswert konnte man hiefiir das Ergebnis aus Gleichung (2,25)
verwenden, Finen genaueren Wert erhilt man jedoch, wenn man aus dem Dreieck

Pi" k(i )-P in der Abb, 2,1 die Schrigstrecke s nach dem Kosinussatz

b,k
errechnet:
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- _ )2 . 2 . Vi x(E
Si’k(KI,z> 5% x(1)* (Ek+ Ly~ E;- Ii) + 2, Si,k(i)'(Ek+ A Ii).sul ——5—<—)
ceees (10,6)

Hierin ist s. x(3 die horizontale Strecke in der Hdhe des Punktes P.:
i,k(1) i

2 E.+ I,
®1,k(1)” V(yk' 7% (g %) . (- 2—3’;&5 + =) ceeee (10.7)

Bei lzngeren Strecken kann man das Reduktionsglied beziiglich der Pro=

jektionsverzerrung noch verfeinern:

y2 Y2+Y ¥ +y2
— M2 » l1- 91 g 2
2,R 6 R

In Gleichung (10.2) bzw, (10,3) ist dann die gemessene Schrigstrecke

sk g)

nach Gleichung (10,6) zu ersetzen. Dem entsprechend muB auch [Ii(EM)' Zk(EM)]

S durch die aus Koordinaten abgeleitete Schrigstrecke s,
i,k(M) i
durch [Ii(Th)- Zk(Th)] ersetzt werden,

10,5 Zusammenhang zwischen Gleichung (%5,1) und Gleichung (10,1)

Setzt man Gleichung (5,1) in Gleichung (3,7) ein, wobei die ellipso=
idische Zenitdistenz durch Gleichwng (2,27) ausgedriickt wird, kenn man die
Verbindung mit Gleichung (10;1) herstellen, wenn dort Yi,k(N) durch Glei=
chung (2,30) ersetzt wird, In beiden Gleichungen kann man die Niherung (4.8)
einfiihren, auBerdem ist noch die Lotkz’iimmung zu berilicksichtigens?

Y- .
86 = B3 e ©05(25 it O3 i €5 it €] e _1’;]2&('@) - (- N,) =

Yi k() | Ei,k"
= & 1 - 2 9
= S5, x(u)° °°S(Zi,k+ 6t By 5 5

Sk,i
dy - (B (my~ Rim)d
eeses (10.8)

Diese Gleichung kann man weiter umformen, bis sich die folgende

Nzherung ergibt:

f

€ €

ik
2

ko1 -

- i Yi,x(E)
By~ Ban)® (e Ty + 5y (e sinlzy o 85 o ST 2 )

coeee (10,9)

Das zweite Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10,9) hat bei

einer 'seitenl'einge von 10 km und einem angenommenen Wert von 2% fiir die halbe
Differenz der beiden Lotabweichungen eine GroB8enordnung von rund 3 mm und
kann daher vernachlissigt werden, Somit ist letztlich der Zusammenhang zwi=

schen den beiden Ausgangsgleichungen genihert gegeben durch
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Be) = Biq) : N =8 eseo. (10,10)

Dies ist eine Bestdtigung fiir die Ungleichung (2.12);,

10,6 Die Differenz N, = N.

L

Die GrdBen Ni stellen die Abstinde des Geoids vom Bezugsellipsoid in
Richtung der Ellipsoidnormalen durch die Gelindepunkte Pi dar (siehe Abb, 2,1),
Wie bereits im Unterabschnitt 3,1 erwsdhnt, kann die in Gleichung (3,2) fir
die HShen abgeleitete Naherung mit noch groBerer Berechtigung auch fiir die
l_&bsté.nde Ni Ubernommen werden, so daB sie praktisch identisch sind mit den

Erhebungen des Geoids tber dem Ellipsoid.

Die Erhebungen N des Geoids tiber dem Ellipsoid konnen durch ein astro=
nomisches oder ein astronomlsch-grav:.metrlsches Nivellement ermlttelt werden,
man erhdlt sie aber auch als Differenz zwischen den zugeordneten ellipsoi=

dischen und geoidischen Hchen,

Da in Osterreich nur ein Gebrauchshdhensystem vorliegt und keine ellip=
soidischen und echt geoidischen Hdhen vorliegen, konnte bisher die Differenz
Nk - Ni nicht berticksichtigt werden, WUNDERLIN hat nun z, B, in [73] fir den
Bereich der Heerbrugger Basis ellipsoidische und geoidische HShen ausgewie=
sen und daraus die Geoiderhebungen Ni abgeleitet, Fir die in diesem Netz ge=
messenen Zenitdistanzen mit Visurweiten von rund 5 km bis etwa 17 km haben
die "fifferenzen (Nk - Ni) Werte zwischen 0,00 m und 0,64 m, Die auf einem
Standpunkt gemessenen Zenitdistanzen weisen groB8e Unterschiede in den zuge=
hérigen (Nk - Ni)-Werten auf, WONDERLIN weist in [73] auch darauf hin, da8
zwischen den Punkten "Basis Nord" und "Hoher Freschen" auf eine Entfernung

von rund 14 km das Geoid um fast einen Meter ansteigt.

Aus der Tabelle in [73] mit der Zusammenstellung der verschiedenen
Hohen ersieht man, daB die konventionell berechneten HShen vergleichsweise
eine gute Ubereinstimming mit den geoidischen Hhen zeigen, was man als
Bestitigung fiir die im Unterabschnitt 10,7 vorgeschla.gene Nzherungsmethode

werten kann,

Wie schon im Unterabschnitt 9,4 erwdhnt wurde, kann bei einer ge=
niherten Ermittlung der geoidischen HShenunterschiede nach Unterabschnitt
10,7 auf die Bestimmung der Differenz (Nk - Ni) verzichtet werden, Nur
dann ist die Berechnung dieser Differenz notwendig, wenn man ausgehend
von ellipsoidischen HShenunterschieden die geoidischen Héhenunterschiede
ableiten will,
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10,7 GenZherte geoidische HOhenunterschiede aus gegenseitigen Vertikal=
winkelmessungen
10,71 Yerwendung von Schrigstrecken

Auf dem Wege zu einer Nzherungsmethode fiir die Berechnung geoidischer
Hohenunterschiede wird vorerst die Differenz zwischen einem nach konventio=
neller Art berechneten HShenunterschied AHi X und einem geoidischen HGhen=

?

unterschied AG. untersucht,
ik

Fir diesen Vergleich wird der geoidische Hohenunterschied nach Glei=
chung (10.2) verwendet und zwar in der durch Gleichung (10,3) gegebenen

N'alh_erung.

Bei der Berechnung des konventionellen Hoheununterschiedes geht man

von Gleichung (5,1) aus, in der statt der ellipsoidischen Zenitdistanz (i X
b

die um einen genzherten Refraktionswinkel 6]!_ X verbesserte gemessene Ze=
’ .

nitdistanz z. verwendet wird, Wenn man dies analog zu Gleichung (10,2)

ik
1y
entwickelt, erhZlt man mit ausreichender Nzherung

IL‘IS'CE’)') + (Ig= 2y)

cesss (10,11)

AH:"L,kz S; (e °% Zi’k- S. () sin z, ke (6

Die Differenz zwischen dem geoidischen H6hemunterschied AGi X und
9

dem konventionellen HShenunterschied AH! betrdgt dann

i,k

AG, - AH! (6; xt

- s s ] - -
5,0 BB 7 S e SR i ke +e ) - M- 1) ..., (10.12)

i,k
Hierin stellt 6':{ X den noch verbliebenen restlichen Refraktionswinkel
) i .
dar:

8= 0%t & eeves (10,13)

Refraktlonselni‘luB und EinfluB von Lotabweichung und Lotkrimmung

werden nun getrennt:

AG, = AH! .= - B.

] - 2 ] -
1,k O0,K 5 S 25 e 0% 0 Si k@) SR ke (Ei,k+ Ei,k)

- (Nk - Ni) 0000 (10014;)
Nun wird ein Zusammenhang zwischen der Summe €; 1t E‘ K von Lotab=
’ 1,
weichung und Lotkrimmung und der Differenz (Nk- Ni) hergestellt, Dazu wird
in Abb, 10,1 die Ellipsoidsehne s! k(E)
1,
( Q) auf dem Geoid parallel verschoben, Man erh#lt dann den Winkel E X
1,

zwischen der Parallelen zur Ellipsoidsehne und der Geo:.dsehne. Er setzt

bis zum korrespondierenden Puwnkt

sich zusammen aus dem Lotabweichungs- md Lotknimmingsanteil im Punkt Pi’
1
' - 1 .
Ei,k+ ei,k’ vermehrt um den halben Zentriwinkel 7 , Yi,k(E) (zwischen der
Tangente an das Ellipsoid und der Ellipsoidseh.ne), vermindert um den Winkel

DE, zwischen der Tangente an das Geoid und der Geoidsehne:

i,k




Y-
- _ " i.k(E) _
G = C T et T 2g; eeees (10.15)
/ Wegen der Kleinhe:it des Winkels
// Ei X und des relativ geringen Betrages
’

der Differenz (Nk- Ni) , im allgemeinen

im Bereich einiger Dezimeter, kann man
k€c) in Abb, 10,1 den Winkel zwischen den
a0 . _ .

Seiten si,k und (Nk Ni) gendhert als
rechten Winkel betrachten, Damit ist in

ausreichender Nzherung

B[EJ\ % ) //Pk(E) (Nk - Ni) 28y . Ei,k veess (10,16)
\ / Hier ist noch Gleichung (10,15) einzu=
\\ // fihren, Der Fehler, der sich daraus ergibt,
\ / welche horizontale Strecke man fir die Glei=
\\ &ME‘/ chung (10,16) nimmt, s! 1,x(E)? s! x(6)? Si k(FM)
Abb, 10,1 /' oder die in der Abb, 10,1 eingezeichnete Dreiecksseite
\ 5 ,k? ist in der Auswirkung auf die Differenz (N - N, )

b Mr;)kleln von zweiter Ordnung und kann daher vernach=

lissigt werden.

Unbekannt ist hierbei nur der Winkel &',k zwischen der Tangente an
das Geoid im Punkt P. 1(¢) und der Geoidsehne s! i,%(6)" An sich miiBte es mdg=
lich sein, in zhnlicher Art und Weise, wie dies MORITZ in [56] und [57]
fir die Lichtkurve im Zusammenhang mit der Berechnung des Refraktionswinkels
gemacht hat, auch fiir die Schnittkurve des Geoids, wie sie in Abb, 10,1
dargestellt ist, eine Differentialgleichung aufzustellen, Der Winkel Aei,k

kdonnte dann durch eine Integration iiber den gesamten Weg von P, nach

i(e)
k(G) errechnet werden, Fiir die Riickvisur von Pk nach P. miBte dann durch
eine neuerliche Integration iiber den Weg von Pk( @) nach P. (G) der im allge=

meinen von Asl X als verschieden anzunehmende Winkel Ask i berechnet werden,
’ 9

Fir die praktische Durchfihrung der Vertikalwinkelmessung im Rahmen
eines normalen Feldarbeitsbetriebes ist jedoch aus wirtschaftlichen Griinden
die als Voraussetzung fiir eine solche Integration notwendige Datenerhebung
entlang des Visurweges nicht durchfiihrbar, weshalb hier auch die dafiir

notwendige Ableitung nicht durchgefihrt wird,

Un fir die Differenz (Nk- Ni) einen positiven Wert erhalten zu k&nnen,
muB die Lotabweichung Ei,k entsprechend der Definition, wie sie nach Glei=
chung (2,27) eingefithrt wurde, einen negativen Wert haben, Die Folge davon
ist, daB das zweite und dritte Glied auf der rechten Seite von Gleichung

(10,14) sich teilweise gegenseitig aufheben, wenn man Gleichung (10,16)
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unter Beriicksichtigung von Gleichung (10,15) einfiihrt, Hisrbei muB aber

noch genihert gesetzt werden:
®1,k(1) ¢ S %k T Si,k(s) eeees (10,17)
Dies verursacht, wie bereits erwdhnt, nur einen Fehler, der klein
von zweiter Ordnung ist. Man erhilt dann

Y-
AG. .= AH! .= = s. L& s, i,%(E) )
T,k Tk slyk(%a) 6151{ sl,k(EM)' 2 T Si,k(%ﬂ)' 21,k

eeees (10.18)

Beim Vorliegen von nur einseitigen Vertikalwinkelmessungen ist dies
die_Di:f‘ferenz zwischen dem geoidischen und dem konventionellen HShenunter=
schied, Hierin kanmn das Krimmungsglied noch berechnet werden, wihrend die

beiden anderen Glieder unbekannt sind,

Liegen hingegen gegenseitigeVertikalwinkelmessungen vor, kann man er=
warten, daB8 der durch Gleichung (10,18) definierte Fehler weitgehend :\Te1=
ringert wird, Der Fehler zwischen dem Mittelwert des geoldischen HShen=
unterschiedes aus Hin- und Riickmessung und dem entsprechenden Mittelwert

des konventionellen HShenunterschiedes ist dann gegeben durchs:

1 < !
700 =00 ) -5 (e -y )= -5 5 x(8,)" (8 = O%,4) +

[\ SR N Y [ ]

+ . si,k(EM)' (AEi’k- Ask,i) ;onoo (10.19)

Das in Gleichung (10,18) enthaltene Kriimmmgsglied f3llt bei der
Bildung des Mittels aus Hin- und Riickmessung heraus, Das erste Glied auf
der rechten Seite von Gleichung (10,19) beinhaltet die Differenz der ver=
bliebenen restlichen Refraktionseinfliisse auf beiden Viéurendpunkten, Das
zweite Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10,19) stellt nun den
eigentlichen Fehler der konventionellen Hohenunterschiedsberechnung gegen=
iber dem geoidischen HShenunterschied dar. Im allgemeinen vermutet man beim
Geoid eine positive Kriimmung, es wird daher der Faktor (Ae Ek .) die

tatsdchliche Differenz zwischen diesen beiden Winkeln beinhalten, wodurch

das gesamte zweite Glied als im allgemeinen sehr klein zu betrachten ist,
Nimmt man fiir diese Differenz éinen Wert von 10°¢ an, erreicht dieses Glied
bei einer Seitenlinge von 10 km eine GrdB8e von 8 mm, ein Betrag, der im
allgemeinen kleiner sein wird als das Glied, das den restlichen Refraktions=
einfluB beinhaltet,

Die Gleichung (10,19) bedeutet nun praktisch, daB bei der Hohenunter=
schiedsberechnung mit Gleichung (5.1), “also bei Verwendung von Schrig=
strecken, unter der Voraussetzung einer mdglichst guten Erfassung der Re=
fraktionseinfliisse, aber ohne Beriicksichtigung des Einflusses von Lotab=

weichung und Lotirimmung und ohne Angabe der Differenz (Nk- Ni) das Mittel
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aus dem Hohenunterschied von Hin- und Riickmessung bei gegenseitig gemes=
senen Vertikalwinkeln praktisch mit hinreichender Genauigkeit dem geoi=
dischen Héhenunterschied gleich gesetzt werden kann, Liegt keine elektro=
nisch gemessene Schrigstrecke vor, dann ist hiefiir eine aus Koordinaten
und ellipsoidischen HShen abgeleitete Schrigstrecke nach Gleichung (10,6)

zu verwenden,

BRUNNER hat in seiner Dissertation [9] aus einer anderen Ableitung
ein zhnliches Ergebnis erhalten, er leitet aber daraus zum Teil etwas
andere Schliisse ab,

10,72 Verwendung von horizontalen Strecken

Verwendet man fiir diese Untersuchung horizontale Strecken, verwendet
man fiir die Differenz zwischen dem geoidischen HShenunterschied und dem
konventionell errechneten Hohemunterschied einerseits die Gleichung (10.5),
andererseits die aus Gleichung (5.2) durch eine Entwicklung nach Taylor

abgeleitete Hohenformel:

s,
' 1’k(EM) Y5
. ! W ey i,k(E) _
AH:!L,k— Si,k(EM). cot zi,k <ins .(6i,k 2 ) + (Ii Zk) X Ex (10-20)
ik
Die Differenz zwischen den Gleichungen (10,5) und (10,20) ergibt die
zur Gleichung (10,12) korrespondierende Gleichung:
S,
19k(EM)
- = e — " 1 - -
86 = Oy I (8] 1+ &5 &1 i) = (M= Xy) ...l (20.21)
i,k
Der in Gleichung (10,21) enthaltene Faktor l/s:i.nzzi "
9

daB nur bei horizontalen Visuren der gleiche Effekt wie bei Gleichung (10,14)

hat zur Folge,

auftritt, Bei steileren Visuren wird jedoch der Fehler zwischen der geoidi=
schen und der konventionellen Hohenunterschiedsermittlung grdBer sein als
bei der Verwendung von Schrigstrecken, worauf gleichfalls BRUNNER in seiner

Dissertation [9] bereits hingewiesen hat,

Gleichung (10,21) wird nun so umgeformt, da8 Gleichung (10,16) direkt
anwendbar ist, Dazu wird auf der rechten Seite von Gleichung (10,21) das

Glied si,k(EM)‘ (ei’k+ el ,k) addiert und wiederum subtrahiert:

G. .- oH! 3x(ey) 8" 1.( )
a6, o - S g O, = | - s. (e, .+ €} -
ik i,k 's:'_nzzi . i,k sin2zi . 1,k(EM) ik i,k
H 9
Yi, x(E)
- . ° + . ° . eoceco o
k(g T 2 ®1,k(B,)* 251,k (10,22)

®1,k(Ey)
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Den wesentlichsten Unterschied zwischen den Gleichungen (10,18) und
(10,22) bildet das zweite Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10.22).

Durch Herausheben von s k(EM) kanm dieses Glied umgeformt werden:
,

35 k(EM)

2
G' = ! = -y 06'! - - ° ! -
BT F 56 %5(E) 00 SRR R
i,k
Vi, x(E)
si,k(EM).- 5 + si,k(%). DEy 3 eeses (10,23)

Beim Vorliegen gegenseitiger Vertikalwinkelmessungen erhdlt man die
zur Gleichung (10.19) korrespondierende Gleichung:
g,
1 1’k<EM)

1
)z e ) = e g T (8 O -

> .-(AGi -~ A
sin z. ,k

k- Sk,1

1 2 AY
_x ' - 1 -
2 *%1,k(g)" otz 18y ot €] W &t & )T ‘si,k(FM)'(&i,k 2Ey 3)

eoves (10,24)

Hierin wurde mit hinreichender Genauigkeit sin2zi ké sinzzk i und
5 ’

cot Z; cotzz gesetzt,

,k k,i
Das erste Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10,24) zeigt bei
starker Visurneigung bereits ein etwas anderes Ergebnis als in Gleichung
(10,19), Die wesentlichste Auswirkung hat jedoch das zweite Glied auf der
rechten Seite von Gleichung (10,24), wo der EinfluB von Lotabweichung und
Lotkrtimmung mit dem Quadrat der Ao‘cangen‘t;e der Zenitdistanz multipliziert
wird, Es wird also vor allem bei steileren Visuren ein relativ groB8er Un=
terschied zwischen dem geoidischen und dem konventionell berechneten HShen=

unterschied auftreten,

10,73 Folgerungen
Aus den beiden vorhergehenden Unterabschnitten ergeben sich fiir die

praktische Feldarbeit gewisse Folgerungen,

Die in Gleichung (10,19) enthaltenen Reduktionswinkel N ,k und Ask N
werden im allgemeinen immer kleiner werden, je kiirzer die Vlsurlangen 8. 1,k
sind, Es wird dann auch ihre Differenz sich immer mehr der Null nZhern,
Durch kiirzere Visuren wird auBerdem auch eine starke Verringerung der Re=
fraktionseinfliisse erreicht, Es ist daher nach Mdglichkeit anzustreben, im
allgemeinen fir die Berechnung von geoidischen HShenunterschieden nur die
im Triangulierungsnetz 5, Ordnung auftretenden Visuren von etwa lkm bis 2 km
Liange heranzuziehen und weitere Visuren nur dann zu verwenden, wenn keine

andere Moglichkeit vorhanden ist,
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Wie die Gleichung (10,24) zeigt, konnen Hohenunterschiedsberechnungen
unter Verwendung von horizontalen Strecken nur bei nahezu horizontalen
Visuren als genihert geoidisch betrachtet werden, Bei Steilvisuren sind

groBere Fehler gegeniiber den geoidischen Hohenunterschieden zu erwarten,

Um nun ohne Beriicksichtigung der Lotabweichungs- und Lotkriimmungs=
einfliisse und ohne Kenntnis der Differenz (Nk- Ni) gut gendherte geoidischre
Hohenunterschiede ableiten zu kdnnen, sind also einige Voraussetzungen not=
wendig, Es miissen unbedingt gegenseitig gemessene Vertikalwinkel vorliegen,
nur einseitig vorhandene Vertikalwinkelmessungen diirfen nicht verwendet
werden, Fiir die Hohenunterschiedsberechnung sind unbedingt Schrigstrecken
zu verwenden, Sind keine gemessenen Schrigstrecken da, sind aus den Koor=
dinaten und den ellipsoidischen H6hen der Visurendpunkte nach Gleichung
(10,6) die zu der Vertikalwinkelmessung zugehdrigen Schrigstrecken abzu=
leiten, Hierbei ist zu beachten, daB fiir die Hin- und fiir die Riickmessung
im allgemeinen verschieden groBe Schrigstrecken zu erwarten sind, wegen
der unterschiedlichen Instrument- und Zielhdhen, SchlieB8lich sind die ge=
messenen Vertikalwinkel mdglichst gut beziiglich der Refraktion zu korri=
gieren, Fiir eine mdglichst gute Ermittlung der Refraktionswinkel ist Jjedoch
die Kenntnis der in den Beobachtungsstandpunkten wirksamen Lotabweichungen

notwendig,
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GEOMETRISCHES NIVELLEMENT ALS SONDERFALL DES TRIGONOMETRISCHEN NIVELLEMENTS

Das geometrische Nivellement kann als Sonderfall des trigonometrischen
Nivellements betrachtet werden, fiir den die gemessene Zenitdistanz mit

z, . = 100° einzufithren ist,
ik

Es wird nun entsprechend dem Arbeitsablauf beim geometrischen Nivelle=
ment die Formel fiir die trigonometrische Hohenmessung angewendet, Vom Stand=
punkt Pi aus wurde der Rickblick P, und hernach der Vorblick P_ angezielt,

R v
Der Gesamthohenunterschied von PR nach PV ergibt sich als Differenz des Ho=
henunterschiedes von Pi nach PV weniger dem H6henunterschied von Pi nach PR‘

Bei Verwendung gemessener Schrigstrecken kann man von Gleichung (10,3) aus=
gehen, jedoch ohne Lotkrimmungsanteil, da auch beim geometrischen Nivelle=
ment die Lotkriimmng erst spidter beriicksichtigt wird,

Yi ,v(E) _
T S ) + (Ii- ZV) -
Vi ,R(E)

- Wg=N;) = 55 page ©08 23 pt 85 pryye S0 7y pe (6 gt &5 p= 50 -

D% v 55 y@u)e °°F Z3 7 Si,v(w)e 1B 2% ye (65 yrogy

- (13- 25) + (N~ T,) eeees (11,1)

Wendet man hierauf die Gleichung (10,16) an, kann man wegen der geringen
Punktentfernungen beim geometrischen Nivellement das Ellipsoid und das Geoid
durch eine praktisch mit der jeweiligen Sehne identischen Gerade ersetzen,
Bei einer Entfernung von rund 113 m weicht die in Abb, 10,1 dargestellte
Schnittkurve des Ellipsoids von der Sehne erst um 1 mm ab, Es konnen daher
der halbe Zentriwinkel und der Reduktionswinkel &i,k praktisch vernach=
lissigt werden,

Fir den Fall des geometrischen Nivellements ist auBerdem )

2, 7= %8 = 1008 ereee (11.2)

Damit erhilt nun die Gleichung (11,1) folgende Form:

Yi,R(E)

26g v (Zg= 2g) * 83 pan)e O5,r” Si,v(n)e ®1,v" Sirane T2 Y
- Y v(E) : ‘
+ si’v(M). 2 80000 (1103)

Diese vereinfachte Form gilt nur dann, wenn wie beim geometrischen
Nivellement die Bildkurven des Ellipsoids wnd des Geoids durch Gerade

ersetzt werden kdnnen,

. S 3 - - - - -
Sind dﬁ.e eiten si,V(M) und si,R(M) gleich lang, wie es beim geome=
trischen Nivellement angestrebt wird, fallen die Kriimmungsglieder heraus,

Ansonsten wird nur die Differenz dieser beiden Glieder wirksam, Bei der

fefraktion ist die Differenz der beiden Refraktionswinkel wirksam,
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Das entscheidende Glied fiir die HShenunterschiedsbestimmung ist

selbstverstidndlich die Zielhdhendifferenz (zR- Zv)- )

Die Gleichung (11,3) zeigt, daB das geometrische Nivellement nur
ein Sonderfall des trigonometrischen Nivellements ist, fir den die

Gleichung (11,2) gilt bei sehr kurzen Zielweiten,

Bei Verwendung horizontaler Strecken kann man auch von Gleichung
(10,5) ausgehen, woraus man die zu Gleichung (11,1) analoge Gleichung
erhdlts

Yi
AGH,Vz si,V(EM)‘ cot(100%+ 6i,V+ €5, v —’-‘2@)-) + (Ii- Zv) -A(Nv- Ni) -
) - (1 ) + (g )

- : 8+ + -
s.,R(EM). CO‘b(lOO 6,R Ej ,R
ocveoeoe (1]'.4)

Da cot(100%+ .., ) = - tan( ... ) ist, kann wegen Kleinheit der
durch die Punkte dargestellten Winkelkombination die Tangente durch den
Bogen ersetzt werden, So kommt man schlieBlich wiéder auf die durch die
Gleichung (11;3) ausgedriickte Bndform, Da beim geometrischen Nivellement
immer eine horizontale Visur vorliegt, erh&lt man das sél'be E.r:gebnis,
unabhéngig davon, ob man von Schrégstrecken oder von horizontalen Strecken

ausgeht,
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ERMITTLUNG VON REFRAKTION UND LOTABWEICHUNG AUS GEGENSEITIGEN

VERTIKAIWINKEIMISSUNGEN

Allgemeines

Liegen in einer Berechnungsgruppe fast ausschlieBlich gegenseitig
gemessene Vertikalwinkel vor, konnen durch eine getrennte Ausgleichung
vor der Berechnung der HShenunterschiede und vor der Ausgleichung der
Edhen die Verbesserungen der Refraktionskonstanten und die l"o’('.a‘bvreichungs=
komponenten bestimmt werden, Hiefiir miissen die gegenseitig gemessenen Ver=
tikalwinkel Jeweils dieselben Stand- und Zielpunkte haben und auBerdem fiir

die Hin~ und Riickmessung auf die selben HShenbezugspunkte reduziert sein,

Sollen in einer Berechnungsgruppe auch Lotabweichungskomponenten be=
stimmt werden, miissen wenigstens fiir zwei Punkte die Lotabweichungskompo=
nenten vorgegeben sein, Diese Punkte sollen mdglichst weit auseinander
liegen, damit man eine Lotabweichungsinterpolation erreicht. Das Ergebnis
wird umso besser sein, je mehr Punkte mit bekannter l"o‘l:a'b\rleichung in die
Ausgleichung einbezogen werden konnen, da im Rahmen einer solchen Ausglei=
chung eine echte Trennung der Refraktions- und Lotabweichungseinfliisse

nur sehr bedingt méglich ist,

Die Gleichung (2,28) wird fiir die Ermittlung der Refraktionswinkel

und der Lotabweichungsa.nteile etwas umgruppiert:

-

T+ Yi,x(E) ~ (Zi,k+ zk,i) = (éi,k+ 5k,i) + (Ei,k+ Ek,i) veses (12,1)

Die linke Seite der Gleichung (12,1) ist bekannt, Fiir die Summe der
beiden Refraktionswinkel kann eine der Gleichungen (8,9), (8.10) oder
(8,11) eingefiihrt werden, die Lotabweichungsanteile werden durch Gleichung
(9.3) ausgedriickt, Damit wird Gleichung (12,1) zu

. k. e
Yl,k(E) ’ 1 + kk ) +
2

o oz r
sin z, sin z, .
ik k,i

. ’ . ‘
+ fi" cos ai,k? 75_, sin ai,k+ fk' cos & s+ Zk’ sin @ 3 ceeee (12,2)

T+ Yi(m) - (Za,t %,1) =

Die Refraktionswinkel kénnen auch durch eine der anderen angefiihrten
Gleichungen ausgedriickt werden, Je-nach der Situation werden alle oder nur

einige der Glieder von Gleichung (12,2) verwendet,
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Einfache Berechnung durch Mittelbildung

In einzelnen Fillen mag es ausreichend sein, aus Gleichung (12,1)
unter Vernachldssigung des Lotabweichungseinflusses die Refraktionswinkel
zu berechnen und daraus fiir eine Berechnungsgruppe durch einfache Mittel=

bildung einen mittleren Refraktionskoeffizienten abzuleiten,

Fir die einzelnen gegenseitigen Vertikalwinkelmessungen erhZlt man
aus einer der Gleichungen (8.4), (8,7) oder (8,8) den zugehdrigen Refrak=
tionskoeffizientén, abhingig davon, ob gemessene Schrégstrecken oder nur .

horizontale Strecken vorliegen:

cC ccC '
(8w 8¢ 5) « Ryep

ki = CC : = ecece (1203)
Qe Si,k(u)
(85¢, + 8%%.)
oo digk kil - .
k., = ch 5 s S1n Zi,k venes (12.4)
i,k(E

Hiefiir sel ein Beispiel angefiibrt, fiir welches die Vernachldssigung
der Lotabweichungsanteile nicht mehr zuldssig ist, Im Trisngulierungsoperat
St-270/1969 wurden z, B, auf dem Kartenblatt 98 zwischen einigen Punkten
Strecken- und Hohenwinkelmessungen durchgefiihrt, In der Tabelle 9 wurden
die aus Gleichung (12,1) unter Vernachlissigung der Lotabweichung ermittelte
Summe der nefra.ktionswinkel und die dareus nach Gleichung (12,3) abgeleiteten
Refraktiongkoeffizienten zusammengestellts

v , [ Eonen= | 2 8¢ Xk £6°° £e°°
on=nachll Ginel | aus (12,1) | aus {12.3) | avis. (8.4) | aus (12.1)
87- 94 | 0%8°| + 12,3 | 0,1627 + 9,83 | + 2,5
92-169 | 13%85° | + 96,6 0,2422 + 51,85 | + 44,7
92-171 | 5%34°| + 98,2 0,3255 | + 39,22 | + 59,0
94=147 | TEM°| + 39,7 0,1757 +29,38 | + 10,3
94-169 | 10%53° | +128,4 0,2461 + 67,83 | + 60,6
94-171 | 3%89°| + 127,0 0,3087 + 53,49 | + 73,5

Tabelle 9

Aus den k-Werten, die den gegenseitigen Vertikalwinkeln von und nach
einem Punkt zugeordnet sind, kann man fiir jeden Punkt einen Mittelwert
berechnen, ebenso auch ein .Gesamtmittel:

Punkt | n | k(Mittel) Punkt | n k(Mittel) Gesamtmittel
87 | 1| 0,1627 147 0,1757 k = 0,2435
92 | 2| 0,2838 169 0,2442
94 | 4| 0,2233 171 0,3171

Die so errechneten k-Werté sind durch Lotabweichungseinfliisse ver=

falschty sie enthalten aber auch noch andere Fehlereinfliisse,
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Berechnet man andererseits aus Gleichung (8,4) mit dem angenommenen
Wert k= 0,13 die Summe der beiden Refraktionswinkel, in Tabelle 9 in
der vorletzten Spalte ausgewiesen, erhilt man aus Gleichung (12,1) die

Summe der beiden Lotabweichungsanteile von Hin- und Riickmessung,

Da auf diese Weise ohne zusdtzliche Angaben eine exakte Tremnung der
beiden Einfliisse, Refraktion und hotabweichung, nicht méglich ist, kann

man damit im allgemeinen nur einen groben Uberblick erhalten,

Fehlergleichungen

Bringt man in der Gleichung (12,2) aus Unterabschnitt 12,1 alle Glieder
auf die linke Seitey, wird sich nach der Ausgleichung im allgemeinen ein von

Null verschiedener Restfehler v. ergeben, Daraus erhilt man die fir die

ik
Ausgleichung notwendige Fehlergleichung:

cC cC
oo Yik@E o, Yi,k®E k- £, cos
k- fo. :

i,k 2,sin zi,k i 2,sin zk,i

cC ccC . . ccC
= fi e cos o g= g e sinay ok [T gy (25 4 7y 5) ]
aesee (12,5)

ce sin «
1,k 74 - 1,k

Je nach der S

ituation sind fiir die betreffenden gegenseitigen Vertikal=
winkelmessungen von der Fehlergleichung (12.5) alle oder nur einzelne Glie=
der in die Ausgleichung einzufiihren, Sollen fiir einzelne Standpunkte auch
Lotabweichungskomponenten bestimmt werden, miissen wenigstens fiir zwei mdg=
lichst weit auseinander liegende Punkte die Lotabweichungskomponenten f i

und Qi gegeben sein,

Gewichte

Zur Beriicksichtigung der Gewichte ist es zweckmiBig, vor dem Aufstellen
und Aufldsen der Normalgleichungen jede einzelne Fehlergleichung (12.5) mit
dem zugehdrigen Wert v P; o 20 maltiplizieren,

k4

Da es derzeit noch nicht allgemein mdglich ﬁ'.st, die Refraktionswinkel
6i,k direkt durch Messung zu erhalten, miissen sie genZhert aus mehr oder ’
weniger gut bestimmten Refraktionskoeffizienten abgeleitet werden, Es er=
scheint daher als zweckmiBig, in Anlehnung an [74] fir die Vertikalwhnkel=
messungen vier Genauigkeitsstufen einzufiihren, abhé&ngig von der durchschnitt=
lichen Bodenentfernung der Visuren, Jeder Genauigkeitsstufe wird ein Wert

mk flir die Unsicherheit der Refraktionskonstanten zugeordnet,

In [74] ‘wurden die vier Genauigkeitsstufen durch die nachstehend zu=
sammengestellten durchschnittlichen BodenabstZnde der Visuren definiert und

es wurden ibnen folgende Werte fir o zugeordnet:
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Stufe | durchschn, Bodenabstand o
1 mehr als 150 m ¥ 0,05
2 zwischen 30 m und 150 m ¥ 0,15 . (12 6)
3 zwischen 5 m und 30 m pa 0,25
4 | vis héchstens 5 m ¥ 0,50

Um den mittleren Fehler einer ellipsoidischen Vertikalwinkelmessung
zu erhalten, wird Gleichung (2,27) differenziert, Der Refraktionswnkel 61,]&
wird durch Gleichung (8.15) und der Lotabweichungsanteil €55k durch Glei=.
chung (9.3) ausgedriickt,

Y k(E

d§i,k= dzi’k+ T.oin 2, dk; + cos & e d§, + sin &3 e di; eeeee (12,7)
b

k
Fiir den Ubergang auf mittlere Fehler kann man genshert setzen

a; = 4, = 3% eee. (12.8)
cC
(@92 = @)%+ (Y, af ¢ )2 e (12.9)

Das Gewicht fiir eine ellipsoidische Zenitdistanz ist dann
c2

P eeeee (12,10)

= 2
(mg°)
5 §
In die Gleichung (12,10) ware Gleichung (12,9) einzusetzen,

Fir die in (12,6) angegebenen "erte von m_wurde in Tabelle 10 die
Auswertung der Gleichung (12,9) unter der Annahme von (5,7) fiir einige

Seitenlidngen zusammengestellt,

Die Fehlergleichung (12,5) beinhaltet zwei Vertikalwinkelmessungen,
es miiBte daher jeder einzelnen Fehlergleichung das doppelte Gewicht zuge=
ordnet werdem, wie es durch Gleichung (12,10) ausgedriickt wird, Da jedoch
die Konstante C in Gleichung (12,10) frei gewihlt werden kann, ist auch
die Annshme C = 1 2zulissig,



Taballe 10t Mittlerer Fehler einer Zenitdistanz fiir verschiedene Werte von m . nach Gleichung (12,9)

4 L’ m, n‘ 0,05 m, = 0,15 m = 0,25 m_ = 0,50

in l mc;’j flir m» = mué" fir mg = m‘(;-c fir m - = %~ fur mo

m Occ1()c<‘20cc‘j()cc4occ .occ 0001()cci%occ'jochOCCBOcc ‘O‘OC 1000 2000 30cc 40cc 50cc Ooc 10°¢ 2000‘3000'4000 SOCC
0,5 J 101422324151 [[11[15[23]32]| 415 12| 16 | 23| 32| 42| 51 161 19 | 26 | 34 | 43 | 53
1,0 || 10 [14 2332|4151 13|16 24| 33| 42|52 16| 19 | 26 | 34 | 43| 53 27 | 29 | 34 | 40 | 48 | 57
1,5 111 11525324151 || 1518 25|34 |43 |52 211 24 | 29| 37| 45| 54 39 | 40 | 44 | 49 | 56 | 63
2,0 1 1Y (151253524251 (11821 |27 35|44 (53 27 | 29 34 | 40| 48+ 57 51 | 52 | 55| 59| 65| T1
2,5 |12 |16 |23 32[42 |51 |21 |24 (29|37 | 45|54 33 | 34 | 38| 44| 52| 60 63 | 64 | 66 | 70| 75 | 81
5,0 113 |16 |24 [ 33| 42|52 [ 25|27 (323947 |55 39 | 40 | 44 | 49 | 56 | 63 5| 76 | 78 | 81 | 85 | 91
3,5 1 13 |17 | 24 | 35|42 |52 |28 |50 |34 |41 (49 |57 45 | 46 | 49 | 54 | 60 ; 67 88 89 [ 90| 93 | 971 |101
4,0 || 14 (17 |25 | 33 (42|52 || 52| 33|37 | 44|51 | 59 51 52 | 55| 59 | 65| 71 | 100 {101 {102 {105 {108 | 112
4,5 |1 15 (19|25 |34 | 43 | 52 | 35 |37 [40 |46 |53 | 61 57| 58 | 60 | 64 | 70| 76 | 113 [113 |115 [117 [120 [123
5,0 || 16 |19 | 26 | 34 45 53 | 39°[40 [44 |49 | 56 | 63 63 | 64 | 66 | 70 | 75| 81 | 125 {126 {127 [129 [131 [ 135
5,5 1| 17 |20 |26 | 35|44 |53 {42 |44 |47 |52 |58 |66 69 | 70| 72| 76 | 80| 86 | 138 |138 |139 1141 [ 143 | 146
6,0 || 10 |21 [ 27 |35 (44 |53 |46 |41 |50 |55 |61 |68 75| 76 | 78| 81 | 85| 91 | 150 |150 [151 | 153 {155 | 1%8
6,5 | 19 |22 |28 |36 (44|54 [50(51 |54 |58)|64 |71 82 | 82 | 84| 87| 91 | 96 1§ 163 [163 164 [165 {167 | 170
T,0 | 20 [23 |28 [36 (45|54 |53 |91 |57 |61 |67 |13 88 | 89 | 80 | 93 | 97 1101 | 175 (175 [176 [178 |179 |182 -
7,5 {2+ (a4 |29 5014554 § 57 |58 |60 |64 |70 |76 94| 95 | 96 | 99 |102 [107 { 187 {188 [188 [190 | 192 | 194
8,0 122 25|30 |37 |46 |55 |61 [62 |64 (68|73 |79 |100 |101 |102 |105 [108 {112 | 200 |200 [201 | 202 |204 | 206
8,5 ff 2% |26 [31 |38 |46 (55 |64 [65 |67 |71 |76 |82 |107 |107 [108 |111 |114 [ 118 § 212 1213 |213 |214 | 216 | 218
9,0 | 2% |27 [32 |59 [47 |56 168 |69 |77 '74 79 [85 | 113 [113 [115 |117 |120 123 | 225 {225 |226 {227 |228 |250
0,5 1 26 |26 |35 |40 (48 |96 ff2 (75 |7y |18 | 82 86 119 [119 |121 [12% [126 1129 { 237 |2%7 (258 239 j241 | 242
10,0 || 27 (29 |34 |40 |48 |57 {75 |76 |78 |81 |85 |91 [125 [126 (127 (129 [131 [155 | 250 [250 |251 [252 253 [255

-.Le-
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ERMITTLUNG VCN REFRAKTION UND LOTABWEICHUNG AUS GEGENSEITIGEN

VORLAUFIGEN HOHENUNTERSCHIEDEN

Allgzemeines
In Analogie zum vorhergehenden Hauptabschnitt 12 ist es auch mdglich,

aus gegenseitigen vorliufigen Héhenunterschieden Refraktions~ und Lotab=
weichungseinfliisse zu ermitteln, Diese Methode ist zweckm#Bigerweise in
Jjenen Fdllen anzuwenden, wenn fiir die Vertikalwinkelmessung bei Hin- und -

Rickmessung verschiedene Nebenpunkte der Festpunkte verwendet worden sind,

Mit einem angenommenen N&herungswert fiir den Refraktionskoeffizienten
und unter Vernachlissigung der noch nicht bekannten Lotabweichungen werden
aus den Vertikalwinkelmessungen vorliufige Hohenunterschiede abgeleitet.
Bei Standpunkten mit bereits bekannten Lotabweichungskomponenten sind diese

selbstverstandlich bei der Hohenunterschiedsberechnung zu berilicksichtigen,

Die ?ehlergleichu.ngen sind in ihrem Aufbau davon abhingig, ob die vor=
liufigen ﬁb’henunterschiede unter Verwendung gemessener Schrigstrecken oder
mit horizontalen Strecken berechnet worden sind, Man geht fiir die Ableitung
der Fehlergleichungen davon aus, daB8 bei richtiger Beriicksichtigung der Re=
fraktions~ und Lotabweichungseinfliisse unter der Annakme einer fehlerfreien
Beobachtung die Summe der HShenunterschiede von Hin- und Riickmessung gleich
Null sein muB:

AEi,k + A.Ek,i = O ®scecoe (13.1)

Fehlergleichungzen

13,21 Fall mit horizontalen Strecken

[ i — b dayr =g =S g

Man geht aus von Gleichung (5.,2), entwickelt sie analog zu Gleichung
(10,5) und fihrt den durch Gleichung (10,20) gegebenen vorliufigen Héhen=

unterschied ein, Setzt man dies damm in 'Gleichung (13.1) ein, erhilt man:

lyk(EM k9i(EM)

1" - —— "
inls. o (85 85 1) in’s (8 s+ey 1)
k,i

cesss (13.2)

AE:l.,]:: AEk i 0=AH"k AHk,:i.

ik

Nach durchgefiihrter Ausgleichung wird Gleichung (13,2) im allgemeinen

einen von Null verschiedenen verbleibenden Restfehler vi X

man den Refraktionswinkel &, i,k durch Gleichung (8,15) und den Lotabweichungs=

ergeben, Driickt

anteil € durch Glelchung (9 3) aus, erhilt man die gesuchte Fehlerglei=

k
1y
chung, die im Gegensatz zu Gleichung (12,5) in m-Einheiten ausgedriickt ist,

wzhrend die Lotabweichungskomponenten im BogenmaB enthalten sind,
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s‘i’}"(‘w‘l\z[) Yik(® Toi(B) Y i(m)

v. Y °

ik stZl . 2,sin zl Xk i s:‘mzzk X ® 2,s8in zk,i. kk
9
S, ) . s, .
Cik(R) ®1,k(E) ..o k,1(E)
- o £:6C0S Q, .= ——2—— , M., ,sin ¢, , = ———— , £ _cos -
stZl . fl i,k sinzzi . i ik sinzzk N fk OC]s:,::.
3 9

k,l(EM> .
- Mpesinooy o+ (L 5T ) ceren (13.3)

51n k,:L
Je nach der Situation in der betreffenden Berechnungsgruppe werden

fir die einzelnen gegenseitigen vorldufigen HShenunterschiede von Gleichung

(13.3) alle oder nur einzelne Glieder verwendet,

13,22 Fall mit gemessenen Schr@gstrecken

Hier geht man analog vor wie im Unterabschnitt 13,21, ausgehend von

Gleichung (5,1), Man erh#lt dann in Entsprechung zu Gleichung (13.2):

= = 1 1 o s 3 W -
AB; ot OB 5= O = A} o MY L= 8 pap)e SIB 25 e (8 F &5 )

., Sin =z (6"k 1+ Ek’i) eoceoo (1304)

%k, 1 (1) k,i®
In weiterer Folge ergibt sich daraus die Fehlergleichung

Y, x(E) Yk,lgE)

Vi T Si,k(EM); Zosin z; \° k- %k,i(8,)* Z.sin z, kk'
Si,k(EM)“' ‘)Ei;°°s % Si,k(EM)°’?i°Sin @5 K" Sk 1(FM) fk'°°s “k
- sk’l(EM) o} o5in % 1t (ot X AHk ) eeses (13.5)
13,3 Gewichte

Zur Beriicksichtigung der Gewichte ist es zweckmifiig, vor dem Aufstellen

und Auflésen der Normalgleichungen jede einzelné Fehlergleichung (13,3) oder

(13.5) mit dem zugehbrigen Wert zu multiplizieren,

Pi,x

Das Gewicht fiir einen HShenunterschied ist gegeben durch

C
= 2 evcece (1306)
R
Der mittlere Fehler eines Hohenunterschiedes ist definiert durch die
Gleichungen (5.3) oder (5.4) oder zusammengefaBt genihert durch (5.5).

PrE

Auch hier sind in den Fehlergleichungen die HShenunterschiede von Hin-
und Riickmessung enthalten, es gilt daher beziiglich der Gewichte dasselbe

wie im Unterabschnitt 12,4,
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14 BERECHNUNG DER HOHEN, WENN REFRAKTION UND LOTABWEICHUNG GEGEBEN SIND

14,1 Allzemeines

Sind die Refraktion und die I'o‘l:a'bweichungskomponen‘t;en bekannt, kdnnen

die endgiiltigen HShenunterschiede berechnet werden,

Sollen ellipsoidische H6henunterschiede ermittelt werden, miissen die
Auswirkungen sowohl von Refraktion als auch der Lotabweichung bei der Be=
rechnung der endgiiltigen Hohenunterschiede berticksichtigt werden, Bei der
Berechnung der endgliltigen geoidischen HShenunterschiede gemdB8 Unterabschnitt
10,7 ist nur die Berilicksichtigung der tie:t‘ra.k‘l:ionse:i.nfliisse notwendig, doch
muB trotzdem auch die Lotabweichung bekannt sein, um die in den gemessenen
Vertikalwinkeln gemeinsam enthaltenen Refraktions- und Lota’bweichu.ngsein=

fliisse trennen zu kdnnen,

Ein wesentlicher Unterschied zwischen diesen beiden Arten von HShen=
unterschieden besteht auch noch insofern, als fiir die Berechnung von ellip=
soidischen HBhen auch nur einseitig vorhandene HShenunterschiede herange=
zogen werden konneny wenn Refraktion und Lotabweichung bekannt sind, wihrend
fiir die Berechmung geoidischer Hohen nur das Mittel aus den HShenunterschie=
den von Hin- und Riickmessung Verwendung finden darf, wenn die im Unterab=

schnitt 1047 beschriebene Ngherung angewendet wird,

14,52 Endgiiltige ellipsoidische Hohenunterschiede

Refraktionskoeffizient und die Lotabweichungskomponenten be=

Sind der
kannt, kdnnen die gendherten Refraktionswinkel éi,k aus Gleichung (8,13),
(8,14) oder (8,15) und die Lotabweichungsanteile €; 3 aus Gleichung (9.3)
ermittelt werden, Dann kann man nach Gleichung (5.15 oder (5,2) die end=
gliiltigen ellipsoidischen Hohenunterschiede berechnen, abhingig davon, ob

Schrigstrecken oder horizontale Strecken gegeben sind,

Wurden fiir die Berechnung der Refraktionsverbesserungen und der noch
unbekannten Lotabw#ichungskomponenten vo;rléufige Hohenunterschiede verwendet,
ermittelt aus Gleichung (10,11) oder (10,20), kann der endgiiltige ellipsoi=
dische Hohenunterschied aus dem vorliaufigen Hohenunterschied mit hinreichende:

Nzherung aus einer der nachfolgenden Gleichungen abgeleitet werden:
Schrigstreckens

) - s '\ gy ' 1 '
OE; o ® AEL L =S5 ) o IR 2y g e (6 +eg ) eeers (14.2)

Horizontale Strecken:

A e M T e e -

1,50 eoees (14,2)
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Hierbei ist 6‘]!_ X der Refra.ktionswinkel, der sich aus der durch die
b
Ausgleichung ermittelten Refraktionsverbesserung d.ki ergibt, abgeleitet
aus einer der Gleichungen (8,13), (8,14) oder (8.15).

Ist in dem vorldufigen Hdhenunterschied bereits der Lotabweichungs=
einfluB enthalten, dann ist in den Gleichungen (14,1) bzw, (14.2) der

Lotabweichungsanteil € 1 nicht mehr einzubeziehen,
b

Gendherte geoidische Hohenunterschiede

Um aus den ellipsoidischen Héhenunterschieden geoidische H6henunter=
schiede ableiten zu ktnnen, miiBte man die Lotkrimmung und die Differenz
(Nk_— Ni) der Abstinde des Geoids vom Ellipsoid in den Visurendpunkten
kennen, Dann k6mnte man mit den Gleichungen (10,2) oder (10,4) auch aus
nur einseitig vorliegenden Vertikalwinkelmessungen geoidische HShenunter=

schiede berechnen,

In der Praxis wird es jedoch im allgemeinen notwendig sein, die im
Unterabschnitt 10,7 erdrterte Niherung zu verwenden, Hiefilir sind nach 10,7
die Mittelwerte aus den Hhenunterschieden von Hin- und Riickmessung not=
wendig, wobei diese Hohenunterschiede allein unter Beriicksichtigung der
Refraktionseinfliisse aus Schrégstrecken abzuleiten sind, Sind keine gemes=
senen Schrigstrecken gegeben, kdmnen nach Gleichung (10,6) auch aus den
Koordinaten der Visurendpunkte die bendtigten Schrigstrecken abgeleitet
werden, Hierbei ist aber zu beachten, daB man fiir die Berechnung dieser
Schrigstrecken unbedingt die ellipsoidischen Hdhenunterschiede zwischen

den Visurendpunkten bendtigt,

Fiir die HShemmterschiedsberechnung ist Gleichung (5.1) zu verwenden,

wobel statt f ,k die um den Refraktionswinkel &, verbesserte gemessene

ik
’
Z

enitdistanz 23,y 70 nehmen is¥ : fl = %5k + 6.1

In Gleichung (5.1) wire dann AE_ durch AH. zu ersetzen,
1’k l’k

Wurden analog zu Unterabschnitt 14,2 fiir die Berechnung der Refrak=
tionsverbesserungen vorliufige Héhenunterschiede verwendet, kann der end=
giltige Hohenunterschied AHi X gleichkfalls mit hinreichender Genaunigkeit’

b

aus dem vorliufigen HShenunterschied AH!

1,k abgeleitet werden :

AT 2 ARt
A .

- s ‘ '
1 F A e Sy () o SR 2 e O i ceeee (14.3)

Hier darf kein Lotabweichungsanteil & beriicksichtigt werden, Es

k
1,
muB daher bei jenen vorldufigen Hohenunterschleden AH' K die fiir die Be=
rechnung der Refraktionsverbesserungen einen Lotabwelchungsantell € 1
1,
enthalten, dieser fiir die Berechnung der endgiiltigen Hdhenunterschiede

abgezogen werden, Gleichung (14,.3) wird fiir diese Fille zu

OH; o M y(e)™ Si,x(m)e S % ke (8% &1,%0) ceoes (14,3 2)
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Berechnung und Uberpriifung der Einzelhdhen

Die hier besprochene Hhenberechnung ist sowohl fiir ellipsoidische
als auch fiir goidische HShen anzuwenden, Es wird daher hier allgemein nur

von HShenunterschieden AHi X und Hohen Hi gesprochen,
’

Ausgehend von den Punkten mit bekannten HGhen Hi werden mit den end=
giiltigen (ellipsoidischen bzw, geoidischen) Hohenunterschieden AHi X schritt=
- , M
weise die diesen H6hemunterschieden zugeordneten EinzelhShen Hk%e) der Neu=

punkte abgeleitet:

H&l) - A ceees (14.4)

Die einem Neupunkt zugehtrigen Einzelhdhen sind zu untersuchen, ob sie

: O
der Fehlergrenze FH(e) geniigen:

Hélzl)m;- Ha(.]a)lhn. < FH(](%) =3. VmZEk,i+ msz,i+ m§k+ mﬁm eeoes (14.5)
Fir die mittleren Fehler D\ der Hohenunterschiede k6nnen je nach der
Situation die Gleichungen (5.3), (5.4) oder (5,5) verwendet werden bzw,
Gleichung (6.'22), wenn der Hohenunterschied obne Vertikalwinkelmessung von
einer Schrégsitrecke abgeleitet wurde, Hiervei ist zu beachten, daB die
Mittelwerte der Hohenunterschiede aus Hin- und Rickmessung einen entsprechend

geringeren mittleren Fehler haben als die Einzelwerte,

Bei der Annahme der mittleren Fehler oy der AusgangshShen ist zu be=
riicksichtigeny ob die HShe aus einem NivellefientanschluB stammt, ob sie

trigonometrisch bestimmt oder ob sie nur vorliufig ist.

Jene Einzelhthen, die auBerhalb der Fehlergrenze (14,5) liegen, sind
vorerst aus der nachfolgenden Mittelbildung auszuschlieBen, Die verbleibenden
Einzelhthen werden fiir die Ermittlung der vorliufigen Hohen gemittelt, Bei
Punkten mit sehr stark differierenden Visurweiten der einzelnen Vertikal=

winkelmessungen empfiehlt sich ein Gewichtsmittel,

AnschlieBend sind alle EinzelhShen, auch die eventuell mit der Fehler=
grenze FH](“e) bereits ausgeschiedenen, mit der vorliaufigen Hohe H]!_ zu vers=

gleichen, Sie miissen nun der folgenden Fehlergrenze geniigen:

: I(I%)e) =3. Vmiﬂk,i“‘ mf2{i+ “ﬁzak veees (14.6)

Jene EinzelhGhen, die diese Fehlergrenze ibersteigen, sind von der

|H£ - H;gla)

nachfolgenden Ausgleichung der HShen auszuschlieBen,
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Fehleroleichungen

Die vorlZufigen HShen H:!L der Neupunkte erfahren durch die nachfolgende
Ausgleichung eine H6henZnderung dHi, mit der man die endgliltigen HShen Hi
erhdlt:

E, = H + af, A eeees (14.7)

Die Aufstellung der Fehlergleichungen und die anschlieBende Ausglei=
chung sind unabhingig davon, ob ellipsoidische Hdhen Ei oder geoidische

Héhen Gi berechnet werden sollen,

Den Hohenunterschied zwischen den beiden Punkten Pi und Pk kann man

einerseits als die Differenz der ausgeglichenen HShen Hi dieser beiden
Punkte darstellen, ausgedriickt durch Gleichung (14,7), andererseits durch

den aus den Beobachtungen abgeleiteten endgiltigen HShenunterschied AHi X
9

plus einer verbleibenden Verbesserung Vit
b
- = - ! - =
Hm By= Bp &+ @B - HY = A = O 4+ vy g veers (14.8)
Daraus erhdlt man die Fehlergleichung
= - 1 - H! -
vi’k - dHi + aHk + (Hk Hi AHi,k) ¢ooee (1409)

FaBt man den Klammerausdruck als Widerspruch ¥, , Zusammen,
b

w = ! - ! -

wi’k Hk Hi AHi,k eoces0 (14.10)
erhilt man

Vi T " Gy FaE F ceees (14.11)

Diese Fehlergleichung ist unabhingig von der Art der Berechnung der .
Hohenunterschiede, Die Berechnungsart wirkt sich allerdings in dem not=

wendigen Gewichten aus,

Gewichte

Zur Beriicksichtigung der Gewichte ist es zweckmiBig, vor dem Aufstellen

und Auflésen der Normalgleichungen jede einzelne Fehlergleichung (14,11)-

mit dem zugehdrigen Wert zu multiplizieren, Das G ist

\'p.

ik S,k
wie im Abschnitt 13 durch Gleichung (13,6) definiert, wobei der mittlere
Fehler eines Hohemunterschiedes durch eine der Gleichungen (5.3), (5.4),

(5.5) oder (6.22) definiert sein kamn,

ewicht 1

Werden in einer Berechmngsgruppe einheitlich nur EinzelhShen verwendet,
die alle entweder nur aus einseitigen o&er alle aus gemittelten HShenunter=
schieden abgeleitet worden sind, kamm in beiden Fallen fiir alle Gewichte

die Konstante. C = 1 gesetzt werden,
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Sind hingegen in einer Berechnungsgruppe EinzelhShen enthalten,
die aus einseitigen Hohenunterschieden stammen, und auch solche, die aus
gemittelten Hohenunterschieden abgeleitet worden sind, ist darauf zu
achten, daB die Fehlergleichungen fiir die EinzelhShen aus den gemittelten

Héhenunterschieden mit der Wurzel aus der Summe der Gewichte von Hin- und

Riickmessung V P; 3 + By ; multipliziert werden,
9 - 9

Werden, wie es bei dieser Art der HShenberechnung Voraussetzung ist,
vor der Ausgleichung der Einzelhthen zur Ermittlung der Hoheninderungen
dHi in einer eigenen Ausgleichung die gefraktionsénderungen und die noch
unbekammten Lotabweichungskomponenten bestimmt, kann man eigentlich die
als Grundlage der HShenausgleichung dienenden EinzelhShen genau genommen
nicht mehr als von einander unabhingige Gr6Ben bezeichnen, Die durch die
Beriicksichtigung dieser Korrelationen bedingte Verkomplizierung der Aus=

gleichung wurde hier vernachlidssigt,
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AUSGLEICHUNG DFR ELLIPSOIDISCHEN HOHEN UNTER GLEICHEEITIGER BERECENUNG

VON_REFRAKTION UND LOTABWEICHUNG

Allgemeines

Diese Art der Ausgleichung darf nur im Zusammenhang mit der Berech=

nung ellipsoidischer HShen verwendet werden.

Ist keine ausreichende Anzahl von gegenseitigen Vertikalwhkelmessungen
vorhanden, um nach den Abschnitten 12 und 13 die Berechnung der Refraktions=
koeffizienten und Lotabweichungskomponenten vor der eigentlichen Ausglei=
chung der HShen nach Abschnitt 14 durchfiihren zu konnen, miissen diese beiden

getrennten Ausgleichungsvorginge in einer Ausgleichung vereinigt werden,

Im Abschnitt 12 wurde die Summe der entsprechend reduzierten gegen=
seitigen Vertikalwinkel als Grundlage der Ausgleichung genommen, in Absc_:hnitt
13 das Mittel der Hohenunterschiede aus Hin- und Riickmessung, Im Gegensafz
dazu wird hier grundsdtzlich nur jede einzelne Vertikalwinkelmessung oder

der daraus abgeleitete H6henunterschied der Ausgleichung zu Grunde gelegt,

Die Fehlergleichungen kdnnen auch hier auf zwei grundsdtzlich ver=
schiedenen Ausgangswerten beruhen, Es konnen Fehlergleichungen fiir die ein=
zelnen Vertikalwinkel aufgestellt werden und solche fiir die aus den gemesse=
nen Vertikalwinkek abgeleiteten HShenunterschiede, Zusidtzlich ist in beiden
Fillen zu unterscheiden, ob Schrigstrecken gegeben sind oder nur aus der

Lageberechnung stammende horizontale Punktentfernungen,

Die Praxds hat gezeigt, daB bel einem relativ instabilen Netz, wo einer
groBen Anzahl von zu bestimmenden Unbekannten nur eine relativ geringe An=
zahl von {iberschiissigen Messungen gegeniiber steht, der Fall eintreten kann,
daB die HohenZnderungen einerseits und die Refraktionsénderungexi und Lot=
abweichungskomponenten andererseits sich so gegeneinander verschieben, daB
zwar die Summe[pvv] auBerordentlich klein wird, wobei aber die Werte der

Unbekannten eine unrealistisehe GroBenordnung bekommen kdnnen,

Um dies zu verhindern, muB fiir jede einzelne Berechnungsgruppe genam
geprift werden, ob geniigend Beobachtungen vorliegen, um die gewlnschten
Unbekannten einigermaBen gesichert berechnen zu kdSmnen, Ist dies nicht in
ausreichendem MaBe der Fall, denn muB durch Vereinfachungen entsprechend
der jeweiligen Situation die Anzahl der Unbekannten verringert werden, So
kbnnte men z, B, im Flachland, wie z, B, im Marchfeld oder im Seewinkel
etwa auf die Berechnung der Lotabweichungskomponenten verzichten, oder
man fithrt noch weiter gehende Vereinfachungen bei der Berechnung der Re=
fraktionsidnderungen duréh, indem fiir eine geringere Anzahl von Visuren=

R

gruppen eine gemeinsame “efraktionsinderung ermittelt wird,
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Andererseits wire aus diesem Crund auch eine getrennte Ausgleichung
entsprechend den Abschnitten 12 bzw., 13 und 14 vorzuziehen, wenn eine

geniigend groBe Anzahl von gegenseitig gemessenen Vertikalwinkeln vorliegt,

15,2 Fehlergleichungen
15,21 Yertikalwinkelj horizontale Strecken

Zur Ableitung der Fehlergleichung fiir einen Vertikalwinkel wird Glei=
chung (5.2) differenziert, fiir das Differential der ellipsoidischen Zenit=
distanz wird Gleichung (12;7) eingefiihrt, Weiters wird fi X fiir die Koeffi=

s

éienten‘berechnung durch z. hinreichend angen#hert, Damit erhilt man:

i,k
. *1,k(Ey) Y, x(E)

4B, - dH,= cot z; . ds; -, [dz.+ 1 . dk. +

i i,k l’k(Eﬁ) . 2 i’ 2,sin z, i

sin zi,k i,k
"l' cOs ai’ko a-fi + sin ai’k. dizi] XXX (1501)
Aus dieser Gleichung wird dzi X ausgerechnet:
9
.2 . 2 .2

sin“z; o sin"z, sin®z; o

Qs = e Eym 3 o Ao ST L cob 2y e S (g -
SR 8- 1,k(8y) ’ o1 By

1,k(Ey)

o Nix(®)_
2,sin z, ,°
1y

. dl:i- cos ai,k‘ dfi- sin ai,k‘ di?i veess (15,2)

Die aus der Lageberechnung stammenden horizontalen Seiten werden hier
nicht mehr veréindert, es entf#llt daher das Glied mit ds. . Es wird
1,k(EM)
nun eingefihrts

sin z,.
—dak 0 veees (15.3)

ai,k(stM) = Si,k(FM) .

Die Verbesserungsgleichung fiir Vertikalwinkel lautet dann bei Ver=
wendung horizontaler Strecken:
cec
Yi,k(E)

cc ' . cc
i,k(z, )T %,k(z, )T 34,k(z, )T Zosin 2 1

.dki- cos ai,k‘d§i -

- sin O‘i,k'd"l;c" % 1(z )‘[(H'J's-Hf‘L)' AH:{,k] eeees (15.4)

— T — . V—— it —— e el

Hier geht man in analoger Weise wie in 15,21 vor, ausgehend von
Gleichung (5.1), Man erhilt danns
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- dH.= 3 -3 ; 21,00
dH, - dH,= cos Z3 e dsi,k(M) S5 k() SIB e [dz 25 1kt TR L (®) o dkg +
+ cos CZ x° dj + sin al x° dql] ecece (1505)
Aus dieser Gle:.chu.ng wird dzi X ausgerechnet:
H
gy o By m O 0% % e Bk | SiLk(w)
1ok g . sin =z, 8. . sin z, 2'Ri(E) *
1,k(M) i,k i,%k(M) i,k
- COS al x° dfi - sin al x° dqi ecoee (15.6)

Wie in 15,21 entfdllt auch hier das Glied mit d§i k(1) * Es wird gesetzt:
2

ce
0
ai,k(zEM) 5 () - sin s x ceess (15.7)

Bei Verwendung gemessener Schrigstrecken lautet dann die Fehlerglei=

chung fiir Vertikalwinkel:

: Q %i,k(w)
vsz(ngf ai,k(’z- ).dHi- ai’k(ng).de- Z'Rz(E) o3k~ cos oc.l’k.dﬁC-
- sin a, ,k.a»l"c- 2 (g )l E-EL)=- oE! 1] ceees (15.8)
“u

Fihrt man in Gleichung (15,7) die durch (10,17) gdégebene Naherung

ein, erh&lt man folgenden Qusammenhang.

: 2
ai,k(zs ) - ai’k(z.S.M) o sin zi’k XX R (1509)

Dieser Zusammenhang zeigt, daB beim Vorliegen gemessener Schrig=
strecken nur die zugehdrigen Verbesserungsgleichungen verwendet werden
diirfen und nicht, wie man es in manchen Verdffentlichungen finded, die
Fehlergleichungen fiir horizontale Strecken, Vor allem bei steileren Vi=
suren entstehen dadurch fehlerhafte Ergebnisse, Es miiBte nZmlich bei der
aus der gemessenen Schrigstrecke abgeleiteten horizontalen Strecke nach
der Ausgleichung noch eine Verbesserung angebracht werden, verursacht durch

die Anderung des Vertikalwinkels als Folge der Ausgleichung,

15,23 Hoherunterschiede aus Vertikalwinkeln: horizontale Sirecken

Unter der Annahme eines vorliufigen Wertes k! fiir den Refraktions=
koeffizienten und unter Vernachlidssigung der noch unbekannten Lotatwei=

chu.ngsantelle E werden mit den gemessenen Vertikalwinkeln vorlaufige

k
1,
Hohemmterschlede nach Gleichung (10, 20) berechnet, Die endgiiltigen ellip=
soidischen Hohenunterschlede erhilt man aus Gleichung (14,2), die z, B,

unter Verwendung von Gleichung (8,15) etwas umgeformt werden kann:




= ! - ! - ——
T Wl Iy *Zsina, 0 T2 ° By eeee (15.10)
Man kann nun setzens

®1,%(E)

sin z.
ik

b - Nix(®_ _ S1.k(E)
i,k(AHs )N i,k(AHs )*2.sin zi’k_ i,k(AHS )e 2.Ri(E).sinz

By

Damit wird Gleichung (15,10) zu

ai,k(AHs )y = veses (15,11)

i,k
eoese (15.12)

- ;4 -
OB g = OHY o

54k bi,k(AHB ) . dki - ai,k(AHs ) ° Ei,k vecos (15013)

Dies wird nun in Gleichung (14,8) eingefiihrt, woraus man die Fehler=
gleichung fir einen HShenunterschied ableiten kann, der mit einer horizon=

talen Strecke berechnet worden ists
Ti,k(am, )T T Bt Byt bi,k(AHs ) Tt B (am )0 %% Fa,xe O *

+ ai,k(AEs ); sin ai,k‘ dqi+ [(Hi-H'i) - AHi’k] eeee. (15.14)

Der Klammerausdruck kann wieder als Widerspruch LA Gleichung (14,10) ’
,. ,
zusammengefaBt werden,

1524 Hohenunterschiede aus Vertikalwinkelns; gemessene Schrigsirecken

s e s ot it o s S e —— — " —

Nach analoger Ableitung wie im Unterabschnitt 15,23 erhdlt man faur
den endgiiltigen ellipsoidischen HShenunterschied:

A, = AHY - Ei’k(M); = Piak dk.- s sin z € . (15,15)
i’k— i,k 2 ; Ri(E) ° i si,k(M). i,k‘ i’k eco0oe 50 5

Man kann nun setzens

ai,k(AHgM) = 5 x(u) © 51 % eeeso (15.16)
8.
bi,k(AHEMI = ai,k(AHEM) ° Ef’ﬁl;% : ceoes (15.17)

Damit erhdlt man schlieBlich folgende Verbesserungsgleichung fir
H’dhenunterschiedé, die mit einer Schrigstrecke berechnet worden sindj; dazu

wird die Gleichung (15,18) in Gleichung (14.8) eingefiihrt,

— ] - ' - .
AB; = O x bi,k(AH-s-M) o Oy %1, %(08 ) * O,k erert (15.18)
i
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"i,k(AH§M)= - QE,+ d+ bi,k(AHEM)‘ e, + ai,k(AH-SM)' cos &; o 4f; +

* ai,k(Ang)' sin oy o dfs+ [(EQ-EY) - o)\ ] ... (15.19)
:

¥
'

Die durch Gleichung (14.10) gegebene Zusammenfassung des Widerspruchs
wi,k gilt auch hier,

Pihrt man in Gleichung (15,16) die durch (10,17) gegebene Niherung

ein, erhilt man analog zu (15,9) folgenden Zusarmenhang:

. 2
i ,k(aH= ) T %i,k(pE ) ¢ Sy veees (15.20)
Sy gy

" Selbstverstandlich ist auch hier zu beachten, daB fiir jene Hhenunter=
schiede, die aus gemessenen Schrédgstrecken abgeleitet wurden, nur die Feh=
lergleichung (15,19) verwendet werden darf, um richtige Ergebnisse erhalten

zu kOnnen.

Ein angenommenes Beispiel soll die Unterschiede in den beiden Berech=
nungsarten aufzeigen, Berechnet man mit dem nur genshert korrigierten Verti=
kalwinkel vor der Ausgleichung mit Gleichung (4.4) aus der gemessenen Schrig=
strecke die zugehtrige Horizontalentfernung und nimmt man an, da8 bei An=
wendung der Fehlergleichung (15;19) in der Ausgleichung dasselbe Ergebnis
entsteht wie bei Anwendung der Fehlergleichung (15,14), erhilt men mit den
aus beiden Ausgleichungen gleich gro8 resultierenden Werten fiir d.ki und Ei,k
aus den Gleichungen (5,1) und (5,2) differierende Werte fiir den Hshenunter=
schied AEi,k’ wenn man die in die Ausgleichung eingefihrte Horizontalent=
fernung verwendet, Berechnet man aber mit dem nach der Ausgleichung richtig
korrigierten Vertikalwinkel neuerlich aus der gemessenen Schriagstrecke die

Horizontalentfernung, dann erhilt man damit auch aus Gleichung (5,2) den
k.
Beispiel: Gegeben: E .= 500,000 mj 5,~ 5 000,000 mj z, ,= 80500°00°°;
Beispiel: 2 B ’ 5 S ’ 5 210 5

RE-— 6 379 409 m; k'= 0,13,

mit Gleichung (5,1) tibereinstimmenden Hhenunterschied LB,
9

Annahme: Ergebnis der Ausgleichung: &k = + 0,15 €, , = + 60°C,
y 9

Refraktionswinkel: vor der Ausgleichung: ot= 32,43"C aus (8,13)
32,42°° aus (8,14)
57,38%°¢ aus (8,13)

57,36° aus (8,14)
Yg

sg = 4 754,0228 m  aus (2,15); 5 = 23-7,21cc aus (2,31)

nach der Ausgleichung: &

Y- .
§1 o= —Z‘E = 79%597%95,22°¢ aus (2,27) vor der Ausgleichung
9
= 79%98%80,17°¢ aus (2,27) nach der Ausgleichung
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SFM= 4 754,7855 m aus (4,4) vor der Ausgleichung
= 4 754,9920 m aus (4.4) nach der Ausgleichung

1546,6147 m aus (5,1) vor der Ausgleichung

6B,

= 1545,9802 m nach der Ausgleichung

= 1546,6149 m aus (5,2) vor der Ausgleichung

= 1545,9131 m nach der Ausgleichung mit altem s

= 1545,9801 m nach der Ausgleichung mit neuem s

= 1546,6146 - 0,1864 = 0,4470 = 1545,9812 m aus (15,13) B
nach der Ausgleichung

= 1546,6145 = 0,2060 = 0,4941 = 1545,9144 m aus (15,18) nach der

Ausgleichung mit altem s

By

8 1 =5 256,7617 m aus (15,11); b, , = 2,05 505 m aus (15.12)
4 9

= 4 755,2825 m aus (15,16); = 1,863 528 m aus (15.17)
15,25 Hchenunterschiede aus gemessenen Schrégsirecken

15,3

Sind in die.Ausgleichung auch Hohenunterschiede einzubeziehen, die
mit Gleichung (6,1) berechnet wurden, kann dies nur dann erfolgen, wenn
auch die iibrigen Fehlergleichungen in dieser Ausgleichung auf HShenunter=
schieden beruhen, Diesen HShenunterschieden ist eine Fehlergleichung in

Form der Gleichung (14.9) zuzuordnen,

Da bei richtiger Anwendung der Gleichung (6.1) die damit berechneten
HSohenunterschiede frei von den Einfliissen der Refraktion und Lotabweichung
sind, gibt es auch in der Fehlergleichung fiir diese Einfliisse ewed keine

zusitzlichen Glieder,

Gewichte

Zuxr Beriicksichtigung der Gewichte ist es zweckmidBig, vor dem Aufstel=
len und Aufltsen der Normalgleichungen jede einzelne Fehlergleichung mit

dem zugehdrigen Wert P; 4 Zu maltiplizieren,
]

Das Gewicht eine® Vertikalwinkels ist gegeben durch Gleichung (12,10),
das Gewicht eines Hohenunterschiedes durch Gleichung (13,6), In Gleichung
(12,10) wire als mittlerer Fehler Gleichung (12,9) einzusetzen, in Gleichung
(13.6) je nach der Situation eine der Gleichungen (5,3), (5.4) oder als
Nzherung (5.5), bei Hohenunterschieden aus Schrigstrecken (6,22).

Nach durchgefihrter Ausgleichung erhilt man eine durchgreifende Kon=
trolle, wenn man aus den endgiiltigen Hohenunterschieden die endgiiltigen
EinzelhShen Ei(e) ableitet und diese mit den endgiiltigen HShen Ei der Neu=

punkte in Verbindung bringt, Man erhélt dann Verbesserungen
Vi, k= B = Ei(e) . eeee. (15.21)

die jenen aus den Fehlergleichungen gleich sein miissen,
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Allgemeines

Eine gemeinsame Ausgleichung von Richtungs-, Strecken- und Vertikal=
winkelmessungen darf in dieser Form nur bei der Berechnung von ellipsoidi=
schen HShen durchgefiihrt werden, Solch eine gemeinsame Ausgleichung unter
zleichzeitiger Ermittlung der Refraktionskoeffizienten und der Lotabwei=
chungskomponenten wird vor allem dann zweckm&iBig sein, wenn bel einem Ar=
beitsgebiet im Bergland eine Vielzahl von elektronisch gemessenen Strecken
mit. starker Visurneigung vorliegt, Es ist aber immer zu iiberlegen, ob eine
ausreichende Anzahl von liberschiissigen Beobachtungen vorliegt, um eine
solcne gemeinsame Ausgleichung zielfihrend durchfihren zu kSmnen, Im anderen
Fall wire eine Iteration in der Form zweckmiBiger, daB nach einer ersten
Lageberechnung mit voxliufig reduzierten Strecken nach einem der vorhérge=
henden Abschnitte die Hohenberechnung durchgefiihrt wird und erst im An=
schluB daran mit den endgliltig reduzierten Strecken die endgiltige Lagebe=

rechnung erfolgt,

Sind in einem Arbeitsgebiet im Bergland nur sehr wenige Streckenmes=
sungen vorhanden, bringt diese gemeinsame Ausgleichung in der Hauptsache
eine bessere Ermittlung und Beriicksichtigung der Lotabweichungskomponenten
im Zusammenhang mit den Richtungsmessungen, Ein wesentlich sté@rkerer Ein=
fluB auf die Lageberechnung ist aber damn zu erwarten, wenn im Bergland

viele gemessene Schrigstrecken vorliegen,

Im Flachland hatte aber eine solche gemeinsame Auséleichu.ng eine
praktisch nur sehr geringe Bedeutung, da bel den flachen Visuren'die Aus=

wirkung der Korrekturen auf die horizontierten Strecken sehr gering ist,

Es ist also bei jeder Berechnungsgruppe genau zu prifen, ob der Auf=
wand einer solchen gemeinsamen Ausgleichung sinnvoll ist und ob die daraus

resultierenden E'a:gebnisse auch signifikant sein'kb'nnen.

AuBer den fiir die Netzausgleichung notwendigen gegebenen Daten soll%:en
wenigstens fir zwei mOglichst weit auseinander liegende Punkte die ellipso=
idische Hohe und die Lotabweichungskomponenten bekannt sein, Da es aber,
wie bereits mehrfach erwzhnt, nur sehr bedingt mdglich ist, die Refraktionse
und Lotabweichungseinfliisse zu trennen, ist es besonders im Bergland win=
schenswert, von mdglichst vielen Punktex_l bereits vor der Ausgleichung die
Lotabweichung zu kennen, um einigermaBen gesicherte Werte fiir die Refrak=

tionseinfliisse erhalten zu konnen,
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16,2 Fehlergleichungen
16,21 Fehlerzleichungen fir Richtungen

Fir die gemeinsame Ausgleichung der Richtungs-, Strecken- und Ver=
tikalwinkelmessungen muf an die erweiterte GauB'sche Relation fiir die
gemessenen Richtungsn noch der EinfluB der Lotabweichung angebracht werden,
Dies geschieht durch Einfiihren der Gleichung (6,14), Man erhilt dann fiir
eine Richtung Ri,k folgende Fehlergleichung:

ccC .
Vi k(R)” %,k(R)* Fit Pi,k(r)e it %,kx@R)e T Pi,x@®)e Yy 905
’ . cc cc
- cot Zi,k‘ sin ai,k' dji + cot zi,k‘ cos ai,k' d'[i + wi,k(R)
veees (16.1)
Hierin ist

0
®1,k(R) T 5] o SIB Vi x ereee (16.2)
R )

5 x(@®) TS, 5,k vene. (16.3)

ol
W@ T Vi,e T RiLx veee. (16.2)

doi eeese Orientierungsunbekannte im Standpunkt Pi

16,22 Fehlergleichungen fiir gemessene Schrigstrecken

Fir eine horizontierte Strecke lautet in der Netzausgleichung die
Fehlergleichung bekanntlich

Vi,k(s, )7 25 x(s)* it s x(s)e Wim 2 x(s)* T Pi,x(s)* T

M+ w.

T T T k(s ) veeso (16.5)
Hierin ist
1,k(s) T 7 %% Vi eees (16.6)
Pi,k(s) = 7 S Vik | een. (16.7)
Tisk(s, ) T Pi,k(®) T ®i,k(hor) ceeso (16.8)
s e.ooo horizontierte Strecke in der Rechenfliche

hor v
M veeeeseos MaBstabsfaktor
In diese Ausgleichung werden aber nicht wie in der Lageberechnung
die horizontierten Strecken einbezogen, sondern die gemessenen Schrig=
strecken, Bs miissen daher die Streckenkoeffizienten a, und b,
isk(s) i,k(s)

noch mit sin 25 multipliziert werden, Eine l’lnderung der Streckenlinge
?
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bewirkt aber auch eine Héhené.nderung, die sich mit cos Z5 4 auf den
‘ ’
Hohenunterschied auswirkt,

Somit lautet die Fehlergleichung fiir gemessene Schriagstrecken:
V1,k(5,)" 25 k(s)® SIB 25 e B+ Dy gy Sinozg . dyg-
- ai,k(s)' sin zi,k’ dxk- bi,k(s)' sin zi,k‘ dyk- cos Zi,k' dHi+
+ cos Zi,k; aH, - 51 k(K)* M+ Wi,k(EM) eeees (16.9)

Der Widersprumch w, -
P 1,k(5,

) ist definiert durch
I

2 [

2 2 By  Tu.2 2 -
Ti,k(5)7 (o7y i A%5 o) U+ 5 - , R2> + (@R -5y eeee (16.20)

16,23 Fehlergleichungen fiir Vertikalwinkel; gemessene Schrigstrecken

Fiir diese gemeinsame Ausgleichung muf in Gleichung (15.6) das Glied
mit dsi,k(M

) erhalten bleiben, dEi k(M) erhidlt man durch Differenzieren
9
von Gleichung (4.4) nach s:

dsi,k(EM) =88 yan) o SIm 2y eeess (16,11)
Hier wird noch dxi und dyi eingefthrt, dann setzt man dies in Gleichung

(15,6) ein, Man erhilt schlieBlich die Fehlergleichung fiir Vertikalwinkel

beim Vorliegen gemessener Schrigstrecken:

).cot- zi,k.cos v

dx"a'i,k(z- ).cot zi,k.sin V.

. Ldy.+
i,k i,k I3

<S¢ ( - - o i
ik(z= )~ i,k(z=
S

+ ai,k(z- ).cot zi,k.cos vi,k‘ +ai,k(z- ).cot zi,k,sin vi,k.dyk+

CC =
: R =55 x(u -
+ a. dH.~ 2, aH, - b= 754613 NN cos a. ,.dgC-
i,k(z= )° 1 1,k(z= )° 2 . R. ° i,k° Si
2k ( SM) sk(zz ) i (E) i i,k %61

- sin (Ii,k;dtzgér ai’k(z_s_M).[(H.l':—Hj!_)-.AHi,k] eeess (16.12)

Der Koeffizient a; k(z= ) ist durch Gleichung (15,7) gegeben,
H

16,24 Fehlergleichungen fir Vertikalwinkel; horizontale Strecken

Fir die gemeinsame Ausgleichung muf in Gleichung (15.2) das Glied mit
dsi k(EM) erhalten bleiben, Es sind daher in die Fehlergleichung (15.4)
9
die

Das ergibt folgende Fehlergleichung fiir Vertikalwinkel, wenn nur horizon=

Gl:{eder mit den Koordinateninderungen dxi und d;y'i einzubeziehen,

tale Strecken gegeben sind, wobei ay k(z ) durch Gleichung (15.3) gegeben
4 s

ists;
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ce | .
vi,k(zs )= -a'i,k(zs ).cot zi,k.cos Vi,k‘dxi-ai,k(zs ).cot zi’k.sm Vi,k‘dyi+
B ’ By .
-'*'ai,k(zs ).cot zi,k.cos Vi,k‘dxk%’i,k(zs%)'cot Zi,k'Sln Vi,k"dyk+
.4 cc
, Vi, x(8) ce
o w(z. )%, x(z. ) T Tisin 7, s K100 & pedfs-
s Sh i,k
e M
IR B St SO ye [ (Y- o] ] eenee (16.13)

HRADILEK verwendet in [27] auf Seite 406 in Gleichung (4) nur die
fir Horizontalentfernungen giiltige Fehlergleichung fiir die Vertikalwinkel,
obwohl er Schrigstrecken in die Ausgleichung einbezieht, Unter dieser Vor=
aussetzung muB damit gerechnet werden, daB8 die so gewomnenen Ergebnisse
mit Fehlern behaftet sind,

16,425 Hohenunterschiede aus gemessenen Schrigstrecken

Hohenunterschiede, die mit Gleichung (6.1) nur aus Schrigstrecken
abgeleitet wurden, kdnnen in diese Art der Ausgleichung nicht einbezogen
werden, da fiir alle Beobachtungen, aus denen diese Hohenunterschiede ab=
geleitet werden, bereits Fehlergleichungen enthalten sind,

16,3 . Gewichte

Zur Beriicksichtigung der Gewichte ist es zweckmiBfig, vor dem Aufstel=
len und Aufldsen der Normalgleichungen jede einzelne Fehlergleichung mit

dem zugehdrigen Wert Py o Zu mltiplizieren,
9

Jeder gemessenen Richtung wird das Gewicht Py zugeordnet:
2

= (c):c 2 eeeee (16.,14)
(mg )

Fir Steilvisuren kann man das Richtungsgewicht noch verfeinern, indem
man auch den mittleren Fehler der Lotabweichu.ng beriicksichtigt, In Gleichung

(16,14) wire damnn fiir my einzusetzen:

ccy 2 cey 2 cey 2 2 :
(mH) = (mR‘) + (m#) . cot Zi,k cocee (16.15)
Jeder gemessenen Strecke wird das Gewicht Py zugeordnet:
c2
Pg="7% ceess (16,16)
o

Die mittleren Streckenfehler o sind von dem verwendeten Strecken=

meBgerit abhingig,

Das Gewicht eines Vertikalwinkels ist durch Gleichung (14.10) in Ver=

bindung mit Gleichung (12,9) gegeben,
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EOHENBERECHENUNGEN INM SYSTEM DER GEERATUCHSHOEEN

Im Unterabschnitt 3,2 wurde das System der Gebrauchshdhen in Osterreich
kurz behandelt, Die Fehler, die in den horizontalen Strecken bei konven=
tioneller Berechnung im System der Gebrauchshdhen enthalten sein konnen,

wurden im Unterabschnitt 4,4 besprochen,

Hier soll nun auf die Vernachldssigungen eingegangen werden, die bel

konventioneller HShenberechnung im System der Gebrauchshdhen entstehen,

Es hat an sich vergleichsweise wenig Sinn, bei der Einschaltung zu=
sdtzlicher Punkte in das Mischsystem der Osterreichischen GebrauchshShen
alle an sich notwendigen Reduktionen zu beriicksichtigen, wie sie in den
vorhergehenden Abschnitten besprochen worden sind, Auf der vorliegenden
Grundlage konnen bei der Einschaltung neuer Punkte weder echte geoidische

und schon gar nicht ellipsoidische H6hen erhalten werden,

Fir die reine Hohenbestimmung im System der Gebrauchshdhen erscheint
es daher am zweckmiBigsten, nur gemittelte Hohenunterschiede aus Hin- und
Rilckmessungen zu verwenden, die mdglichst weitgehend vom Einfluf der Re=

fraktion befreit wurden nach einer der Situation angepaBten Nzherungsmethode,

~ Bisher wurden die HShen der Festpunkte in der Hauptsache fiir karto=
graphische Zwecke bendtigt, Dafiir sind die in konventioneller Weise erreich=
baren Genauigkeiten der HShen nach wie vor mehr als ausreichend, Fir tech=
nische Projekte werden in den meisten Fdllen lokale Hohensysteme entwickelt,
aufbauend auf eigenen Nivellements, so daB solche Projekte vielfach unab=

hingig vom Gebrauchshéhennetz sind,

Im allgemeinen wurden die trigonometrisch bestimmten Gebrauchshthen'
aus den Mittelwerten der HShenunterschiede von Hin- und Riickmessung abge=
leitet und zwar fast ausschlieflich unter Verwendung horizontaler Seiten,
Der Feh].er, der hierbei gegeniiber den echten geoidischen HShenunterschieden
entsteht, wird dnrch Gleichung (10,24) ausgedriickt, Das erste Glied auf der
rechten Seite von Gleichung (10,24) beirnhaltet den Einflu8 der Differenz der
restlichen Refraktionsfehler von beiden Visurendpunkten, Da im allgemeinen
grundsitzlich mit dem HARTItschen Refraktionskoeffizienten, Gleichung (i.l),
gerechnet wurde, kann dieses Glied unter UmstZnden einigen EinfluB8 ausiiben,
vor allem bei Steilvisuren; In Abb, 17,1 ist dieser EinfluB8 fir Seitenlé‘ngen
bis 10 km und fir verschiedene Differenzwinkel der verbleibenden Refraktions=
fehler dargestellt bei horizontaler Visur, Fir Steilvisuren ist der hier

dargestellte Fehleranteil noch durch si:azz zu dividieren,

Bei bo;lennahen Visuren wurden in der Praxis zwischen den Hohenunter=
schieden der Bin- und Riickmessung Differenzen festgestellt, die oft ein
mehrfaches der in Abb, 17,1 dargestellten Fehler betragen, die ja fir den
Mittelwert gelten,
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Das zweite Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10,24) stellt
den EinfluB der Lotabweichungs- und Lotlriim ungsdifferenz von beiden Vi=
surendpunkten dar, Bel horizontalen Visuren ist dieser EinfluB gleich Null,
er wird mit steigender Visurneigung grdBer. Fiir eine Zenitdistanz von 50g

ist ¢ieser EinfluB analog wie in Abb, 17.1 darzustellen,

Die Luswirkungen dieser beiden Glieder von Gleichung (10,24) kbnnen
einander teilweise aufheben, sie konnen sich aber auch summieren, Vor allem
im Bergland mu8 man damit rechnen, daf Differenzen bis in den Dezimeterbe=
reich auftreten konnen zwischen den echten geoidischen HShenunterschieden

und solchen H

Shenunterschieden, wie sie bisher mit alleiniger Verwendung
von horizontalen Strecken und eirem einheitlichen Refraktionskoeffizienten
berechnet wurden, Man muB daher auch bei den trigonometrisch ermittelten
Héhen im System der GebrauchshShen mit Fehlerm von der gleichen Gréfen=
ordnung gegeniiber den tatsidchlichen geoidischen Hohen rechnen, Wahrend im
Bergland diese Hdhenfehler mehr systematischen Charakter haben werden, ist
damit zu rechnen, daf im Flachland mit vorwiegend bodemnahen Visuren wegen
der iiberwiegenden Refraktionsfehler die Hthenfehler mehr zufilligen Cha=

rakter aufwelsen werden,

Das dritte Glied von Gleichung (10,24) wird im allgemeinen prektisch
keinen EinfluB ausiibeny worauf bereits im Unterabschnitt 10,71 hingewiesen

wurde,
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BEISPIEL RAURIS

All gemeines -

Im Sormer 1976 hatte die Triangulierungsabteilung des Bundesamtes
fiir Eich- und Vermessungswesen in Wien im Bundesland Salzburg unter an=
derem auch im Gebiet von Rauris ein Triangulierungsoperat zu machen,
Operat S-100/1976,

Um.nun die Auswirkungen der bisher iiblichen Vermachldssigung der
Einfliisse der Lotabweichungen und der Refraktionsznomalien auf die Hdhen=
'bérechnung und in veiterer Folge auf die Reduktion der elektronisch ge=
messenen Schridgstrecken und damit auch auf die Lageberechnung in ihrer
GroBenordnung an einem praktischen Beispiel aufzeigen zu konnen, wurden
in einem Teil dieses Overates die dafiir notwendigen zusZtzlichen lessungen
vorgenommen, AuBer zusitzlichen Richtungs-, Hohenwinkel- und Streckenmes=
sungen wurden in dem ausgewZhltien Bereich filir einige Dunkte aus astronc=
mischen Messungen die_Lotabweichungen abgeleitet, Als Folge der ungiinstigen
Witterungsverhdltnisse war es leider nicht mSglich, auf alien geplanten
Punkten die Lotabweichungsbestimmungen durchzufithren, Die astronomischen
Messungen und die Berechnung der Lotabweichungen wurden ven der Abteilung

K 2 des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen durchgefiihrt,

Sdamtliche lMessungen wurden mit Absicht unter normalen Feldarbeitsbe=
dingungen vorgenommen, es vurden also keine besonderen VorsichtsmaBnahmen
getroffen, wie z, B, Messen von einer groBeren Anzahl von Sitzen usw, Es
sollte ja erprobt weraen, welche Ergebnisse men unter den i{iblichen Feld=
arbeitsbedingungen erhi@it, Bel einer Vornahme dieser zus&tzlichen Messungen
in einem groBeren rdumliche Umfang konnte schlieBlich aus wirtsckhaftlichen
Grinden nur das unbedingt notwendige AusmaB an zusdtzlichen lessungen ver=

treten werden,

Fiir die hier durchgefithrten Untersuchungen wurde aus dem Operat S-100
vom ReiBrachkopf bis zum Schareck aus den tatséchlichen Beobachtungen eine
kettenartige Verbindung herausgeldst, Es ist daher bei einzelnen Richtungs=
sitzen im Operat noch eimne Znzahl von Richiungen nach anderen Punkten vor=

handen, die hier nicht mit verwendet werden sind,

Einerseits sollte erprobt werden, ob es praktisch mbglich ist, allein
durch das Anlegen von Dreiecken, in denen alizdrei Seiten gemessen wurden,
die Auswirkungen von Refraktion und Lotabweichung ausschalten zu kdnnen,
Wire diese Methode zielfithrend, ktnnte man sich das Messen von Lotabwei=
chungen und die EZrmittlung der Lefrzkiion in solichen FEllen erspzren, wo
es gelingt, in dex Matur glinstize Dreiscke zu schaffen, vobei jeweils eine

Dreiecksseite nahezu horizontal sein sollte und dis anderen beiden Seiten
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eine Visurneigung von mehr als 208 gegen die Horicontale aufweisen sollteng

um dieses Ziel erreichen zu kdmnen,
]
Weiters sollte die CGroBenordnung der Lotabweichungen bei einer Hoch=

gebirgsarbeit aufgezeigt werden, sowie die auftretenden Verschiedenheiten
als Folge der unterschiedlichen topogravhischen Gegebenheiten, Interessant
war vor allem die GrdBenorcnung der Auswirkungen auf die gemessenen Hohen=
winkel, auf die gemessenen Eichtungen und auf die reduzierten Strecken, Da=
riiber hinaus sollte auch der EinfluB der Refrektionsinderungen ermittelt

werden,

Es sollte auch erprobt werden, ob die im Rahmen einer Ausglzichung

rechnerisch ernittelten Lotabweichungskomponenten plausible Werte ergeben,

SchlieBlich sollte in einigen Varianten einer FNetzausgleichung fest=
gestellt werden, wie groB die Auswirkungen der hierbei auftretenden inde=

rungen auf die Lageberechnung sind,

Die Abb, 18,1 zeigt in einer Lageskizze die fiiT diese Arbeit verwen=
deten Punkte und Beobachtungen, Die nachstehende Tabelle 11 beinhaltet die
von der Abteilung X 2 an die rI‘rial:tlc:‘rulierung;sabteilu.ng bekannt gegebenen

Lotabweichungskomponentvens

Punk+t § cec rz cC _va\CC . A

19-154 || + 35,3 | +13,9 | 37,9 | 23%88°
36-154 ||+ 39,4 | + 14,4 | 42,0 | 22522°
47-154 | + 32,0 | +.20,1 | 37,8 | 35%61°
53-154 || + 35,5 | + 16,7 | 39,2 | 27%96°
87-154 || + 46,5 | + 41,3 | 62,2 | 46523°
108-154 | + 39,0 | + 2,3 | 39,0 | 3577°
111-154 ||+ 32,4 | - 10,8 | 34,2 | 379552°
113-154 || +29,6 | + 8,5 | 30,6 | 17%45°
114-154 | + 30,1 | - 3,7 | 30,3 |392%20°
115-154 | + 32,5 | +25,6 | 41,3 | 42519°
116-154 || + 22,7 | -18,6 | 29,4 | 356526°

Tabelle 11 : Lotabweichungskomponenten aus illessung

In den §-Komponenten sind die Unterschiede 2zwischen den einzelnen
Punkten verhiltnisméBig gering. GroBere Unterschisde zeigen sich jedoch
bei den H-Yomponenten, die sehr deutlich die Auswirkungen der Gelindeformen
widerspiegeln, tedingt dadurch, daB das-Tal nahezu in FNord-Std-Richiung
Ace

verlauft, Di‘e Spalte fiir gibt die Gesambtlotabweichung an und die

Spalte "A" das fzirut der Lotawwmeichung.,
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In Abb. 18,2, einem Ausschnitt aus der Punktiibersicht 1 : 50 000,
sind die aus den astronomischen lessungen abgelelteten Lotabweichungen

éingezeichnet,

Streckenreduktion

Ein Ziel dieser Untersuchungen war, auszuprobieren, ob es mdglich
wire, ohne Messen der Lotabweichungen und ohne Berechnung der Refraktions=
gnderungen allein durch das Suflbsen von Dreiecken ausgehend ven nahezu
horizontal gemessenen Strecken, fiir die praktisch die Vermachlédssigung
de-r. Refraktions- und Lotabweichungseinfliisse bedeutungslos wire, fir Steil=-
visuren plausible Streckenwerte abzuleiten, Dieser Versuch muB praktisch

als gescheitert betrachtet werden,

Es hat sich gezeigt, daB8 es oft nur schwer und manchmal iiberhaupt~
nicht mglich ist, fiir die Anwendung dieser Methode die notwendigen Voraus=
setzungen zu schaffen, Die notwendigen Dreiecke sollen nahezu gleichseitig
sein, eine Dreiecksseite soll nahezu horizontal sein und die beiden anderen
Dreiecksseiten sollen eine Visummeigung gegeniiber der Horizontalen von mebr
als 208 haben, un aus diesen Dreiecken einerseits die entsprechend redu=
zierten Strecken, andererseits die von Lotabmeichung und Refraktion unab=
hingigen Héhenunterschiede ableiten zu kénnen, Es ergaben sich bei dieser
Arbeit nur wenige Dreiecke, die von der Form her wirklich gut fiir die
Dreiecksauflésung geeignet sind, Obwohl dies eine Hochgebirgsarbeit ist,
sind unter den hier verwendeten 38 Strecken nur zwei, die die fiir die in=
wendung der Gleichung (6;1) zu fordernde Bedingung erfiillen, daB sie eine
Visurneigung von mehr als 208 haben, Nur weitere 6 Strecken haben eine
Visurneigung zwischen 15g und 20g Diese praktische Anwendung hat also vor
allem einmal erwiesen, wie schwierig es ist, sogar bel einer Hochgebirgs=

arbeit die Grundvoraussetzungen fiir die Anwendung dieser ethode zu schaffen,

Es war in diesem Beispiel Rauris mdglich, eine Reihe von Strecken aus
mehreren Dreiecken ableiten zu kdnnen, In der Tabelle 12 sind jene gemes=
senen Strecken zusammengestellt, die auch azus Dreiecken abgeleitet werden
konnten, Hier zeigt sich nun,; daZ zwischen den aus mehreren Dreiecken ab=
geleiteten Strecken Differenzen auftreten, die zum Teil gréler als 10 cm
sind, Vergleicht man andererseits die aus den Dreiecksauflésungen stam=
menden Strecken mit jenen Werten, die aus der Reduktion unier Beriicksich=
tigung der gemessenen Lotabweichungen, jedoch unter Verwendung des HARTL-
Refraktionskoeifiznienten stammen, und weiters mit den unter Verwendung wvon
ellipsoidischen I6her reduzierten Strecken, zeizen sich gleichfalls te=
trichtliche Unterschiede, Die gréften Differenzen ergaben sich in jenen
Fé‘.llén, wo die Ausgangsseite Tir die Dreieckssufldsung aus einem (in Ta=

belle 12 in Klam-or beigefiigten) Nachberdreieck zbgel eitet vurde,
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Konform reduzierte Strecke
Von-nachi ZXonvent. l aus . m, Lotabwg, aus ellips,
Berechnung| Sinussats | Dreieck EARTL-Refr, HH5henl~s
|
19- 87 | 3349,0983 ! 3349,1618 | 19- 53- 87 | 3348,9655 -
41951 | 19~ 87- 90
42488 | 19- 87~ 90
(87~ 90~ 95}
19- 90 | 5402,5956 | 5402,6559 | 19- 53- 90 | 5402,5468 -
96455 | 19-87- 90
37520 | 19- 87- 90
(87~ 90~ 95)
39-102 | 2562,0878 | 2562,0815 | 39~ 95-102 - -
39-108 | 1474.5374 | 1474,5316 | 39-108-110 | 1474,5174 1474, 4869
39-111 | 2767,2088 | 2767,1342 | 39- 47-111 | 2767,1895 2767,1624
.1840 | 39-111- AP ‘
47-108 | 4610,6036 | 2610,6566 | 47-108-114 | 4610,6441 -4610,5823
,5804 | 47~108-115
47111 | 4021,2261 | 4021,2392 | 39~ 47-111 | 1021,2535 4021,1771
47-116 | A707,8361 | 4707,8767 | 47-108-116 | 4707,8724 4707,8036
53~ 87 | 5312,8726 | 5312,9405 | 19- 53- 87 | 5312,8293 -
550158 | 53- 87- 90
551007 | 53- 87- 90
(87- 90~ 95)
53- 90 | 5122,1445 | 5122,1339 | 19- 53- 90 | 5122,0508 -
»1948 | 53- 87- 90
92767 | 53- 87- 90
(87- 90~ 95)
87~ 90 | 2505,2390 | 2505,2791 | 87- 90- 95 | 2505,2639 -
90~ 92 } 2017,32902 | 2017,4310 | 20- 92- 95 - -
¢3971 1 90- 92~ 98
90~ 95 | 3552,2917 | 3552,3416 | 87- 90- 95 - -
92730 1 90- 92~ 95
93395 | 90- 95- 96
.2122 | 90~ 95- 98
90- 96 | 4551,0314 | 4550,9814 | 90- 95- 96 - -
1,0281 | 90- 96- 98
95- 98 | 3059,7455 | 3059,7552 | 90- 95- 98 - -
, 7918 | 95- 96- 98
$6TTL | 95~ 98-102
(95- 96-102)
96- 98 | 3099,4122 | 3099,5004 90- 96~ 98 - -
: 24774 | 95~ 96- 98
94073 | 96- 98- 99
.3502 | 96~ 98~102
98- 99 { 2593,5692 | 2593,5418 | 96- 98- 99 - -
L4549 | 98~ 99-162
98-102 | 3605,2677 | 3605,30£2 | 39- 98-102 - -
,3019 | 95- 98-102
(95- 96-102)
,2362 | 96- 9e-102
2142 | 98- 99-102
l116-137 4 1ren 00m7 | 4 oem 0100 [ 23521162117 | 1458,2163% 1458,2233

Tabelle 12
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Die in Tabelle 12 ausgewiesenen Hrgebnisse zeigen, daB diese liethode
fir den ailgemeinen Fall der Anwendung zu unsicher ist, Die auftretenden
Differenzen sind offensichtlich auf den Rinflu8 der Lotabweichungen zu=
rickzufihren, sind doch bel jenen Punkten, wo gemessene Lotabreichungen
vorliegen, bei Beriicksichtigung der Lotabweichungen Richtungsinderungen
von + 20, 0°¢ bis - 1'7,6CC entstanden, was selbstverstdndlich Auswiz=

kungen auf die Dreiecksaufldsungen hat,

Wegen der groBen Differenzen zwischen den aus mehreren Dreiecken ab=
gel_eifeten Strecken wurde der ansuschlieBende Versuch unterlassen, aus
diesen Strecken unter Verwendung von Gleichung (6.1) Hohenunierschiede
abzuleiten, Eine wesentliche Voraussetzungwire hiefiir, daB fiir die Tal=
punkte ellipsoidische Hdhen bekannt wiren, fir deren Ermittlung men wieder

Lotabweichungsmessungen bendtigt,

Dieser Teil der Untersuchungen beim Beispiel Rauris zeigt also deut=
lich, daB es einerseits bereits sehr schwierig ist, in der Natur bei der
Auswahl der bendtigten Dreiecke die notwendigen Voraussetzungen zu schaffen,
und daB es auBerdem zu erwvarten ist, daB bel der Aufldsung wvon Dreiecken
in einer Hochgebirgsregion zufolge der nicht beriicksichtigten Lotabwei=
chungseinfliisse Streckenfehler bis in den Dezimeterbereich auftreten kdnmnen,
Man muB also aus diesem Beispiel Rauris den SchluB ziehen, daf in solchen
Extremfdllen der AnschluB an Hochgebirgspunkte vom Tal aus nur unter be=
stimmten Voraussetzungen durchgefiihrt werden darf, wenn man keine zusidtz=
lichen Netzspannungen erzielen will, Ob man nun Richtungsmessungen allein
verwendet und mit ihrere Hilfe aus im Tal gemessenen Strecken AnschluB=
strecken zu den Bergpunkten ableite¥, ob man nur eine Ausgleichung unter
. Verwendung von Richtungsmessungen durchfilhrt, oder ob man direkt gemessene
Strecken verwendet, der Lagefehler kann in den Telpunkten bis in den Dezi=

meterbereich gehen, wenn man die Auswirkungen der Lotabweichungen ignoriert,

Pier taucht natiirlich sofort der Gedanke auf, auf den AnschluB an die
Bergptnkte iiberhaupt zu verzichten, um sich aus wirtschaftlichen Griinden
die notwendigen zusdtzlichen llessungen ersparen zu koénnen, Lbgesehen davon,
daB es etliche Fidlle geben wird, wo es unbedingt notwendig ist, diesen An=
schlu2 durchzufilhren, wm iiberhaupt eine Xontrolle erreichen zu kdnnen, ist
auch in den anderen Fillen die Verpflichtung gegeben, éie Nachbarschafts=
beziehung herzustellen, Und was geschieht dann, wenn man tei der Bestim=
mung der Feupunkte auf den AnschluB an die Bergpunkte verzichtet urd im
Rahmen einer Folgemessung mmuf spiter eine Verbindung zwischen einem Tal=

punkt und einem nicht bericksichtigten Bergrunkt hergestelit werden?

In diesem Zusarrennang tauchen je ibterhaupt einige offene Fragen auf,

Einerseits wurde das bisher erstellte Gebrauchsnetiz ohne Rericksichtigung
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der lotebweichungseinfliisse bercchne’s, Fat es dsher einen Sinn, in einen
Rahmen, der méglicherweise als Folge davon rit Lagefehlern behaftet ist,
in Zulkunft mit groferer Gerauigkeit eupunkte ﬁineinzustellen? Eine wei=
tere Frage ist, was geschieht bei Nachfolgemessungen? Werden in eirem
Gebiet, wo die Festpunkte nit Bericksichtiging der Lotabweichungen bestimmt
worden sind, bei llachfclgemessungen keine Lotabweichungen bestimmt und be=
riicksichtigt, besteht glieichfalls die Hdglichkeit, daB grdSerc Spannungen
auftreten, Doch alle diese Fragen stehen auBerhaldb des fiahmens dieser

Arveit, da dies_peziigliche Imtscheidungen auf einer anderen Ebene liegen,

LuBer der Untersuchung der Ergebnisse der Dreiecksauflésungen wurde
der bisher iblichen konventionellen Berecknung der reduzierten Strecken
die Feduktion unter Berlicksichtigung der vorhandenen Lotabweichungsmessun=

gen, aber unter Verwendung der HLRTL-Refraktion gegenliber gestellt,

Fir die kleine Figur, von den Punkten 39-154 und 108-154 nach Norden,
wurden durch eine Ausgleichung nach Abschnitt 13 die r{efre.k*x,:i.ons'émderungen
und fir jene Punkte, fir welche sie nicht aus den astronomischen Ilessungen
abgeleitet worden sind, auch die Lotatweichungskomponenten ermittelt, Hexr=
nach wurde eine ellipsoicische und eine geoidische HShenberechnung durchge=
fihrt,

Unter Verwendung der so erhaltenen ellipsoicischen ESher wurde noch=
mals eine Reduktion der gemessenen Schriigstrecken vorgenomcen, Dies wZren

eigentlich erst die richtig reduzierten Strecken,

Die Ergebnisse dieser drei Arten der Streckenreduktion sind in der

Tabelle 13 zusammengestellt,

Die groBte Differenz zwischen der Berechnung in herkém=licher Weise
und unter Beriicksichtigung der Lota’bweichung ergab sich bel der Strecke
von 12 nzch 87, unter Verwendung eines der beiden HShenwinkel mit 175 mm,
im Mittel 2us Fin~ wnd Riickmessung mit 133 mm. indererseits zeigte sich
die groBte Auswirkung der in der Ausgleichung errechneten Refraktions=
anderungen bei den Strecken zum Punkt AT im Vergleich mit den nur beziig=
lich der Lotab‘:feichung korrigierten Strecken irmerhin noch mit 62 piiini

76 mn und 69 mm,

Die Zusammenstellung in Tabelle 13 zeigt deutlich, wie gefzhrlich
es sein kemn, im Hochgebirge die Streckenredukiion ohne Beriidcsichiigung
der Lotabweichungen und chne Errechrung eires aktuellen Wertes fir die
Refraktion durchzufihren, da die Auswirkungen auf die horizontale Seite
immerhin tis i1: den Dezimeterbereich gehen k& nen,

Andererseits cacht die Tabelle 13 deutlich, daB es bei nzhezu hori=
zental germescenen Strecken praktisch bedeutungslos ist, ob diese Einflisse

bei der Redulition bericksichiigt werden cder nicht,




Tabelle 13: Gegenilberstellung verschiedener Arten der Streckenreduktion

Konform reduszsierte Strecken

Von-nach Vif'sur= Konventionelle Berechnung gemessene Lotabweichung, HARTL-Refr. ellipsoid,
neigung Hin Zuriick Mittel Ein Zuriick Mittel ' Then

19- 07 - 27,155; 5349,0429 3319,1536 3349, 0983 3348,9526 3348,9783 3348,9655 -

19- 90 | - 13,48% | 5402,6092 | 5402,5619 | 5402,5956 | 5402,5468 - - -

36- 99 - 1759g 1603,9349 1603,9352 1603,9350 1603,9374 - - -

36-102 ha 4,188 535,1357 53341377 533,1367 533,1351 - . - -

36-106 | - 3,67% - - 2040,9327 - - 2040,8683 -

39-108 | - 31,895 | 1474,5402 | 1474,5345 | 1474,5374 - 1474, 5174 - 1474,4869

59-111 | - 19,298 | 2767,2072 | 2767,2104 | 2767,2088 - 2767,1895 - 2767,1624

47-108 | - 15,945 | 4610,5925 | 4610,6147 | 4610,6036 | 4610,6180 | 4610,6701 | 4610,6441 | 4610,5323

A7-111 | - 18,75% | 4021,2231 | 4021,2291 | 4021,2261 | 4021,2260 | 4021,2812 | 4021,2536 | 4021,1771

47-116 | - 14,53% | 4707,9129 | 4707,8593 | 4707,8861 | 4707,8650 | 4707,8798 | 4707,8724 | 4707,8036

53- 87 | - 17,978 | 5312,0553 | 5312,0899 | 5312,8726 | 5312,8075 | 5312,8510 | 5312,6293 -

5%- 90 | - 14,39% | 5122,1123 5122, 1767 5122,1445 | 5122,0508 | - - -

87- 90 | + 9,138 | 2505,2338 | 2505,2442 | 2505,2390 | 2505,2639 - - -

87- 95 | - 3,818 | 4195,6818 | A4195,6912 | 4195,6665 | 4195,6596 | = - - -
102-108 | - 2,95% | 3172,6377 3172,6355 | 3172,6366 - 3172,6268 - -
106-108 | + 0,48% | 1083,6005 | 1083,6005 | 1083,6005 - 1083, 6009 - -
108-110 | - 1,355 | 1212,7725 | 1212,7724 | 1212,7724 | 1212,7711 - - 1212,7711
108-116 | + 1,03% | s5281,3987 5281,3995 | 5281,3991 | 5281,4037 | 5281,4015 | 5281,4026 | 5281,4025
110-111 | - 0,945 {| 1041,0362 1041, 0362 1041, 0362 - 1041,0362 - 1041,0%61
110~113 - 1,968 2097,0570 2097,0589 2097,0579 - 2097,0558 - 2097,0547
110- &P | - 3,148 | 1055,9630 | 1055,9841 | 1055,9836 - - - 1055,9815
113-116 | + 4,80% | 2328,1628 | 2328,1649 | 2328,1638 | 2328,1710 | 2328,1678 | 2328,1694 | 2328,1687
116-117 | - 8,536 1 1458,2274 | 1458,2300 | 1458,2287 | 1458,2183 - - 1458,2238
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Netzausgleichungen

Zur E:rprobung, welche Auswirkungen die im Unterabschnitt 18,2 zusam=
mengestellten Differenzen in den nach verschiedenen Methoden reduzierten
Strecken auf die Kocrdiraten der Festrunkte haben, wurde eine Reike von
Netzausgleichungen elektronisch im Bundesrechenzentrum mit dem neu er—

stellten Program "IDV-Netz 77" durchgefihrt.,

Vorerst wurde die in Abb, 18,1 dargestellte Gesamtfigur in die Netz=
ausgleichung einbezogen, hiefiir wurden die Ponkte 47-154 und 535-154 als

gegeben angenommen und alle ifhrigen Festpunkte als Neupunkte betrachtet,

Um auch die Auswirkung der fiir die kleine Figur in einer getrennten
Ausgieichung ermittelten Refraktionsunterschiede auf die Lageberechnung
erproben zu konnen, vurde zusidtzlich noch die kleine Figur von den Punkten
39=154 und 108-154 nach Norden allein der Wetzausgleichung unterzogen,

Hiefiir wurden die Punkte 39-154 und 47-154 als gegeben angenommen,
Insgesant wurden folgende lletzvarianten durchgerecunet:

a) Gesamifigur, ohne MaBstabsfaktor, Strecken konventionell reduziert,

HARTL-Refraktion, ohne Beriicksichtigung der Lotabweichungen,

b) Gesamtfigur, ohne KaBstabsfaktor, Richtungen auf den Stzndpunkten mit
gemessener Lotabweichung entsprechend reduziert, Streckenreduktion
unter Berilicksichtigung der gemessenen Lotabweichungen, aber mit HARTL=-
Refraktion, Da nicht bei allen Punkten Lotabweichungen vorliegen, ent=

stehen auch nicht bei allen Punkien Znderungen in den Ausgangsdaten,
c) Gesamtfigur wie a), aber mit MaBstabsfaktor,
d) Gesamtfigur wie b), aber mit laBstabsfaktor,

e) Kleire Pigur wie 2),

f) Kleine Figur wie b).

g) Kleine Figvr, ohne llaBstabsfzktor, Richtungen wie in b), Strecken

unter Verwendung der ellivsoidischen HShen reduziert,
h) Hleine Figur wie a), aber mit liaBstebsfaktor,
k) Mleine Figur wie g), aber nit LiaBstebsfaktor,
Die Ergebnisse dieser 9 Varianten wurden in der Tabelle 14 zusammen=
gestellt,
Die zusgewiesenen Koordina“cenéndergngen beziehen sich auf die im

-

Operat S-100 errechneten Koordinaten, Es miissen daher die Varianten b),
¢) und d) mit der Variante a) verzglichen werden und die Variznten f), &),

h) und k) mit der Variante e),



Tebelle 14

. Koordinateninderungen in mm fiir Variante
Punkt a) D) c) d) e) £) g) . h) k)
dy  dx | dy [ ax | ay [ dax | dy | ax | dy | a&x | dy | a&x | dy | ax |, dy | ax- | dy | dx
19 | ~26|+11[-25[+29|=-16[+ 1[=-25|+30| , . . . . . . . . .
36 | + 5|~ 1|-44|-72|-23]-20[=42|-T2| . . . . . . o . o .
39 I - 1 4|=-35|=-63[=-25|=-17(=-33|=61] . . . . . . . . . .
87 Il + 2|+ 22|-38|~-60|- 2|+ 9]|-38|-59 . . . . . . . . . .
90 || + 5|~ 8 9|-62|-12|-11|~ 7|-82[ ., . . . . . . . . .
92 + 8 3 19|-80|=- 9|=- 8|=-18|=1T9 . . . . . . . . . .
95 | +15)+ 3|-21]-62|avo|-11|-29]-02| | .| | o o) o o | . .
96 || +12]- 1|-25|-82|-11|=-15|-24|~81[ . . . . . . . . .
98 | +12)+ 4|=-31|-71]|=23|=-13[~-29|~-T70| . . . . . . . . . .
99 | + 5 O|=-42|~-78|=21{=-19|=-40|=-T77| . . . . . . . . .
102 | + T{= 4|=39]|=79|-19|=-23|-3T|=78[ . . . . . . . . . .
105 | + 13|+ 7|-37|~-88]|=15|~ 16|~ 35|~ 86 . . . . . . . . . .
106 O|= 1|=38|=113|=29|=~23|~-36|-111[ , . . . . . . . . .
108 | + 3|+ 1|-37|-95|=-26|=21|=35|=-94]|+ 1|~ 5|~ 5|-48|=-42|-27|-11 5(-38]-31
110 o|- 5|-30|-97|-23|-28|=28|=-95[~- 3|-10|- T7|-48|=-51|-39|~14 8|~ 47|~ 39
111 | + 4 of=-23|-100]|=-22|-28|-21|=-99|+ 2]~ + 3| =43|=50|=~-18|~16 O|=44|=19
113 O{= 3|=-14|-104|=17|=35|=13|=102|~ 3|~ - 4|-50|=-68|=-31|-22]=-11|=62|~-29
114 | -20|-26|=-14]-129|-27|-66|-14|-126|=-22|=28|=22|=72|=104|~ 51|~ 44|~ 40|~ 96|~ A7
115 -~ 26| ~31|~10|=-111]|-31|=64]|- 9|=109|=28|=33|=17} = 65|=100| = 53 46 45| = 93| - 49
116 | - 1|-10 114 |- 7| - 54 6|-111(- 3|-12|- 6|-52|-65/-22]=26|=26|-77]-17
117 | - 17 -15 71 -118|- 12|~ 56 7|-135]=129| =17 |- 17| = 66| =112| - 41|~ 37| = 37| -105| = 34
EP Y+ 2= 1|=22)-99|=-20|-31]-21][-0T]-~ 1i- 4|~ 3]-41|~054]~-28)-16 6|~ 48] =27

- gIT =




In Tabelle 15 sind nock weitere wesentliche Ausgleichungsergebnisse
flir die 9 Varianten zusamnengestellt, wobei festzustellen ist, daB bei
der Verwendung konventionell reduzierter Strecizen in diesem Beispiel ein
etwas hoherer laBsiabsfaktor entsteht als bei Verwendung der unter Be=

ricksichtigung der Lotabweichungen reduzierten Streclen,

ariznte cc m laBstabsfakto invfrn in im
(mm) mm/ von bis | von bis
a) 4,9 | 10 . +27 =31| 20-30
b) 4,9 10 . +23 =17 | 15-29
c) 457 9 - 2,9 +12 =33 | 20-30
a) 4,91 10 + 0,2 +23 17| 21-32
e) 3,8 8 . '+ 7 -11| 8-19
f) 45T 9 . +11 =21 | 10-23
g) 4,6 9 . +17 =15 | 10-23
h) 3,6 7 - 5,1 -1-35( 9-21
k) 457 9 + 1,9 +23 = 7 |[+12-27
Tabelle 15

Die Tabelle 16 beinhaltet eine Zusamenstellung des Vergleiches
verschiedener Varienten. Hier sind die Unterschiede §(dy) und 6(dx) in
den Koordinateninderungen und die maximale Lageverschiebung ds ZWi=

schen den betreffenden Varianten angefihrt,

Tergl, d.| &(ay) 8(ax) as
in mm in mnm max Punkt

Varianten . . .
von bis | von bis in m

c) ~a) | +10-25 3-44 1 44 116-154

d) -d) j+ 2 0|+ 3 0 . .

h) —¢) | -11-23| +10-20" 27 11?:1;2
k) -g) |+ 8+ 4|+ T- 4 . .
b) - 2a) |+ 24 -50| + 18 =104 | 118 106-154
d) - c) |+ 22 36| +29 - 88 88 106-154
f) =) | +11 - 6| =32 =149 49 117-154

g) —e) | -43-93| -10-29 | 96 117-154
g) -f) | -371-95| +30+ 9| 98 117-154
X) =h) | -27-68| + 9 - 36 68 117-154

Tabelle 16

Hier ze::.gt sich, daB die Lageinderung bis in den Dezimeterbereich

gehen kann, abhingig davon, ob m=zn die gemessenen Schrigstrecken ohne
oder mit Reriicksichtisung der Lotabweichungen reduziert, Interessant ist

auch noch die relativ groBe Lagefinderung zvischen den bteiden Variantenm
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f) und g), Wo in beiden Fillen bereits die Lotabl‘?eichxmgen beriicksichtigt
sind, Ursache fiir diese Anderungen sind die aus der getrennten Ausglei=
chung stammenden Refraktionsinderungen, die in’'den ellips‘oidischen Hoéhen

ihren Niederschlag finden.

Hohenberechnungen

Als Grundlage der Hdhenberechnungen wurden die Hohenunterschiede in
verschiedenen Varianten berechnet, Vor allem erfolgte eine Berechmung in
konven;tioneller Welse, Jene Hohenunterschiede, wo fir den Standpunkt dez
Héhenwinkelmessung eine Lotabweichungsbestimmunz vorlag, wurden in der
zweiten Variante unter Beriicksichtigung der Lotzbweichungen berechnet, aber
mit Verwendung der HARTL-Refraktion. Diese HShenunterschiede waren dznn die
Ausgangswerte fiir die Ausgleichung nach Abschnitt 13, die iiber den Bereich
der kleinen Figur erstreckt wurde, von den Punkten 39-154 und 108-154 nach
Norden, Dadurch sollten die in dieser Figur noch unbekannten Lotabweichungs=
komponenten fiir die Punkte 39-~154, 11C-154, 117-154 und EP und fir vier
Gruppen von Visuren die Refraktionsverbessemngen berechnet werden, Diese
vier Gruppen wurden so definiert: )

a) Visuren vom Berg ins Tal; -
b) Visuren vom Tal auf den Berg;
c) Visuren vom Tal zu Hangpunkien;

d) Visuren im Talboden,

Fir diese vier Visurengruppen ergaben sich folgende RefraktionsZnde=
rungen &k als Zuschlag zun jeweiligen EARTL-Refralktionskoeffizienten:

Ak, = + 0,1319 sk, = - 0,1352

Akb

N L . s . s
Als errechmete “otabweichungskomponenten erzaben sich aus der Aus=

]

- 0,2441 £k, = ~ 0,0565

d

gleichung folzende Verte:

Punict §CC ’Z cc 29,0(: A
39-154 | + 16,0 | + 25,4 | 30,1 | 64521°
110-154 | + 29,9 | - 2,8 | 30,1 | 394%00°
117-154 § + 2,6 | -12,5 | 12,8 | 313%02°
EP + 53,2 | -23,5 | 58,2 |373%48°

Tabelle 17
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Diese Ergelmisse fiir die errechneien Lotabweichungskomponenten
weisen darauf hin, daB wohl die Grundtendenz der Lotabweichungen so
einigermalen erzielt wurde, doch darf man diesie Lotabweichungen nur
als Ngherungswerte betrachten, ¥ihrend die § -Komponenten eher glaub=
wirdig erscheinen, fallen die " -Komponenten ein wenig aus dem Rahmen
der aus den astronomischen lMessungen abgeleiteten Werte, Es sind na=

tirlich zum Teil etwas wenig Uberbestimmmgen vorhanden,

Mit den Ergebnissen dieser Ausgleichung wurden nun einerseits
ellipsoidische Hohenunterschiede abgeleitet und andererseits gendhert

geoidische Hohenunterschiede,

"In der Tabelle 18 ist eine detaillierte Gegeniiberstellung der in
den angefiihrten vier Variarten berechneten Hdhenvnterschiiede enthalten,
In diese Tabelle wurde auch der EARTL-Refrakiionskoeffizient und der fir
die Hohenunterschiede im Bereich der kleinen Figur aus der Ausgleichung

resultierende Refrzktionskoeffizient aufgemnormen,

Die ellipsoidischen und die geoidischen Hohenunterschiede bildeten
die Grundlage fiir zwei Hohenausgleichungen nach Abschnitt 14 im Bereich
der kleinen Figur, Fiir die Berechnung der ellipsoidischen Hohen wurde
die Hivellementhdhe des Pﬁnktes 113-154 als isusgangshthe ilibernommen, bei
der Berechnung der geoidischen Hthen wurden die Nivellementhdhen der
Punkte 110-154, 113-154, 114-154, 117-154 und EF als Ausgengswerte ver=

wendet,

In der nachfolgenden Tzbelle 19 sind fiir die kleine Figar die HShen
aus dem Operat S-100, die geoidischen HEohen und die ellipsoidischen Eohen
einander gegeniiber gestellt, Die Differenz Gi— Ei ergibt dann giie Ab=
stdnde des Geoids wvonm Ellipsoid fiir die Punkte dieser Figur, Bezieht man
diese Absténde auf den tiefst gelegenen Geoidpunkt, 108-154, erhdlt man
einen Maximalabstand von 234 rm zwischen Geoid und Ellipsoid beim Puxkt
117=154, Die Diffevenz G~ Hy
Gebrauchshdhen aus dem Operat und den geoidischen Hohen, Die zum Teil
groBen Differenzen, 3C2 m beim-Punkt 47-154 und 87 mz beim Punkt 39-154‘,

zeigt nun den Unterschied zwischen dem

ergaben sich hauptsichlich duxrch die Beriicksichtizung der Refraktions=

gnderungen,
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Tabelle 18: Cegeniibersteilung der Edhemunterschiede

Hheununtexrschied Refrakticnskoeffizient
Von-nachl konvent, i’;g;ﬁgi ellipsoid, | geoidisch | n, HLRTL e, dusgls,
19- g7 | ~1522,9642 | -1523,1628 . . +0,1221 .
- +1522,7205 | +1523,1064 o o + 0,1343 o
Mittel | 1522,8424 | 1523,1346 . .
~1160,8661 | =1161,1562 . . + 0,1221 .
19- 901 11160,9912 ! . : + 0,1314 .
Mittel | 1160,9286 . . .
36- 39 | 712,1826 | + 712,0348 . . + 0,1379 .
= 27| - T12,2273 . . . + 0,1322 .
Wittel 712,2050 . . . :
36- 96 | + 103,9584 | + 104,2072 . . + 0,1379 .
- 103,9410 ° ° @ + 031370 °
Mittel 103,9497 . . .
56 g9g | * 1753966 | + T75,4569 . . + 0,1379 .
- 775,4090 . . . + 0,1316 .
Mittel | 775,4028 . . .
- 39,9386 | - 39,8385 ° . + 0,1379 .
36- 99 |, 3919164 ! : . + 0,1382 :
Mittel 39,9275 . . .
+ 35,2471 | + 35,2573 . o + 0,1379 .
36=102 | | 3570178 : : : + 0,1376 .
Mittel 35,2322 . . .
+ 80,1009 | + T9,9940 . . + 0,1379 .
36-105 | T 5011725 : : : + 0,1572 :
Mittel 80,1366 . . .
- 120,3701 | - 120,4961 . . + 0,1379 .
36-106 | | 120,2535 t : ! + 0,1388 !
Mittel | 120,3118 . . .
36-108 | | 1121945 | + 112,3811 . : + 0,1388 .
39-108 | - 807,2070 . - 807,2997 | - 807,2326 | + 0,1323 0,2642
-| + 807,2174 | + 807,2486 | + 807,2960 | + 807,2648 | + 0,1388 - 0,1054
Wttel 307,2122 R 807,2978 807,2487
39110 | = 850,1185 . - 850,2599 | - 850,160C7 | + 0,1323 + 0,2642
+ 850,0725 . + 850,2423 | + 850,1553 | + 0,1390 - 0,1052
Mittel |  850,0955 . 850,251 850,1580
39111 | = §55,2973 . - 865,5083 | - 865,303 | + 0,1322 + 0,2640
+ 865,28569 | + 86543558 | + 865,5220 | + 855,4382 | + 0,131 - 0,1050
Mittel 865,2921 . £65,5152 865,4096
39 mp | = 902,0894 . - 902,3334 | - 902,1804 | + 0,1322 + 0,2540
+ 902,0558 . + 902,3797 | + 902,2283 | + 0,1394 - 0,1048
Mittel 902,0726 . 902,3566 902,2044
47-108 -1179,4962 | -1179,3962 | -1179,6231 | -1179,7251 | + 0,2293 + 0,2612
+1179,4093 | +1179,1926 | +1172,5126 | +1179,8233 | + 0,13€8 -0,1054
Mittel | 1179,4528 | 1179,2944 | 1179,6178 | 1179,7762
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Tabelle 18 (Fortsetzung)

Hohenunts

er schied

m, Lotabws,

Refraktionskoeffizient

Von-nach! kxonwvent, LiRTL-R7n 21lipsoid, | geoidisch n, HARTL a,Ausglg,
117 | -1220,3830 -1220,3735 | -1220,5483 | -1220,5578 | + 0,1293 + 0,2612
4T-111 1 41220,3634 | +1220,1915 | +1220,5150 | +122¢, 6859 | + 0,1331 - 0,1050
Mittel | 1220,3732 | 1220,2325| 1220,5316 | 1220,5224
114 | -1255,9148 | -1256,1052 | -1256,3126 | ~1256,1015 | + 0,1293 + 0,2612
47-114 | 11555, 8708 | +1255,5916 | +1256,2755 | +1256,2230 | + 0,1394 - 0,1048
Mittel | 1255,892¢ | 1255,9984 | 1256,2910 |- 1258,1622
47-115 | = 975,6421 [ = 975,8062 | - 975,9595 | - 975,7594 | + 0,1295 | + 0,2612
< |+ 975,4587 | + 975,6557 | + 975,8984 | + 975,5928 | + 0,1371 - 0,1070
¥ittel 975, 5504 97557320 975,918 975,7261
' 116 -1093,5354 | -1093,7417 | -1093,9770 | =109%,7707 | + 0,1293 + 0,2612
47- +1093,7661 | +1093,5780 | +1034,1136 | +1094,2017 | + 0,1361 - ¢,1061
Mittel | 1093,6508 | 1093,7098 | 1094,0453 | 1093,9862
3. 87 -1539,7436 | -1539,9088 ; . + 0,1220 .
5= 8T | 11539, 6220 | +1539,7585 . : + 0,1343 :
Mittel | 1539,6838 | 1539,8336 . .
o | ~1177,6047 | -1177,8724 . . + 0,1220 .
53- 90| 11377,3241 . ) ) + 0,1314 :
Mittel | 117%,4644 . . .
67 90 | * 36251006 | + 361,8918 . : + 0,1343 .
- 36159538 ° ° o + 031314 °
Mittel | 362,0272 . . . .
- 251,7637 | - 252,1333 o . + 0,1343 .
87- 95| 4 251,6070 = . . + 0,1363 )
Mittel 251,6854 . . .
- 147,3392 . . . + 0,1376 .
102-108 | | 147,3876 | + 147,5744 . . + 0,13ee .
Lﬁttel 147,3634 ) ° ° ° .
+  8,0737 . . . + 0,138€ .
106-108 | _ g'794 | - 8,0203 . . + 0,155 .
ittel 8,0766 . . .
108110 | = 25,7133 { = 25,7814 | - 25,7749 | - 25,7068 | + 0,13£8 + 0,0823
- + 25,7181 . + 257799 |+ 25,7246 | + 0,1390 + 0,0825
Wittel 25,7157 . 25,7774 25,7157
- 76,4307 | - 76,7178 | - 76,6155 |- 76,3280 |+ 0,1388 + 0,0823
108-114 | | 76,2909 | + 76,5000 | + 76,6033 |+ 76,3926 | + 0,1394 + 0,0829
Mittel 76,3608 76,6094 | 76,6092 76,3603 .
Los-116 | * 85,7533 |+ 85,4530 | + 85,5765 | + 85,8868 | + 0,1358 + 0,0823
- - 85,7127| - ©5,5874 | - ©5,4678 |- €5,5691 | + 0,1381 + 0,0816
Mittel 85, 7380 85, 5202 85, 5202 85,7380
110-111 | = 15,2241 . ~ 15,2190 | - 15,2093 | + 0,129 + 0,0825
- + 15,2165| + 15,2147 |+ 15,2195 |+ 15,2213 | + 0,1392 + 0,0826
Mittel 15,2153 . " 15,2192 15,2153 :
110-113 | 7 ©4.75%2 . - 64,8203.| = 64,7395 |+ 0,1390 | + 0,0825
“13 0+ 64,7000 | + 64,7972 | + 64,6167 | + 62,7195 | + 0,1395 | + 0,030
Mittel 6457294 . 64,6185 64,7295
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Tabelle 18 (2, Fortsetzung)

Hohenunterschied

[

Refrakiionskosffizient

m,Lotabwg,

Von-nach] konvent, HARTL-RfT. ellipsoid. | geoidisch | n, HARTL a.Ausgleg,
110-116 | * 111,4566 . + 111,3728 | + 111,5432 | + 0,1390 + 0,0C25
- 111,4705 | - 111,3989 | - 111,3122 | - 111,3836 | + 0,13E1 + 0,0816
Mittel 111,4636 . 111,3425 111,4634
110- EP | = 52,0160 . - 52,0405 - 52,0111 | + 0,1390 + 0,0825
+ 51,9938 . + 52,0280| + 51,9987 | + 0,1394 + 0, 0829
Mittel 52,0049 . 52,0342 52,0049
111_113-' = 49, 5605 = 49’ 6372 - 491 6269 - 491 5498 + O, 1391 + O! 0826
+ 49,5388 | + 49,6102 | + 49,6205 |+ 49,5487 [ + 0,1395 + 0,0830
Mittel 49,5496 49,6237 49,6237 49,5492
111_114 - 35’5674 - 3537212 ° o + O, 1391 °
11 gp |- 36,8076 [~ 36,6315| - 36,8506 |- 36,6015 |+ 0,1391 | + 0,0826 |
B + 36,7863 . + 36,8289 | + 36,7867 | + 0,1394 + 0,082¢9
Mittel 36,7970 . 36,8298 36,7941
113-114 + 14,0158 | + 13,9271 . . + 0,1395 o
113-116 + 176,2242 | + 176,1152 | + 176,1393 | + 176,2483 | + 0,1395 + 0,0830
- - 176,1957 | = 176,1580 | - 176,1339 | - 176,1716 | + 0,1381 + 0,0816
Mittel 176,2100 176,1366 176,1366 176,2100
114-115 + 280,2314 | + 280,2181 | + 280,2371 | + 280,2464 | + 0,1394 - 0,1048
4= - 280,2186 | - 280,2499 | - 280,2420 | - 280,2112 | + 0,1371 + 0,0019
Mittel | 280,2250 280,2340 280,2396 280,2288 .
114-116 + 162,2212 | + 162,2057 | + 162,2125 | + 162,2327 | + 0,1394 - 0,1048
4 - 162,2224 | - 162,2282 | - 162,2240 | - 162,2238 | + 0,1381 + 0,0029
Mittel 162,2218 162,2170 162,2182 162,2282
115-116 | ~ 117,9701 | - 118,0358 | - 118,0157 | - 117,9523 | + 0,1371 + 0,0019
+ 118,0263 | + 117,9940| + 118,0304 | + 118,0643 | + 0,1381 - 0,1061
Mittel 117,9982 118,0149 118, 0230 118,0C83
115-117 | © 314,6095 | - 314, 6998 | - 314,6771 | - 31£,5944 | + 0,1371 + 0,0019
+ 314,6393 o + 314,6772 | + 314,6834 + 0,1396 - 0,1045
Mittel 314,6244 . 314,6772 314,6329
116-117 | = 196,6487 | - 196,7160 | - 196,6933 | - 196,6260 | + 0,1381 + 0,0029
+ 196,6294 . - + 196,6933 | + 196,6705 | + 0,1396 - 0,1045
Hittel 196,6390 | . 196,6933 196,6482
116- EP | = 163,4326 | - 163,3622 | - 163,3097 | - 163,3796 | + 0,1381 + 0,0816
+ 163,4437 . + 163,2867 | + 163,4954 | + 0,1394 + 0,0829
Mittel 163,4382 . 163,2982 163,4375

Bei den geoidischen Hohenunterschieden erfolzte auch bei jenen HShen=

winkelmeszungen, wo keine gemessene Schrigstrecke vorleg, d e EShenunter=

schiedsberechnung wnter Verwendung von SchriZgstrecken, die aus den Xoordi=

naten urd ellipsoidischen HShen der Visurendpunkte abgeleitete wurden,
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Tabelle 19 : Zusamnenstellung der ausgeglichenen Hdhen

: Gi - Ei Gi - I-;i
Punkt H, in-m G. in m E inm . . .
i i i in n inm

39-154 § 1855,280 | 1855,367 | 1855,462 | - 0,094 | + 0,087
AT-154 || 22154226 | 2215,528 | 2215,542 | - C,Cla | + 0,302
108-154 | 1030,920 | 1030,916 | 1031,020 | - 0,1C4 | - 0,004

110-154 | 1C0%5,19¢ | 1C05,19S | 1005,229 | - 0,040 .
111-154 989,980 | 989,980 990,021 | - 0,041 0
113-154 | 94C,4C5 940,405 940,405 0 .
114-154 i 1007,029 | 1CC7,049 | 106,945 | + 0,104 .

| 115-154 | 1234,638 | 123%4,650 | 1234,568 | + 0,092 | + 0,022

116-154 { 1116,640 | 111¢,655 | 1116,550 | + 0,105 | + 0,015
117-154 920,004 920,004 919,874 | + 0,130 .
EP 953,186 953,186 955,193 | - 0,007 | =~ .

Die fiir die Hohenberechnungen vervwendeten Ausgangshtnen (Wivelle=

menthShen) sind in Tabelle 19 wnterstrichen,

Die Beriidisichtigung der Lotabweichungen hat bei den Fdhenunterschieden
nicht unbedingt die Tirkung, deB die Pifferenz der Absolutbheirige der Edhen=
unterschiede von Ein- und Riickmessung bzw, gleich beldeutend die Sumre
OH, |+ % . kleiner wird als ohne Bertcksichtigung, Vielfach wird sie

i,k P
sogar groBer, da demn erst die Refraktionseinflisse voll zum Vorschein
kommen, In der Tabelle 20 sind die Ertremwerte dieser Betrige fir die
vier Arten van Edhenunterschieden zusam—engestellt und die “ngzahl der

- - X - - s - - - X . n) . N
Hohenunterschiede in bestizmten GréRenbereichen dieser Summe bzw, Yifferenz,

N Ang Q e} scki ir die A . =
- AHi’kﬂ- /_H_K’ N anzahl der Edhenunterschiede fiir die Lﬁi,k'h'ak L
ven bis C-2 cm | 2-5 cm 5-1C6 cz | 1C-2ZCcm | liber 20 wm
LH! +0,231 ~0,281 13 12 5 T 3
Ny -0,022 -0,217" 0 5 2 4 3
AE || +041%7 ~0,041 16 6 1 2 o -
26 | +0,431 ~C,067 8 5 4 6 2
Tabelle 20

DafB bei den ellipsoidischen Hdhenunterschieden trotzdem noch einige
groRere Summenverte auftreten, zeigt, da8 fiir die betreffenden HShenunter=

schiede die Refrak‘bionser:ittlmmg nicht .ganz zuireffend ist,
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Berechnungen nach Annahme der restlichen Lotabweichungen

Nach Durchfiihrung der in den vorhergehenden Unterabschnitten bespro=
chenen Berechnungen wurden versuchsweise fiir die restlichen Punkte des
Testnetzes Lotabweichungen angenommen, wie sie entsprechend den GelZnde=
verhidltnissen ungefdhr zu erwarten sind, Eine echte Interpolation wurde
wegen der hiefiir notwendigen umfangreichen Lotkrimmungsberechnungen nicht

vorgenommen,

Mit den g'emessenen und angenommenen Lotabweichungen wurden unter Ver=
wendung der HARTL-Refraktion die HShenunterschiede berechnet und anschlieB8end
nach Abschnitt 13 die Fehlergleichungen fiir die Ermittlung der Refraktions=
inderungen aufgestellt,

Auf der Grundlage dieser Fehlergleichungen wurden drei verschiedene
Ausgleichungen nach unterschiedlicher Zuordnung der Beobachtungen zu den zu

ermittelnden Refraktionsinderungen durchgefiihrt,

In der ersten Ausgleichung wurde fiir das gesamte Testnetz eine einheit=
liche Refraktionsinderung mit Ak = -0,0609 ermittelt, Die Quadratsumme der
Widerspriiche vor der Ausgleichung ging von [pww] = 122,88 durch diese Aus=
gleichung auf [pvv] = 75,51 herunter,

Bei der zweiten Ausgleichung wurden die Vertikalwinkelmessungen in
sechs Gruppen unterteilt:

a) Visuren von Gipfel zu Gipfel

b) Visuren vom Gipfel in den Hang und zuriick

¢) Visuren vom Gipfel ins Tal und zuriick

d) Visuren vom Hang in den Hang

e) Visuren vom Hang ins Tal und zuriick

f) Visuren im Tal,
Als Ergebnis dieser Ausgleichung bewegten sich die Refraktionsinderungen 4
zwischen den Wertem =0,0342 und =-0,1202 und es ergab sich [pvv] = 60,87,

Eine weitere Spezialisierung in der Art, daB8 bei den Gruppen b), ¢) und
e) die Riickvisuren eigenen Refraktionsinderungen zugeordnet wiirden, ist nicht
méglich, da wegen der fast gleichen GréBe der Koeffizienten der Unbekannten
bei der Hin- und Riickvisur in den einzelnen Fehlergleichungen die zugeord=

neten Normalgleichungen praktisch singuldr werden,

In einer d:rit‘:cen Ausgleichung wurden 28 Refraktionsinderungen berechnet,
Hierbei wurden im'wesentlichen die Vertikalwinkelmessungen standpunktweise
zusammengefaBt, wobei auch nach der Art der Visuren unterschieden wurde, In
einigen F&Zllen muBten jedoch gleich geartete Visuren mehrerer Standpunkte
einer Refraktionsunbekannten zugeordnet werden, da ansonsten die Uberbe=

stimmung zu gering gewesen widre, Bei dieser Ausgleichung ergaben sich die
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Refraktionsénderungen Ak mit Werten zwischen +0,1787 urnd -0,2258 mit
[pvv] = 29,88, Es ist natiirlich selbstversténdlich, daB beim Einfiihren
einer groBeren Anzahl von Unbekanmnten in ein Ausgleichungsverfahren eine

vessere Anpassung erreicht wird und daher die Sumre [pvv] kleiner werden

muf,
Von | Nach Glg,(18,1) mit Refraktion | durch Ausgleichung
nach HARTL aus Ausglg, besser |schlechter
EP | 110 - 19,99°°¢ - 1,06%° 18,93°¢ .
36 99 + 0,74°° +13,82°° . 13,08°°
39 | 108 - 11,76°¢ - 1,08°° 10, 68%°¢ .
47] 108 | -28,10% | & 5,325 | 22,;77°C .
47 | 11 - 29,11°¢ - 25,06°° 4,05%¢ .
47| 116 - 9,27 + 15,47° . 6,20°¢
87| 90 | =-38,01°° | - 6,90°° 31,17°° .
87| 95 | =-53,86°° | - 5,52°C | 48,34°° .
9o| 92 | =-33,75°° | - 20,21° 13,54°° .
90| 95 | = 1,31°° | 4+ 22,46°° . 21,15°°
90} 96 | -17,74°° | + 11,54°° 6,20°° .
90| 98 - 21,30°°¢ + 0,89°° 20,41°° .
92| 95 | +41,63°° | + 7,09° | 34,54°° .
95| 96 - 6,54°° - 14,39°¢ . 7,85°¢
95| 98 - 6,21°¢ - 15,19°¢ . 8,98°¢
96| 98 + 13,26°° + 3,40 9,86°¢ .
96 | 99 | +22,77°° | +10,00°¢ | 12,77°° .
96 | 102 | - 22,98°° | - 37,05°° . 14,07°°
98| 99 | +54,91°¢ | + 46,56°° 8,35°° .
98 | 102 - 27,13°¢ - 11,29°¢ 15,84°° .
102 | 108 + 14,21°° + 28,06°° . 13,85°¢
106 | 108 | - 3,55°° | - 6,39°° . 2,84°°
108 | 110 - 15,30°¢ - 3,21° 12,09%¢ .
108 | 116 - 15,87°°¢ + 16,79°° . 0,92°¢
110 111 - 28,58°°¢ - 9,96°¢ 18,62°¢ .
110 | 113 - 82,09°° - 44,49°° 37,60°¢ .
113 | 116 - 11,55°¢ - 1,23°° 10,32°¢ .
116 | 117 - 5,01°¢ + 7,61°¢ . 2,60°¢

Tabelle 21 : Uberpriifung mit Gleichung (18,.1)
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Xonform rpduzierte Strecke in m . .
Von |Nach konvent. mif Lotabweichung Differenz in mm
* |HARTL-Refr.| mit Ak 1-2| 1=-3| 2-3
19| 87| 3349,0983 | 334849655 | 3348,9636 | +132,8 | +134,7| + 1,9
19| 90| 5402,5956 | 5402,5468 | 5402,5483 | + 48,8 | + 4T,3| = 1,5
36| 99| 1603,9350 [ 1603,9374 | 1603,9379 | = 2,4 |~ 2,9| - 0,5
36| 102 53351367 533,1351 533,1357 | + 1,6 |+ 1,0| = 0,6
39| 102 | 2562,0878 | 2562,0924 | 2562,1062 | - 4,6| - 18,4 | - 13,8
391 108 1474,5374 1474,5100 | 1474,5147 + 2754 | + 22,T| = 4,7
39| 111 | 2767,2088 | 2767,1747 | 2767,1832 | + 34,1 | + 25,6 - 8,5
471 108 | 4610,6036 | 4610,6441 | 4610,6665 | = 40,5| - 62,9 | = 22,4
471 111 | 4021,2261 | 4021,253%6 | 4021,2742 | - 27,5 | - 48,1 | - 20,6
471 116 | 4707,8861  4707,8724 | 4707,9015 | + 13,7 | - 15,4 = 29,1
53| 87 | 5312,8726 | 5312,8293 | 5312,8279 | + 43,3 | + 42,7|+ 1,4
53| 90 [ 5122,1445 | 5122,0508 | 5122,0767 [ + 93,7 | + 67,8 ] - 25,9
87| 90| 2505,2390 | 2505,2532 | 2505,2496 | - 14,2 | - 10,6 | + 3,6
87| 95| 4195,6865 | 4195,6703 | 4195,6720 | + 16,2 | + 14,5| = 1,7
90| 92| 2017,3902 | 2017,3732 | 2017,3742 | + 17,0| + 16,0| - 1,0
90| 95| 3552,2917 | 3552,2581 | 3552,2531 | + 33,6 | + 38,6 | + 5,0
90| 96 | 4551,0314 | 4550,9961 | 4550,9988 | + 35,3 | + 32,6 | = 2,7
90| 98| 6263,0888 | 6263,0874 | 6263,0875 | + 1,4|+ 1,3|- o,1
92| 95| 1934,0920 | 1934,0936 | 1934,0935 | - 1,6 |- 1,50+ 0,1
95| 96 | 1248,9641 | 1248,9611 | 1248,9601 | + 3,0|+ 4,0|+ 1,0
95| 98 | 3059,7455 | 3059,7679 | 3059,7502 | = 22,4 | - 4,7 | + 17,7
96 98] 3099,4122 | 3099,4322 | 3099,4181 | - 20,0| = 5,9 + 14,1
96| 99 | 2667,6498 | 2667,6420 | 2667,6409 | + 7,8|+ 8,91+ 1,1
96 102 | 4371,4984 | 43T1,4954 | 4371,4942 | + 3,0|+ 4,2+ 1,2
98| 99 | 2593,5692 | 2593,5520 | 2593,5373 | + 17,2 |+ 31,9 | + 14,7
98| 102 | 3605,2677 | 3605,2516 | 3605,2067 | + 16,1 | + 61,0 | + 44,9
102 | 108 | 3172,6366 | 3172,6284 | 3172,6275 | + 8,2 |+ 9,1 |+ 0,9
106 | 108 | 1083,6005 | 1083,6009 | 1083,6009 | - 0,4 |- 0,4 0,0 f
108 | 110 | 1212,7724 | 1212,7714 | 1212,7711 | + 1,0|+ 1,3 |+ 0,3
108| 116 | 52681,3991 | 5281,4026 | 5281,4057 | - 3,5| - 6,6| - 3,1
110{ 111 | 1041,0362 | 1041,0359 | 1041,0359 | + 0,3 |+ 0,3 0,0
110§ 113 | 2097,0579 | 2097,0547 | 2097,0552 [ + 3,2+ 2,7|- 0,5
110| EP | 1055,9836 | 1055,9810 | 1055,9812 | + 2,6 |+ 2,4|- 0,2
113 ] 116 | 2328,1638 | 2328,1694 | 2328,1728 | - 5,6~ 9,0| - 3,4
116| 117 | 1458,2287 | 1458,2192 | 1458,2206 | + 9,5|+ 8,1|- 1,4

Tabelle 22 : Gegeniiberstellung verschieden reduzierter Strecken

Wendet man die Gleichung (2,28) auf Héhenwinkel an, erhilt man, wenn
die Hohenwinkel der Hine~ und Riickvisur auf die selben HShenbezugspunkte
reduziert sind, die Bedingung

B. .+ 8 [&

1,k" Px,1" Yi,k(E)” 5

1,17 1,1t Ot B,1) = 0 veess (18,1)

Diese Gleichung wurde auf jene Fdlle der beidseitig gemessenen Vertikal=
winkel angewendet, die wegen der Streckenmessung bereits auf die HShenbezugs=
punkte der Streckenmessung reduziert waren und zwar einmal unter Verwendung
der HARTL-Refraktion und dann mit der aus der Ausgleichung stammenden Re=
fraktion, Die Lotabweichungsanteile €,

ik
angenommenen Lotabweichungen abgeleitet,

wurden aus den gemessenen und den
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Die Zusammenstellung in Tabelle 21 zeigt, daB der Widerspruch bei
Anwendung der Gleichung (18,1) unter Verwendung der HARTL-Refraktion in
der Mehrzahl der Falle hoher ist als bei Verwendung der Refraktion aus
der Ausgleichung, in einigen FZllen sogar betrichtlich, Selbstverstindlich
sind hier auch noch die Beobachtungsfehler der Vertikalwinkel der Hin- und
Riickvisuren enthalten und es darf auch nicht iibersehen werden, daB die

Lotabweichungen fiir einige Punkte nur angenommen worden sind,

In einem weiteren Berechnungsgang wurden die gemessenen Strecken neu
reduziert, einmal unter Verwendung der Hohenwinkel mit der HARTL-Refraktion
unter Berilicksichtigung der l‘o‘cabweichungen, dann mit den Hohenwinkeln, kor=
rigiegrt beziiglich der Lotabweichungen und den aus der Ausgleichung mit den
28 Refraktionsinderungen resultierenden Refraktionswerten, Die Tabelle 22
enthilt die Gegeniiberstellung dieser beiden Streckenreduktionsarten im

Vergleich mit den konventionell reduzierten Strecken,

GroBere Unterschiede zeigten sich im Vergleich mit den in der Tabélle
13 aus dem Unterabschnitt 18,2 ausgewiesenen Strecken aus ellipsoidischen
Hohen bei jenen Strecken, die zu den Punkten 39 und 47 gehen, Dies 1E8%
die Vermutung aufkommen, daB die in der Tabelle 19 ausgewiesenen ellipsoi=
dischen Hohen dieser beiden Punkte doch nicht ganz reprisentativ sein
diirften, Eine der Ursachen hiefiir kémnte natiirlich in der gemeinsamen Er= .
mittlung der Refraktionsinderungen mit den restlichen Lotabweichungskom=

ponenten liegen,

Aus den Beobachtungen des Testnetzes wurden schlieBlich zwei Polygon=
ziige (ohne Zwischenorientierungen) herausgeldst, Hierbei waren nur die
ZugsabschluBfehler von Interesse und nicht die aus den verschiedenen Be=
rechnungen stammenden Koordinaten., Beide Ziige wurden in drei Varianten
durchgerechnet:

a) Beobachtete Richtungen, Strecken konvéentionell reduziert,

b) Richtungen beziiglich Lotabweichungen (gemessen bzw, angenommen) korri=
giert, Streckenreduktion unter Beriicksichtigung der Lotabweichungen,
aber mit HARTL-Refraktion,

c) Richtungen beziiglich Lotabweichungen korrigiert, Streckenreduktion
unter Beriicksichtigung der lotabweichungen und der aus der Ausgleichung

stammenden Refraktionsinderungen Ak,

Der Zug 1 hat eine Linge von rund 34 471 m und fihrt iiber die Punkte
53-19-87=90=92=95-98=96-102-39-111-4T,

Der Zug 2 hat eine Linge von rund 33' 638 m und fithrt iiber die Punkte
53=19=87=95=98=99=36-102-108=110-113=116-47 .
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Die AbschluBfehler betragen:

varientaT fyzug : £, T £ fyZug : £ £_
a - 10,7°%+201 m|- 45 m | 206 m|+ 19,1°°|- 6 mp|-149 mn | 149 mm
b -12,5°°|~ 78 m|+ 32 m| 84 m|+ 6,3°%|- 25 mm|~ 46 M| 52 mn
- 12,5 - 67 m|+ 11 m| 68 m|+ 6,3°¢|- 7 mm|- 25 m 24mm%

Tabelle 23

Hier zeigt sich, daB der lineare AbschluBfehler durch die Beriick=
sichtigung der Lotabweichungen deutlich verringert wird, Eine weitere
Verringerung durch die zus#tzliche Berilicksichtigung der Refraktionsinde=

rungen ist wohl vorhanden, sie ist aber nicht mehr so stark,

Der WinkelabschluBfehler vergrdBert sich beim Zug 1 durch die Beriick=
sichtigung der Lotabweichungen ein wenig, hingegen fllt er beim Zug 2
auf rund ein Drittel herunter, Wenn man jedoch das geringe AusmaB der
beiden winkeié.bschluﬁfehle:r beachtet, muf man beide Ergebnisse als Zu=

fallsergebnisse bewerten,

=
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ZUSAMMENFASSUNG

Wesentlich ist eine klare Unterscheidung, fiir welchen Zweck eine
Hohenberechnung durchgefilhrt werden soll, Daraus ergibt sich dann, welche
Hohenart benttigt wird, Ellipsoidische Hthen werden bendtigt fir alle
Anwendungen von Hthen im Zusammenhang mit der Lageberechnung, vor allem
jedoch fiir die Horizontierung elektronisch gemessener Schrigsirecken und
fir ihre Reduktion in die RechenflZiche, Geoidische Hthen dienen fiir alle

technischen Belange,

Ganz streng betrachtet miiBte man photogramretrische Auswertungen als
Sonderfédlle betrachten, bei denen einerseits flir die Orientierung der
Modelle ellipsoidische Hohen bendtigt wiirden, wdhrend andererseits z, B

fiir die Ermittlung von Schichtenlinien geoidische H6hen notwendig Wé.reh.

Die Unterlassung der Berechnung ellipsoidischer Hohen kamnn im Berg=
land, wie das Beispiel Rauris deutlich zeigt, in den horizontalen Strecken
und damit auch in den Lagekoordinaten Fehler bis in den Dezimeterbereich

ergeben,

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Ermittlung ellipsoidischer
Hohen ist die Kenntnis von aus astronomischen Messungen abgeleiteten
Lotabweichungen bei mdglichst vielen Punkten, Dies ist auch eine Voraus=
setzung dafiir, daB man die Refraktionseinfliisse mittels eines Ausglei=
chungsverfahrens einigermaBen annzhern kann, was aber auch dann nétig ist,
wenn man in eirner Berechnungsgruppe an sich keine ellipsoidischen HShen

fiir die Reduktion von Strecken bendtigen wiirde,

Die Lbleitung eines Refraktionswinkels fiir jede einzelne Vertikal=
winkelmessung aus zusdtzlich zu erhebenden meteorologischen Daten ist
wegen des hiefilir benctigten hohen Aufwandes nur fiir einzelne Sonderar=
beiten wirtschaftlich zu vertreten, aber nicht fiir den allgemeinen Feld=
arbeitseinsatz, Die Annahme eines allgemein definierten Refraktionskoeffi=
zienten, wie z, B, des Refraktionskoeffizienten nach HARTL, fiihrt in vielen
Fallen zu einer nicht befriedigenden LOsung, vor allem beil bodennahen Vi=
suren, Eine Etdnit‘blung von Refralgtionséndexungen fir Gruppen von Visuren
durch eine Ausgleichung erweist sich daher als eine relativ glinstige Na=
herungslosung, wenn auch die Kenntnis der aktuellen Refraktion fiir jede
einzelne Vertikalwinkelmessung notwendig wire, Anzustreben ist die Er=
reichung der Mdglichkeit, beim Vorliegen von fiir einen allgemeinen Feld=
einsatz tauglichen Geriten, fir jede einzelne Vertikalwinkelmessung den

tatsichlichen Refraktionswinkel direkt messen zu kinnen,
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Bel nahezu horizontalen Visuren ist es zwar fiir die Streckenreduktion
mehr oder weniger belanglos, wie man die gemessenen Vertikalwinkel redu=
ziert bzw, welche Art ven HShenunterschieden fir die Streckenreduktion
verwendet wird, da die sich hierbei ergebenden Differenzer praktisch un=
erheblich sind, Hingegen ist es in solchen Fidllen fiir die HShenberechnung
besonders wichtig, die Refraktionsanomalien wenigstens weitgehend zu be=
seitigen, Bei bodennahen Visuren kann als Folge der Refraktionseinfliisse
zwischen den Absolutwerten der Hchemunterschiede von Hin- und Riickvisur
bei Verwendung eines einheitlichen Refraktionskoeffizienten, wie z, B,
jenes von HARTL, eine Differenz von einigen Dezimetern auftreten, In Ex=
tremfillen sind auch schon bei Visurldngen von 1 bis 2 km Differenzen bis
etwa 90 cm und mehr aufgetreten! Hierbei sind jedoch die Auswirkungen der
Lotabweichungseinfliisse sehr gering und es wiirde daher im Flachland eine
sehr weitmaschige Lotabweichungsbestimmmng im allgemeinen ausreichend sein
und eine anschlieBende einfache Interpolation fir die dazwischen liegenden

Punkte praktisch hinreichend genaue Ergebnisse liefern,

Imn Bergland ist hingegen unbedingt eine sehr engmaschige Lotabwei=
chungsbestimmng notwendig, Die aus einer Ausgleichung zugleich mit den
Refraktionsinderungen errechneten Lotabweichungskomponenten kénnen oft
nur als grobe Naherung betrachtet werden, da vielfach eine viel zu geringe
Anzahl von Uberbestimmungen vorliegt und zusitzlich sich auch noch andere
Einfliisse storend bemerkbar machen kénnen, Es ist daher im Bergland anzu=
streben, fiir jeden Festpunkt die Lotabweichung entweder aus astronomischen
Messungen oder einer gleichwertigen Bestimmung abzuleiten oder wenigstens
‘durch eine strenge Interpolation zu ermitteln, Hierbei darf nicht iibersehen
werden, daB8 die Lotabweichungen nicht bloB8 fiir die Reduktion der gemessenen
Vertikalwinkel, sondern auch im Netz niederer Ordnung vor allem bei Steil=

visuren zur Reduktion der Richtungsmessungen notwendig sind,

Die Berechnung von ellipsoidischen HShen ist nicht bloB dann notwendig,
wenn diese fiir die Reduktion elektronisch gemessener Schrigstrecken bend=
tigt werden, Da fiir die Berechnung genihert geoidischer Hohenunterschiede
die aus Koordinaten abgeleiteten Horizontalstrecken nicht verwendet werden
diirfen, besonders bei gréBeren Visurneigungen, ist es auch in jenen Fillen,
wo allein geoidische Hohen berechnet werden sollen, notwendig, vorher ellip=
soidische Hohen oder wenigstens Héhenunterschiede zu ermitteln, wm mit deren
Hilfe von der Bezugsfliche unabhingige schrige Raumstrecken zwischen den
Visurendpunkten ableiten zu kénnen, wenn keine gemessenen Schrigstrecken
vorhanden sind, Es ist daher auch in diesen Fillen die Kenntnis der Lot=
abweichungen notwendig, obwohl sie fiir die Berechnung der geoidischen Ho=

henunterschiede selbst nach dem hier verwendeten Niherungsverfahren nicht

bendtigt wiirden, Sie dienen hier einerseits fiir die Berechnung der not=
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wendigen Refraktionsanomalien und weiters natiirlich fir die Berechnung
der ellipsoidischen Hdhenunterschiede zur Ermittlung der unabhingigen

Raumstrecken,

Bei Verwendung der Formeln fir eine direkte Berechnung von auch
einseitig verwendbaren geoidischen HShenunterschieden ohne das hier an=
gewandte Ndherungsverfahren wiirden eine Reihe von Daten bendtigt, die im
allgemeinen nicht bekannt sind und diederzeit auch nicht fiir eine Massen=

arbeit auf wirtschaftliche Art und Weise ermittelt werden kodnnen,

Ideal ware natlirlich der Aufbau zweier getrennter Hdhensysteme,
eines ellipsoidischen und eines geoidischen Hohensystems, die selbst=
verstindlich immer wieder miteinander in Verbindung gebracht werden
miiBten, Man erhielte dann als Nebenprodukt eine detaillierte Beschrei=

bung des Geoids in seiner relativen Lage zu unserem Bezugsellipsoid,

Die Entsclieidung dariiber, ob das gegenwirtige System der Gebrauchs=
hohen beibehalten werden soll oder ob man neu das ellipsoidische und das
geoldische Hohensystem aufbaut, erfordert primdr die Beriicksichtigung
wirtschaftlicher Fakten und liegt somit auf einer anderen Ebene, Hierbei
ware vor allem abzuwigen, welche finanzielle Mehrbelastung der Aufbau
dieser beiden HShensysteme mit sich brachte und ob der finanzielle Mehr=
aufwand mit dem dadurch erreichbaren Genauigkeitsgewinn in Einklang stiinde,
noch dazu, wo in Osterreich bereits ein sehr dichtes Festpunktfeld im
System der Gebrauchskoordinaten vorliegt, wodurch der Rahmen fir die

kiinftigen Arbeiten bereits festgelegt ist,

Beim Vorliegen eines ellipsoidischen Hohensystems kdnnten in ganz
Bsterreich die fiir die Lageberechnung bendtigten Strecken richtig in die

Bezugsfliche reduziert werden, was derzeit ja nicht der Fall ist,

Im Gegensatz zu diesem Idealfall ware es eine unbedingte Notwendig=
keit und auch verhdltnismi@Big leichter zu erreichen, fiir die einzelnen
Berechnungsgruppen lokal definierte ellipsoidische Hohen fiir die Hori=
zontierung gemessener Schrigstrecken und fiir die Berechnung der Raum=
strecken zur Ermittlung der genidliert geoidischen Hohenunterschiede zu
berechnen, wenn man bei der Lageberechnung éusétzliche Koordinatenspan=
nungen vermeiden will, Immerhin mu8 damit gerechnet werden, daB im Berg=
land der Unterschied zwischen den in herkdmmlicher Weise reduzierten
Strecken und den richtig reduzierten Strecken bis in den Dezimeterbe=
reich gehen kann und je nack Neigung und Richtung der gemessenen Strecke

verschieden gro8 ist,
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