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1. Einleitung und Aufgabenstellung.

Die elektronische Datenverarbeitung hat das Denken und die Technologie
auch in der Phovogrammetrie grundlegend ge&Zndert. Vie Photogrammetrie
ist l&ngst nicht mehr die iethode der Vermessurngstechnik, die Rechnun-
gen vermeidet, sondern sie bedient sich der Rechnung in einem sich im-
mer noch steigernden Ausmass.Dabel kann man heuie objektiv zweli Ent-
wicklungsrichtungen beobachten: Eine zum zentralisierten Grosscomputer,
eine zur mittleren Datentechnik. Sicher wird ein umfangreicher Rechen-
prozess an sich wirtschaftlicher an einer Grossanlage ausgefihrt. Es
gibt aber auch eine Reibe von giiltigen Argumenten, die fiir die mittle-
re Datentechnik sprechen. Durch sie konnen einfache Rechenoperationen
in direkter Kommunikation mit dem Computer im eigenen Haus hinreichend
rasch und ohne Wartezeit ausgefiihrt werden. Durch sie kodnnen vorberei-
tende Rechenoperationen, vor allem Datenkontrollen und Datenkomprimie-
rung, im unmittelbaren Anschluss oder sogar synchron mit der Datener-
fassung, der liessung, vorgenommen werden. bDurch sie kann Kleines sofort
erledigt, Grosses fiir die Grossanlage sicherer vorbereitet werden... Mitt-
lere Datenverarbeitungsanlagen, die = fiir andere Betriebsaufgaben unbe-
dingt benotigt und gerechtfertigt - ohnehin vorhanden sind, kénnen bes-
ser ausgeniitzt werden, wenn man an ihnen auch einige, eigentlich Gross-

rechenanlagen zufallende Arbeiten vorsieht.

Die Ausgleichung von Aerotriangulationen ist eine Aufgabe, die eigent-
lich nur dem Grosscomputer zukoumt, die aber - mit wesentlichen Lei-
stungseinschrédnkungen - auch an einer Kleinrechenanlage ihre praktische
Eedeutung hat. Und dies gilt im besonderen fiir die &sterreichische Pho-
togrammetrie, die im privaten Bereich weitgehend dezeniralisiert und

auf Kleinbetriebe beschrénkt ist.

Dem Bericht der Kommission II der Internationaten Geselischaft fir Pho-
togrammetrie ( Kubik und Kure, 9972 ) iiber die anwendung der Aerotrian-
gulation in der Welt kann man - obwohl nicht sehr signiiikant - entneh-
men, dass 57% mit Polynomialmethoden arbeiten. Dieser hone Anteil unter
den grossen Organisationen wird sich mit der Weiterentwicklung der Gross-
computertechnik wesentlich vermindern. Es kann aber andererseits auch er-
wartet werden, dass neue und zunzchst kleinere Organisationen anfangs

wieder mit Polynomialmethoden arbeiten werden.

Im folgenden soll daher versucht werden, einige Voraussetzungen kritisch

zu betrachten, die besonders dann wesentlich sind, wenn serotriangula-
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tionen mit Polynomialmethoden bearbeitet werden sollen, was an kleinen
und mittieren Datenverarbeitungsanlagen und besonders fir Einzelstrei-
fenaufgaben der Aerotriangulation durchaus zweckmissig ist. Zum besse-
ren Verstindnis der Grenzen und Voraussetzungen wird das Funktionalmo-
dell der Polynome fiir die Streifenkoordinatenkorrektur schrittweise aus
der Matrix fiir die lineare orthogonale Transformation abgeleitet. Es
zeigt sich, dass die in der NZherungsdrehmatrix enthaltenen Vereinfa=-
chungen und Vernachldssigungen auch fir die Streifenausgleichungsme-
thoden mit Polynomen gelten. Aber auch die Annahme, Polynome kénnten
den Verlauf der Streifen hinreichend beschreiben, ist nur unter be-~
stimmten Voraussetzungen berechtigt. Weitere, die Theorie vereinfachen-
de Annahmen, die man einer Korrekturformeigruppe nicht sofort entnimmt,
haben in der Praxig nur schr begrenzt Giiltigkeit. Als eben angenommenes
Gelande ist in der Natur nicht immer eben, fehlerfrei absoiut orientiert

vorausgesetzte Anfangsmodelle erweisen sich als fehlerhaft.

Es ist daher notwendig, einige der in Programmbibliotheken und Litera-
tur angebotenen Streifenausgleichungsverfahren zusammenzustellen, zu ty-
pisieren und 2zu klassifizieren sowie ihre eventuell besonderen Voraus-
setzungen aufzuzeigen. Um dies mit Erfolg tun zu kodnnen, miissen vorweg
die allgemeinen, fiir alle Polynomialmethoden giiltigen Grundbeaingungen
behandelt werden. Dabei stésst man sehr bald auf das grosste Problem,
das die Anwendbarkeit der Polynomialaethoden sehr eingeschrinkt hat,

das der zu geringen und nicht steuerbaren Flexibilitdt.

1963 haben Ackermann und Belling erste Versuche demonstriert, flexiblere
Polynomialmethoden mit gestiickelten Polynomen anzuwenden.Seit 1971 pro-
pagiert Kubik funktionsfahige Verfahren mit Spline-Polynomen, die jedoch
ebenso wie die Bellings nur fir ebenes Geldande anwendbar sind. Fir belie-
biges Gelzdnde giiltige Verfahren in Spline-Technik fehlen noch. Dafiir
sollen nun die theoretischen Grundlagen, soweit sie fiir die Uebertra-
gung in die Praxis erforaerlich sind, zusammengestellt werden. Anschliese
send soll versucht werden, allgemein giiltige, also vor allem fir beliebi=

ges Gelande anwendbare Verfahren zu formulieren.

Ein weiteres Ziel dieser aArbeit ist es, besonders auf die in Oesterreich
bestehenden Verndltnisse Riicksicht zu nehmen. vas Institut fiir Fhoto-
grammetrie der Technischen Hochschule #ien hat sich die Aufgabe gestellt,
Grenzen und Moglichkeiten der Aerotriangulation fiur Anwendungen in

Oesterreich in einer Reine von arbeiten zu behandein und zu versuchen,
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die Aerotriangulation und damit die Photogrammetrie weiter zu fdrdern.
Es steht ausser Zweifel, dass eine weitere Verbreitung der wmethouen der
Aerotriangulation zu einer Steigerung der Wirischaitlichkeit der Panoto-

grammetrie fiihren kann.

Anldsslich des letzten Kongresses der Internationalen Gesellschaft fiir
Photogrammetrie in Ottawa 1972 wurde mit Resolution 1 der Kommission III
beschlossen, die systematischen Fehler der Aerotriangulation weiter zu
untersuchen. Diese Arbeit soll auch dazu einen Beitirag liefern, da Feh-
ler in der "Vorbereitung™ und in den funktionalen Ausgleichungsansat-
zen die Ergebnisse der Aerotriangulation ebenfalls systematisch beein-

flussen.
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VON DER DREHEATRIX ZUR GRUNDGLEICHUNG FUER DIE STREIFENTRIANGULATIONS-
AUSGLEICHUNG MIT POLYNOMEN.

2. Die lineare orthogonale Transformation und ihre erste Ngherung.

Als lineare orthogonale Transformation gelte H¢Ran= R, im Rechtssystem:

1
singsinwsinn+cospcost singpsinwcosn=-cosgsinn singcosw
R,= coswsink CcoSWwcOosKk ~sinw 2(1)

cosysinwsinn-singcosn cospsinwcosn+singsinn cospcosw

Hier sind die Orthogonalitatsbedingungen streng erfiilit. Setzt man fiir
sehr kleine JUrehungen dr die cosr = 1 und die sinr = dr, T = Q,W,N,
und vernachladssigt man die hoheren Potenzen in dr, so erh&lt man cdie

vielfach verwendete Naherungsmatrix

1 -an d¢
R= [ dan 1 -dw | = dR, . 2(2)
- -dg dw 1 -

Zusammen mit dem Massstabsfaktor

1+dmx 0 0
M= 0 1+dmy 0 =E + di 2(3)
- 0 0 1+dmz -7

und einem Verschiebungsvektor ax ergibt sich die Formel fiir die absolute
Orientierung, die nach J. Toppler, 1972, eine giiltige Nagherung bis zu

Neigungswerten von dr = 75c darstellt :

X = R2M X + ax . 2(4)

Wieder unter der annahme kleiner dm und unter Vernachldssigungen der ho-

heren Fehlerpotenzen wird

X=x+dil x + ij + 4x 2(5)
dmx O O 0 -dn b ax

i = | O dmy O |, R3= dn 0 -dw |, ax =|ay | 2(6)

- 0 0 dmz - -dg dw 0 - AZ
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z Abb. 2(1): Verwendetes
Koordinateusystem
y
L,\
w
) x

Formel 2(5) stellt die linearisierte Naherungsgleichung 1.0Ordnung fir
die rdumliche Drehung dar, von der, wie spater gezeigt werden wird, die
Korrekturpolynomsysteme fiir die photogramuetrische Streifenausgleichung
abzuleiten sind. K.Rinner, 1957, wies ausdriicklich darauf hin, dass die
Naherungsdrehmatrix nur fiir differentiell kleine urehungen angewendet
werden darf. Fuir den Pragtiker ist es aber wesentlich, genau zu wissen,
was "differentiell klein" bedeutet. Zuerst soll der Unierschied zwischen
den Formeln 2(1) und 2(2), dann der zwischen 2(4) und 2(5) untersucht

werden.

3. Zur Gréssenordnung der Elemente der absoluten Orientierung.

Zunschst ist einmal festzustellen, wie gross die in der Praxis der Luft-
bildmessung vorkommenden Drehwinkel der absoiuten Urientierung iiberhaupt
sind. In der Literatur ist dariiber nichts zu finden. Aus den Protokollen
des Bundesaates fiir Eich- und Vermessungswesen iiber die absolute Orien-

tierung von Einzelmodellen habe ich folgende Werte entnehmen kdnnen:

Bei k leinmassst&dablichen Fliigen, also grossen kFlug-
hthen, wo relativ geringe Turbulenz ein ruhiges ¥liegen und genaues Ein-
halten der vorgeschriebenen Flughohe gewdhrleistet, wo viel Zeit zwi-
schen den sufeinanderfoigenden Aufnabmen fiir die Flugwegkorrekturen zur
Verfiigung steht, wo die Basen, cder Abstand zwischen den Foigebildern, re-
tiv lang sind, betragen die durchaus zu erwartenden, absoluten iodell-
drehungen

0 bis o,?g,
bis 2,05, 3(1)

n bis 4,og.

€

Fir g rossmassstabdliiche Flige betragen die anslogen
Erfahrungswerte wegen der ungiinstigeren Bedingungen in niedrigeren Flug-

hdhen um etwa So% mehr 3
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] bis 1,og,
w bis 3,05, 3(2)

®  bis 6,og.

Bei irreguldren Flugbedingungen sowie solchen iiber gebirgigem Gelénde
mit Fallwinden und starker Turbulenz oder bei extrem grossmassstabli-
chen Aufnahmen muss man noch grossere Werte erwarten, das Verhdltnis

uer Maximalwerte bleibt aber immer etwa ¢ 3 ws:s v =13:3: 6.

4. Vernachldassigungen bei den Einzeldrehungen.

a. Ldangsneigung.

(cosp - 1) 0 (sinp = dg)
= 0 0 0 4(1)

(R1-RZ)‘P
-(siny -dp) O (cosp - 1)

Fir die drei Koordinaten ergeben sich folgende Vernachlissigungen:

ax = =x (1 = cosp) - z (dy - sing)
ay 0 4(2)
az = -z (1 - cosp) + x (dp - sing)

Da (1 - cosw) stets positiv ist, werden x und z mit dem gleichen Faktor
verkiirzt. Da daneben ay = O, erfolgt eine pseudoaffine Modell- oder
Streifendeformation. (d@ - sin¢) ist ein reiner Urehfaktor. Dass um ei=-
nen etwas anderen Winkeiwert gedreht wird, ist an sich bedeutungslos,
da dadurch keine numerische Deforwmation des transformierten Punkthau-

fens erfolgt.
b. Querneigung.

0 0 0
( R, - R, )w = 0 (cosw - 1)=(sinw -dw) 4(3)
- 0 (sinw -dw) (cosw = 1)

Die Vernachldassigungen in den einzelnen Koordinaten betragen demnach:

ax = 0

ay = -y (1 = cosw) + z (dw - sinw) 4(4)

az = =z (1 - cosw) = y (dw - sinw)

Yy und z werden mit demselben Faktor (1 - cosw) proportional verkiirzt.
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X dagegen bleibt unverdndert. Es tritt daher wieder eine pseudoaffine De-~
formation des transformierten Punkthaufens auf. (dw - sinw) stellt wieder

einen reinen, nicht deformierenden Drehfzktor dar.

c. Kantung.

(cosn = 1) =(simn = dn) o}
( R1 - R, )u = (sinn -dn) (cosn = 1 ) 0 4(5)
- 0 0 0

ax = -x (1 = cosk) + y (dn - simn).
ay = -y (1 = cosn) - x (dn - simn) 4(6)

az = 0

Durch den nur bei x und y vorkommenden Faktor (1 - cosu) wird eine Pseu-
doaffinitat zwischen Lage und Hohe verursacht, die jedoch wegen der re-
lativ kleinen 2z meist unbedeutend bleibt. Bei grossen ®n und grossen z

ist ein merkbarer Einfluss zu erwarten. Der Drehfaktor (du - sinu) fithrt

zu keiner Modelldeformation.

Drehungen um nur eine Koordinatenachse fiihren zu pseudoaffinen kiass-
stabsfehlern der llodelle oder Streifen, wenn man mit der Naherungsfor-
mel statt mit der strengen Drehmatrix arbeitet. Uie zahlenmédssige Ab-
schiatzung des Einflusses des Verkiirzungsfaktors (1 - cosr) auf die Ko=

5

ordinaten im Bildmassstab, in dem sie maximal 10” pum gross sind, fihrt

zu folgender Tabelle:

r 105.(1 - cosr )

50c 3 um

64° 5 pm ‘ 4(7)
90c 10 um
200° 50 um

Wahrend fir viele Abschdtzungen Winkelwerte von 2g als differentiell
klein angesehen werden konnen, gilt dies fir die Naherungsformel der
Drehmatrix nicht. Hier beginge man schon bei Orehwinkeln von 18 Fehler,
die grosser als die photogrammetrische lMessgenauigkeit sind. Da H.Bauer
1973 beim Testblock Oberschwaben nach Biindelblockausgleichung mittlere
Koordinatenresttehler von = S5um erreicht, muss man bereits sehr enge
Schranken setzen : 50°e Die von Tsppler 1972 angegebenen 75°sind etwas

weniger streng. Die folgende Tabelle zeigt die Zunahme der Pseudoaffini-
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tdtsfehler mit wachsendem Drehparameter ¢ oder w ;

.

105.(1
in pm
50
4o
30 ¢ 4(8)
20 ¢+

cosr)

1o +
c

o : + ! ; r
o 50 100 150 200

5. Vernachliadssigungen bei der Gesamtdrehung.

Aus der Matrizengleichung

ax = ( R, - R, ) x 5(1)

erhélt man nach Umsortierung folgende Koordinatenfehler:

ax = -x(1-cosypcosn-singsinwsinn)+y(dn-cospsinu+sing sinwcosn )+
-z(dy-singcosw)
Ay = -y(1-coswcosn) -x(dn-coswsinn )+
+2z (dw-sinw) 5(2)
az = -z(1-coswcosy) -y (dw-cosysinwcosh-sinpsinu)+

+x(dg-sinpcosu+cospsinwsinn )

Jede Koordinate wird mit einem anderen Faktor proportional verkiirzt. Der
dadurch entstehende Pseudoaffinitdatsfehler betriagt:

ddm = cospcost + singsinwsimn - coswcosn 5(3)
Die Lagekoordinaten werden um jeweils einen anderen Winkel gedreht. Die
Yrehfak toren unterscheiden sich voneinander um

ddn = simt (cosw - cosp)i+ cosu (sinw sing). 5(4)

Fir eine numerische Abschadtzung selen einige typische Extrem- beziehungs

weise Durchschnittskombinationen angefiihrt:

@g wg ng 105.ddm pm 105.ddu wm

1.0 3.0 10.0 109 . 58

0.7 2.0 5.0 46 31

0.5 1.5 3.0 26 17

0.5 1.0 0.5 9 12 5(5)
0.5 0.5 0.5 o 6

0.5 0.5 0.0 -3 6

0.4 0.4 0.4 o 4

0.3 0.3 0.3 o) 2
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z ist in der Regel kleiner als y.(Wenn y der Abstand von der Streitenach=-
se ist, muss unter z analog der halbe maximale Hohenunterschied des
Punkthaufens verstanden werden. Aber selbst der ganze Hohenunterschied
ist meist kleiner als die halbe Streifenbreite. Eine Ausnahme bilden die
Projektionszentren. )

Die 2z-Glieder haben prinzipiell denselben Aufbau wie die y- und x-Glieder:
Summen von Produkten von bis zu drei Winkelfunktionen sin oder cos kliei-
ner Drehwinkel. Es ergeben sich anatog zur Lage Pseudoaffinitatsfehler
zwischen x und 2z beziehungsweise y und 2z einerseits und Pseudoorthogo-
nalitdatsfehler ddp und ddw andererseits. Ihr Einfluss tritt zusdtzlich,
jedoch wegen der im allgemeinen kleineren z von kleinerer Absolutgrésse
auf. Im gebirgigen Geldnde gelten demnach alle Binschrénkungen in noch

stdarkerem Masse.

Zusammenfassend ergibt sich schon hier die Regel fir die praxtische Ar-
beit: Wann immer die Orientierungsparameter photograummetrischer modelle
mehr als einige Zehnerminutenbetrzge annehmen konnen, darf die Naherungs-
drehmatrix nur zur iterativen Parameterberechnung verwendet werden, die
Modelldrehungen selbst sind streng auszufihren. Ein zweiter Iterations-

schritt fithrt dann meist schon zur endgiiltigen LGsung. (P.Schmid, 1973).

Einzelmodelle, die nur relativ und nicht absolut orientiert gemessen
wurden, werden bei einer rechnerischen absoluten Orientierung nach der
Ndherungsformel "numerisch deformiert", wobei die Pseudoaffinitdats- und
Pseudoorthogonalitatsfehler ohne weiteres das Zehnfache der Messgenauig-

keit erreichen konnen.

6. Vernachlissigungen von héheren Potenzen mit dm.

Beim Uebergang von der Transformationsformel k l6(1)

X = RZM x + 4ax = (B + RB)(E + dM) x + Ax = x + dM x + R3x + Rﬁdm X + Ax

auf die Nzherungsform

X=x+ di x + R_x + ax 6(2)

wird R_,AM X vernachlissigt. Zu dessen Abschitzung werden die beiden

Gleichungssysteme 6(1) und 6(2) ausgeschrieben und etwas umsortiert:

X=x+ xdox - y(t + doy an) + z(dg + dmz dg) + AX

o
Y=y +ydny + x(dn + dmx du) - z(dw + dmz dw)+ Ay 6(3)
7 = 2z + z dmz - x(dp + dmx dg) + y(dw + dmy dw)+ 8z
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X =x+ x dmx - y(du ) + z(dy ) + ax
=y + ¥y dmy + x(dn ) - z(dw )+ 8y 6(4)
= 2z + 2z doz - x(dg )} + y(dw )+ az

Die beiden Formelgruppen unterscheisen sich voneinander nur durch die mit
dm multiplizierten dr, was so lange keine Roile spielt, wie die dm fiir
alle drei Koordinatenrichtungen gleich gross sind. Die Formeln 6(4) rech-
nen dann nur mit etwas veranderten DUrehgrissen gegeniiber jenen in 6(3).
Nur die Ungleichheit der dm kann zu einer zusdtzlichen, numerischen De-
formation fiihren. Zu deren Abschiatzung seien alle dm auf dmx bezogen,

da dem x in Streiien die grosste Dimension zukommt.

ddmx = dmx - dmx =0
ddmy = dmy - dmx = 1072 0(5)
ddmz = dmz - dmx = 107°

Das dazugehorige

- ¥y dn ddmy + 2z d¢ ddmz
ddx = - z dw ddmz 6(6)
y dw ddmy

ldsst erkennen, dass fiir dr = 10-1 (entsprechend 6,37g 1), fiir y bis
105um und fir z bis zu 1o4um, die ddX die Gréssenordnung von % 1o pm er=-
reichen, also die 1-2 fache Messgenauigkeit. Die Glieder mit z in 6(6)
sind in der Regel wieder die kleineren und daher fiir die Abschitzung

nicht die Hauptglieder.

Der Uebergang von Formel 6(1) auf Formel 6(2) birgt also weitere Vernach-
ldssigungen in sich, die fiir grossere Drehwinkel als etwa 6% oder grosse
z 10 um erreichen konnen. Ihre Auswirkungen auf die Modellform sind xy-
Orthogonalitdtsfehler sowie yz-Verwindungsfehler. Wenn man auch die ver-
bleibenden Fehler im Einzelmodell als verschwindend klein ansehen kann,
so konnen sie doch eine grtssere Rolle spielen, wenn sie sich im Strei-

fen oder Block systematisch addieren.

7. Uebergang zur Grundgleichung fiir die polynomialen Streifenausglei-

chungsansitze.

Auf Gruna der vorigen Abschnitte besteht nun eine klare Vorstellung von

jenen Vernachladssigungen, welche in dem iinearen Ansatz

X=x+ dd x + 33x + AX 7(1)

fiir die absolute Orientierung enthalten sind. Zur allgemeinen Form funk-
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tional richtiger Streifenausgleichspolynome -gelangt man nun, indem man
zundchst die Orientierungsunbekannten dm und dr curch Polynowme in x
Polm(x) und Polr(x) ersetzt. Die Polynome geben dann fiir jede Stelle x
des Streifens die Grésse des jeweiligen Orientierungseiementes an. Be-
kanntlich stellen aber nun die Koordinatenfehler fir Punkte in der
Streifenachse eine fortlaufende Sugme dar. Wenn Polmx(x) = Polx(x),
nur zur Vereinfachung der Schreibweise, den Massstabsfehler in x-Rich-
tung beschreibt, ist der durch ihn verursachte x-Koordinatenfehler an

der Stelle x des Streifens

X
ax__ = _£xPolx(x) dx , 7(2)
o

wobei das Integral die Summation der x-Fehler iiber alle vorangegangenen

Modelle des Streifens beschreibt. Analoges gilt fiir die Aufbiegung und

fiir die azimutale Abweichung:

x
sy, = \f Polu(x) dx 7(3)
X=x
o
X
oz, =££XPolq)(x) dx 7(4)
o

Damit ist nun der vollstzndige Uebergang von der strengen zur gengdherten
Drehmatrix und weiter zur G rundgleichung fiiur die

Streifentriangulation mit Polynomen ge-

geben:
b4
1-x= .j Polx(x} dx + ax_ - ¥ Poln(x) +z Pol@(x)
X=X
o
b'd
Y-y= i;Pol%(x) dx + ay_ + ¥ Poly(x) -z Polw(x) 7(5)
o
b4
2 -z =-JPol<P(x) dx + Az +y Polw(x) + 2 Poly(x)
X=X
o
A B C
A = "Doppel summationsglieder"
B = "Verschiebungsanteile und Integrationskonstante"
A + B = "Fehler in der Streifenachse"
C = "Fehler ausserhalb der Streifenachse"

In der z-Gleichung von T7(5) wurde Pol durch Pol = Pol ersetzt, weil
mz ny ¥

die z-Werte in der Praxis relativ klein sind und damit praktisch nie zu-
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verldassige Informationen zur Bestimmung eines eigenen z - Massstabes
liefern. Einen einheitiichen Massstab fiir alle drei Koordinatenrichtungen
anzunechmen, ist nicht realistisch, da die Massstabspolynome auch noch
andere Fehler neben denen des lodellmassstabes mitkompensieren miissen:
die Streifenaffinitdten auf Grund des Filmeinganges, der in und gquer

zur Filmlaufrichtung verschieden ist, Reste der in den vorangegangenen
Abschnitten behandelten Pseudoaffinitdten, die nur eine rechentechnische
Ursache haben, Anteile des abrollfehlers ( W.Brucklacher, 1959 ) und

letztlich noch eine Reihe von Instrumentalfehlerkomponenten.

Die Formeln 7(5) entsprechen in Jordan-Rinner, 1972, Band 1IIa/3, den
Gleichungen (7) in § 131.4, (8) in § 131.8 beziehungsweise (13) in

§ 132.6. Das ist nicht anders zu erwarten. In den meisten Versffentli-
chungen dariiber werden die Gleichungen aus Einzeleinfliissen A,B,C zu
einem System einer raumlichen Drehung entsprechend zusaammengesetzt.
Dann werden sofort die ersten Glieder, die die Doppelsummationen nach
Vermeirs Theorie verkdrpern, durch Basisfunktionen fx(x), fy(x), fz(x)
ersetzt, wodurch sich die immer wieder anzutreffende Form T7(6) ergibt

(hier nach Jordan Seite 1754, Formel (8) )

ax = fx(x) -y f&(x) z f;(x)

z fQ(x) ’ 7(6)

]

ay = fy(x) +y £3(x)

o ¢
az = fz(x) +y fQ(x) + 2z fx(x)
BF Z
BF = Basisfunktionen
Z = Zusatzglieder

In 7(6) verksrpern die Einzelpolynome nicht mehr die Vermeir-Elemente
der absoluten Orientierung, fQ(x) ausgenommen ( Q = w ). In 7(5) dage-
gen erkennt man den logischen Zusammenhang mit der Nzherungsdrehmatrix
sofort. ver Aufbau der Férmel 7(6) verleitet dazu, die "Zusatzglieder"
als nebensdchliche Formelerweiterungen anzusehen, eine Denkweise, die
mgglicherweise die Ursache fiir die vielen faischen Poiynomiatansdtze in
der Praxis ist. Der Aufbau 7(5) soll bewusst an die im Niherungsansatz
enthaltenen Vernachlassigungen erinnern, die in der Literatur der Aero--
triangulation bisher noch nirgends hinreichend demonstriert wurden. Des
weiteren sei darauf hingewiesen, dass T7(6) mit f;(x) nur einen einzigen
Massstabsverbesserungsfaktor enthdlt, Lageaffinitdten daher nicht kor-

rigiert werden konnen.
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ALLGEMEINE GRENZEN FUER DIE ANWENDUNG VON POLYNOMIALAUSGLEICHEN

8. Grenzen der Anwendungsmgglichkeiten von Polynomialausgleichen, die im

polynomialen Ansatz begriindet sind.

8.1 Die absolute Orientierung als limitierender Faktor.

Der der Fehlerapproximation mit Polynomen zu unterweriende Punkthaufen
soll, wie zuvor gezeigt, in jedem seiner Teile bereits bis auf 30 - 50?
je nach Genauigkeitsforderung, absolut orientiert sein, damit nirgends
zufolge der Vernachldssigungen in der Nzherungsformel fiir die rdumliche

Transformation zusdtzliche, messbare Deformationen verursacht werden.

Das geometrische Modell der Fehlerapproximation mit Polynomen bei photo-
grammetrischen Streifenausgleichen sient vor, dass die Langsneigung ¢ um
eine y-Parallele, die Querneigung w um eine x-Parallele und die Kantung
K um eine Parallele zur z-Achse erfolgen. Auch aus diesem Grunde soll
eine gute Uebereinstiummung der Koordinatenachsrichtungen zwischen dem
Soll- und dem Istsystem bestehen. Dies kann durch eine Transformation
der Landeskoordinaten in ein Sollsystem, dessen x-Achse zur Streifen-
achse parallel liegt, erreicht werden. Am Ende des Streifenausgleiches

werden die Ergebnisse in das Landeskoordinatensystem zuriicktransformiert.

Die besondere Kleinheit der Abweichungen zwischen dem Soll- und dem Ist-

system kann auf verschiedene Weise praktisch realisiert werden:

a. Die klassische Vorgangsweise bei der freien Aerotriangulation sieht
zundchst eine sorgfdltige Bestiammung der Streifenrichtung und damit
eines Anfangs-# vor, dann eine vollstandige absolute OUrientierung des
Anfangsmodelles nach y,w,t und lMassstab. Bei langen Streiten wird
vielfach auch noch eine Anfangslangsneigung 29, vorgegeben, um die
sonst vielleicht notwendigen bz-Translationen im aAnaloggerdt zu ver-
meiden.

b. Bei der Einzelmodellaerotriangulation wird das Anfangsmodell mittels
R1, also der strengen Drehmatirix, auf die Sollstreifenkoordinaten der
Passpunkte transformiert. An das Anfangsmodel werden, wieder mit R1,
die Folgemodelle nacheinander hinzuorientiert.

In beiden Fdllen ( a2 und b ) sind im Anfangsmodell mindestens drei
Passpunkte vorzusehen.

c. An das nur relativ orientierte Anfangsmodell werden die Folgemodelle

nacheinander mittels R1 antransformiert. Anschliessend wird der ganze

Streifen auf einmal wit Passpunkten, die iiber den ganzen Streiien ver=-
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teilt sein konnen, absolut orientiert. Dabei besteht die Gefahr, dass
durch die Hinzunahme von Hohenpunkten am Streifenrand der Streifenmite-

te grobe Querneigungsdnderungen des Streifens eintreten.

@ Hohenpasspunkt
& Vollpasspunkt

Abbildung 8.1 (1): Fehlerhafte Vororientierung eines Streifens in w

zufolge nicht entsprechender Passpunktanordnung.

d. Vie absolute Streifenorientierung kann auch durch Hilfsdaten oder

durch bereits absolut orientierte Nachbarstreifen bestimmt werden.

Es geniigt jedenfalls nicht, daé Anfangsmodell eines Streifens nur relativ
zu orientieren und die Basis horizontal anzunehmen, meinend, eine Poly-
nomausgleichung wédre in der lLage, die fehlende absolute Orientierung feh-
lerfrei auszufihren. Es soll auf jeden Fali eine Stfeifenvororientierung
durchgefiihrt werden. Abbildung 8.1 (2) zeigt verniinftige Passpunktanord-

nungen fiir diesen Zweck.

)
a0
8 s
) 78
A 7Y
4 d
(W) o
O
o o faY

Abbildung 8.1 (2): Gut entsprechende Passpunktanordnungen fiir die abso=
lute Vororientierung von Streifen. Falls am Streifenende keine Passpunke
te zur Verfiligung sind, empfiehlt sich eine Vororientierung mit A@:L/ZR,

R...empirisch oder Erdradius.
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8.2 Der Einfluss der Erdkrimmung als limitierender Faktor.

8.2.1 Erdkrimmung quer zur Streifenachse.

Ab einem Bildmassstab kleiner als 1:10 ooo (1:20 ooo) iibersteigt der Erd-
kriummungseinfluss die Hohenmessgenauigkeit entsprechend mpx = +5 (i1o) Jm.

Den Streifenausgleichsformeln 7 (5) ist dann ein z-Korrekturglied anzu-

figen: 5
(y—yo)
azg =+ E_ﬁTM;_ 8(1)

Darin sind: R = 6,57.1o9mm = Erdradius, y = die Maschinenkoordinate in

mm, y. = y der Streifenachse, Mm =1z mm der Maschinenmassstab, der sich

o
aus der Transformation der Landeskoordinaten ins Maschinensollsystem er-

gibt.

Wenn man Az, nicht beriicksichtigt, begeht man bei Aerotriangulationen

E
von Weitwinkel-Bildern 1:60 o0oo beispielsweise Fehler von 3 m (am Strei-
fenrand), was der dreifachen Messgenauigkeit entspricht. Auch bei

1230 000 betridgt der Erdkrimmungseinfluss am Streifenrand noch 0,8 m,

was deutlich griésser als die Hohen-Messgenauigkeit von + 0,5 m ist.

Das Ergebnis der Aerotriangulation wiirde bei Nichtberiicksichtigung von

dzp auch noch von der Verteilung der Passpunkte beeinflusst, was in Ab-

bildung 8.2(1) schematisch dargestellt wird.

z

Abb.8.2(1): Darstellung der systematischen Vernachlassigungen bei Nicht-
beriicksichtigung der Erdkrimmung quer zur Streifenachse in Abhingigkeit
von der Passpunktanordnung (Fehlerangaben in m unter Annahme des Bildmass-

stabes 1:60 000).
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Wenn grosse Hohenunterschiede im Einzelmodell vorkommen, miissen auch die

y-Werte punktweise reduziert werden:

- 5 -
&yg =-3Y F Y=Y -3, . 8(2)
Zur Abschitzung berechnen wir den Erdkrimmungseinfluss im Bild:

%(m)
AyE'i(p.m) =- -yé)(mm) R(km)

und stellen das Ergebnis in Tab. 8.2(2) zusammen, woraus erkenntlich

ist, dass der Erdkrimmungseinfluss und der der Gelandehche die Prazi-

sionsphotogrammetrie im Gebirge nicht unwesentlich beeinflussen konnen.

(y'- yy) 50 mm 80 mm 110 mm
z (m) ayy (um)
100 1 1 2
200 2 3 3
300 2 "4 5
4o0 3 5 T
500 4 6 9
600 5 8 10
Too 5 9 12
800 6 10 14
900 7 1 16
1000 8 13 17
1100 9 14 19
1200 9 15 21
1300 10 16 22
1400 11 18 24
1500 12 19 26
2000 16 25 34
3000 24 38 52
4000 31 50 69
5000 39 63 86

Tabelle 8.2(2) Erdkrimmungseinfluss Ayé in pm . ilan beachte, dass Ayé

unabhdngig von der Flughthe iiber Grund berechnet wird.
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8.2.2 Die Krimmung lidngs der Streifenachse.

Analoge Reduktionen wdren auch in x-Richtung anzubringen, doch hier wir-
ken die integrierten g-Fehler wie die Brdkriimmung, sodass die Polynomialw=
ausgleiche 7(5) sowohl deren z= als auch deren x-Fehler mitberiicksichti-

gen, kurze Streifen, das heisst unter 50 km L#nge, vorausgesetzt.

Bei ldngeren Streifen, bei denen z + az wesentlich verschieden von z
wird, ist die Erdkrimmungsreduktion schwieriger, da sie nicht einfach
durch Zusatzglieder allgemein zu bewaltigen ist. F. Ackermann hat 1963
die Frage einer strengen Streifenentkriinmung behandelt und eine L&sung an-
gegeben. Im folgenden soll die Entkriimmungskorrektur direkt aus einem
vorldaufigen Ausgleichsergebnis abgeleitet werden, wobel als Hypothese
akzeptiert werden muss, dass die Gelandehchen immer auf der Fehlerfliche
senkrecht stehen, wie es ja auch unserem funktionalen Modell entspricht.
Im Gegensatz zu dem von Ackermann angegebenen Verfahren, bei dem fiir die
ganze Streifenldnge in x=Richtung ein konstanter, vom Erdradius beliebig
verschiedener Kriimmungsradius Rx angenonuen wurde, wird sich die Krim-
mungskorrektur hier, auch bei Verwendung von Spline-Polynomen, nach den
veranderlichen Krimmungsverhdltnissen richten. Ackermann hat die strenge
Entkrimmung als Vorprogramm angesehen, un die Widerspriiche zu verklei-
nern. Dasselbe geschieht auch in dem von E. Breyer L972 geschriebenen
Streifenausgleichsprogramm, das speziell fiir Schulungszwecke am Institut

fir Photogrammetrie der Technischen Hochschule Wien ausgerichtet ist.

An mittleren und grosseren Rechenanlagen besteht die durchaus vertret-
bare Moglichkeit, aus den vorhandenen Soll-Hoheninformationen ein nur
fir die "Streifenachse" giiltiges Entkrimmnngspolynom

b x2 c x3

X
5 - —3—— s e = = g Pol@(x) dx 8(3)

AZ = A2 - a X -
o

anzusetzen, wobei sorgfaltig auf die Stiitzstellenanzahl und -verteilung
(vgl. 8.1) zu achten ist. Die z-Werte konnen damit vorliaufig verbessert,

"entkrimmt" werden. Fir die Korrekturen der x-Koordinaten gilt:

x
AX = &Xp + AX, = (z + Az)Pol¢(x) + %-g Polé(x)dx 8(4)

Der erste Teil, AxT, ist die topographische Korrektur, die hier unbedingt
mit den schon berichtigten Hohen (z + Az) anzusetzen ist. Der zweite
Term, ax, , ist die Abwicklungskorrektur, auch Abrollkorrektur, die sich
aus dem Unterschied zwischen der Bogenldnge und der photogrammetrischen

Tangentialkoordinate ergibt:



. .
ax, = [ (1 a2'2(x) )V - x
(o)

Da 2y jedenfalls kleiner als ?.g ist, wird
Poli(x) = az'2(x) ~ 1077 « 1 8(5)

Nach Reihenentwicklung erhalten wir:

¥ 1,2
ax, = S— (1 + -2-Az‘ (x) = «o. Jdx = x 8(6)
[e]
x x
ax, =% 5 Az'z(x)dx =-;- 5‘ (- Polq)(x))2 dx 8(T7)
(o] [e]

Fir die Entkrimmungskorrektur in x-Richtung ist es also nicht erforder-
lich, den Krimmungs"radius" zu kennen oder zu berechnen. Die Formeln

gelten allgemein.

J. Albertz, 1966, hat die Erdkriimmungskorrektur fiir die Sollkoordinaten
abgeleitet. In der Lehrbuchliteratur fehlt jedoch noch immer eine klare
Darstellung der folgenden Nzaherungsformeln fiir den Zusammenhang zwischen
den Landeskoordinaten (§ , H) und photogrammetrischen Tangentialkoordi-

naten (x, z):

AXp 2
ax, > - = _ X
A Z(p) 2R
1wxg Xl
z ¥ v
4 ; H z —_—
0 X Ps A}Pz ': B 0 Po = x
/P R . 0P, =x, =R tand
HAECE 1
) § 6—_53 = x3 =R sind&
— .
P3P1 == R(tanL -sinL )
2R
R 3
— X - .
P.P_, = = = R(L =~sinL) 8(8)
52 ¢g?
—_ 0 -
P2P1 =—2=R(t&no(.-oC)
. 3R .
Abb. 8.2(3): Zur Ableitung des Zusammenhanges zwischen
"bandeskoordinaten"” { , H und photogrammetrischen Tangen-
tialkoordinaten (x, z).

/2 25 . . .
( E =\/axy + a4y, in Richtung der Streifenachse)




3
_R7 = X - .= _ Xz _ - -
g = R{L = R arctan el 3R2 2 x - ax, ax, 8(9)
2
_z + R(1 - cosL) . x~
H = cos £ =2*2R 8(10)
x = (R + H) sinL 8(11)
z = (R+ H) cos€£ - R 8(12)
T-5 8(13)

R

Die oben angefiihrten, einfachen Zusammenhinge gelten nicht allgemein,
sondern nur fiir eine Richtung, in unserem Fall fiir die Streifenachse.
8(9) - 8(13) beschreiben mit 8(1) hinreichend den Erdkrimmungseinfluss
fiir einen Einzelstreifenbereich. Fir einen Blockbereich ist es ziel-
fihrender, sich generell Sollkoordinaten im "photogrammetrischen Tangen-
tialsystemn" entsprechend einer orthographischen Projektion zu berechnen,
wofiir die Formeln (36) aus Albertz, 1966, dienen: ( §. 1 M. =Bertihrungs-
punkt der Ebene auf der Kugel, im iibrigen siehe Abbildung 8.2(4))

1

(R + H) cosf sinLk
(R + H) sinRB
(R + H) cosBcos- R 8(14)

) N 9 oM
o

[}
=+]
“m

[}
-

'
“n

Q

In diesem System kann die Ausgleichung des Blockes erfolgen, ohne dass
die Erdkriimmung irgendeinen Zwang ausiiben konnte. Anschliessend erfolgt
die Riickrechnung ins Landeskoordinatensystem mit den Formeln (37) aus

Albertz, 1966:

§_= R.L
n= R.7
R + 2
H’cos&cos/& -R 8(15)
d = arctan 5 X
+ 2

B:arctm&cﬁzc
R+ 2
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Abb. 8.2(4): Zur Erdkriimmungsberiicksich-
tigung in Bldcken: Zusammenhang zwischen
Landeskoordinaten und Blocksollkoordinaten
M (aus Albertz 1966).

Es ldsst sich zeigen, dass die fiir Streifen anzuwendenden Entknimmungs-
formeln 8(1) - 8(4) fiir eine Kugel mit den Albertz'schen Formeln iiber-
einstimmen. Zur Beriicksichtigung der Erdkriimmung fiir Blockausgleichungen
siehe auch G. Otepka, 1973, und vor allem K. Rinner, 1959.

Die Erdkrimmung und die durch die photogrammetrischen Fehler inklusive
Refraktion bedingte Streifenaufbiegung miissen also - jedenfalls bei
kleinmassstdblichen Aerotriangulationen - beriicksichtigt werden, indem
man die Streifen nach deren absoluter Orientierung und vo£ dem eigent-
lichen Ausgleich systematisch entkrimmt. Die dafiir notwendigen Korrek-

turformeln 8(1) bis 8(4). lauten zusammengefasst:

x
AZ, = - f Pol (x)dx R' = R im Koordinatenmassstab
Bx 5 P
b x° (y—yo)2
z: =12+ 8z, + AzEy = Az - a¢x - e T oET
8(16)
s =y - (y-y.) &tez
y : y o RY
1 ¢ po12
x: =x+ (z + az_) Pol 4 Pol%(x) dx
W) cp(x) +3 g ¢

Analoge Korrekturen verlangt fallweise auch die azimutale Streifen-

kriimmung, nimlich dann, wenn (y + Ay) so verschieden von y ist, dass
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y.Polu(x) A (y + Ax)Polu(x), bzw. dann, wenn die Bogenlinge langer Strei-
fen messbar verschieden von der photogrammetrischen Tangential- (oder

Sehnen-) koordinate ist. Der Einfluss der W-Kriimmung kann mit Hilfe fol-

gender Formeln korrigiert werden:

Azu =0 )
X bux
ay, =+ g Poln(x) dx = Ay + & X + 5+ ... 8(17)
1 T o.2
ax = (y + AyCP + Ay%) Polu(x) + 3 ‘g Polu(x) dx

8.2.3 Die Erdkriimmungskorrektur im Auswertegerit.

Verschiedene Auswertegerdte ermoglichen eine niherungsweise Erdkrimmungse
korrektur oder eine solche einzelner Komponenten: WILD Aloj; KERN PG2,
PG3; JENAer Erdkrimmungsrechner.

Sowohl fiir die Einzelmodelltriangulation als auch fiir analoge Streifen-
triangulation sind diese Korrekturvorrichtungen auszuschalten, da die
absolute Orientierung der Modelle noch nicht bekannt ist. Ausserdem be-
ricksichtigen die meisten Systeme nur die Hohenfehler zufolge Erdkriim-

mung, nicht die topographischen Lagekorrekturen.

8.3 Die Streifenldnge als limitierender Faktor.

a. Die polynomiale Beschreibung einer Folge von rdumlichen Drehungen
hat eine begrenzte Anzahl von Freiheitsgraden. Mit einfachen Polyno-
men konnen wir daher die Deformationen nur kurzer Streifen reprasen-
tieren. Die Approximationfahigkeit von Polynomen ist unter anderem
eine Funktion des Polynomgrades, des Passpunktabstandes und der
Streifenldange. Quadratische Polynome gestatten keinen Wendepunkt,
kubische keinen zweiten. Die Flexibilitat einfacher Polynome ist vom
geometrischen Modell her beschrinkt. F. Ackermann (1965) gibt als
Faustformel fiir die Genauigkeit nach Streifenausgleichen von Strei-
fen ab 10 Modellen und 3 Passpunktgruppen an:

6 pax ™ o,12\/i—566 8(18)

(i = iiberbriickte Modellanzahl zwischen Passpunktgruppen)

Das "Wurzel aus i3"-Gesetz erhielt auch schon H. Schmid, 1949.

Demnach ist bei Streifen von 14 Modellen bereits mit dopﬁelt SO gros-

sen Fehlern nach der Ausgleichung mit quadratischen Polynomen (3 Pass-

punktquerschnitte) zu rechnen wie in Einzelmodellen. Wenn 4 Passpunkte

querschnitte gegeben sind und mit kubischen Polynomen gearbeitet wird,
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kann man bis zu Streifenldngen von 21 Modellen gehen, ehe 6;ax= 2 63
wird. Damit sind praktische Grenzen gesetzt, die zu beachten sind.
Eine weitere Streifenverldngerung ist bei Anwendung gestiickelter
Polynome moglich, wobei jedes neue Intervall 5 Freiheitsgrade mehr
bringt, je einen fiir die 5 Teilpolynome, die restlichen Koeffizien-

ten sind durch Rand-Bedingungen fixiert. (Vgl. Abschnitt 18).

b. Ein freier Aerotriangulierungsstreifen erreicht zufolge der Erd-
krimmung und der film- und gerdtebedingten Konvergenzfehler bereits
nach 8 = 20 Modellen, je nach Bildmassstab, eine Grenz, ab der die
fir die Ausgleichung notwendigen Drehparameter, vor allem ¢, grisser
als O?S werden kidnnen. Diese Tatsache unterstreicht, dass Polynomial-
methoden nur fiir relativ kurze Streifen ohne Entkrimmung oder zumin-

dest Erdkrummungselimination eingesetzt werden sollen.

8.4 Die Passpunktancrdnung als limitierender Faktor.

8.41 Jede photogrammetrische Messung eines Passpunktes ist mit einem
Fehler behéftet, der seinen Ursprung in vielen Einzelkomponenten hat, und
diesem versucht sich das Polynom bestmdglich anzupassen. Wenn wir zu-
ndchst abstrakt nur diese Fehler betrachten, erkennen wir in ihnen die
Ursache von Streifenverspannungen, die keinesfalls zu systematischen Feh=

lervergrosserungen fiihren sollen, wie in Abbildung 8.41(1).

M
A —_—A E  Quadratisches Polynom durch
=~ b
?§:‘if§\\ 2 ‘4& 3 Passpunkte A, M, E,
ﬂ\\: T ety a) gleich verteilt
2;) ungleich verteilt
M2
—
A My a _——_ ¢
ﬁk\\b e ==
N\

%1 4 Passpunkte A, M1, M2, E
a) gleich verteilt )

b
— 7 \\ﬁ\ Kubisches Polynom durch
|
|
I
: b) ungleich verteilt
i

—
———— e ——

Abb. 8.41(1): Systematische Streifenverspannung durch einzelne Fehler

in den Stiitzstellen.
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Fir jeden Streifenausgleich gilt daher R e ge l 1 2
Gleichverteilung der Passpunkte - geringste Verspanmung des Streifens,

Ungleichverteilung der Passpunkte = grosse Verspannung des Streifens.

Streifenverspannungen, wie sie in Abb. 8.41(1) unten dargestellt sind,
treten natiirlich nicht immer in der Form auf, sie sind abhdngig von den
Fehlervorzeichen in allen Kombinationen. Die Wahrscheinlichkeit fiir die
im letzten Schaubild dargestellte Verspannung im Vergleich zu allen
moglichen ist, wie man sich leicht abschdtzen kann, kleiner als %.
Das Phénomen der Streifenverspannung ist in der Literatur wiederholt
dargestellt worden (Jordan 1972, § 132, Fig. 11, oder Waldhsdusl 1963).
Fir die praktische Arbeit halte ich aber auch die daraus folgenden Re-
geln fir wichtig:

Es geniigt nicht, auf die Abhdngigkeit des Ausgleichungsergebnisses von
der Passpunktverteiiung hinzuweisen. Man muss auch expressis verbis er-
kldren, wie die Passpunktverteilung zu sein hat. Brucklacher 1959 und
Halwax 1961 haben fiir ihre Streifenausgleiche darauf verwiesen. Bei an-

deren Autoren fehlen exakte Hinweise vollig.

8.42 Damit die 5 Grundpolynome aus der Familie bis zum 2. Grad +), die
den Streifenverlauf der absoluten Orientierungsparameter mx, my, ¢, W
und # sowie den Doppelsummationseinfluss (durch die Integration, die
einer Graderhshung dreier Grundpolynome entspricht) beschreiben, ein-
deutig aus Koordinatenfehlern bestimmt werden kénnen, werden die in
Tab. 8.42(1) angefiihrten Passpunktmindestanordnungen verlangt.

Die dort ersichtliche,grossere Anzahl erforderlicher Koordinaten gegen-
iiber der Anzehl von unbekannten Koeffizienten folgt aus der Tatsache,
dass die notwendigen Angaben nicht Koordinaten sondern Strecken (mx,my)
und Tangenten (tg w) sind.

Die Anzahl der Gleichungen konnte theoretisch wohl gleich der der Unbe-
kannten sein. Da man in der Praxis jedoch entweder Lage-, Hohen- oder
Vollpasspunkte misst, niemals y- oder xh-Passpunkte, fallen automatisch
mehr Informationen als mindesterforderlich an. Sie nicht zu verwenden,

wédre unsinnig.

*) 1. Polynome o. Grades, die, in Gleichung 7(5) eingesetzt, ‘zur Niherungs-
drehmatrix EQ filhren, sind als trivial weggelassen worden.

2. Hinsichtlich der Formeln dazu siehe Abschnitt 11.



Typ mx, my, ¢, w, % | Passpunktverteilung |Unbekannte | Erforderl.Pass-
(Grundpolynomgrade) ] Koeffizien=-| punkte/einzelne
*) ten Koordinaten

N a
Typ 11111 a 13 5/15

a a

A a
Typ 21212 A A 16 6/18

A a

A a a
Typ 12121 15 6/18

A a a

A a a
Typ 22222 a a 18 8/24

A a a

oder
IS a a A
18 8/24
s s A A

Tabelle 8.42(1): Grundtypen von Passpunktmindestanordnungen.

Typ 1 1 1 1 1 verlangt fir (J-Pol;x(x) dx + Axo) 3 x-Stiitzstellen,
fur (Pol;y(x) ) 2 my-Stiitzstellen,
fiir @J.Pol;(x) dx + Azo) 3 z-Stiitzstellen,
fiir (Pol;(x)) 2 tgw-Stiitzstellen,
fiir (j-Pol;(x) dx + ay_ ) 3 y-Stitzstellen.

Analoge ﬁberlegungen gelten fiir die anderen Typen.

& = Vollpasspunkte fiir x, y und z.

*) Die fiinf Ziffern geben der Reihe nach den Grad der Grundpolynome fiir
mx, my, ¢, w und ® an.
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Damit sind auch die Grundlagen erkannt, die das Aufstellen weiterer

Regeln fiir Polynomstreifenausgleiche erméglichen:

Regel 2: Zu jedem Polynomtyp gibt es eine ("polynomgerechte™)
Mindestpasspunktanordnung, die sich aus dem Grad der Grundpolynome un-

ter Beriicksichtigung von deren teilweiser Integration ableiten lassen.

Regel 3: Die Anzahl der Polynomkoeffizienten erfordert nicht
eine gleiche Anzahl von Passpunktkoordinaten, sondern eine gleiche An-
zahl von bestimmten, aus Passpunktkoordinaten definierten, absoluten

Orientierungselementen. .

Regel 4: Die Anzahl der praktisch erforderlichen Passpunktkoordi-
naten ist stets grosser als die Anzahl der Polynomkoeffizienten. Zur
Bestimmung der Polynomkoeffizienten aus Passpunktkoordinaten wird daher
zweckmissigerweise stets eine (vermittelnde) Ausgleichung angesetzt

werden.

Regel 5: Es erscheint besser, den Polynomgrad niedriger anzusetzen,
als sich der Gefahr einer Streifenverspanmung durch funktional nicht

polynomgerechte Passpunktanordnung auszusetzen.

8.43 In Sonderfdllen ist es zweckmdssig, das durch die Grundpolynome
fixierte Polynomialausgleichsmodell so zu modifizieren, dass kein darin
enthaltenes Element unbestimmt bleibt. Ein solcher Sonderfall ist das
besonders fiir den Strassenbau vorkommende "Doppelpolygon”. Kein geod&ati-
sches Doppelpolygon im Sinne zweier paralleler, verkniipfter Polygonziige,
sondern das ihm verwandte, bei dem ein streifenachsnaher Polygonzug das
Aeropolygon kontrolliert; am Streifenrand liegen nur Hohenpasspunkte,
keine Lagepasspunkte vor. Und diese Hthenpasspunkte seien auch noch
nicht bestimmt, nur die Zenitsdistanzen seien dorthin - vom Polygonzug
aus - beobachtet: Ein durchaus wirtschaftlicher und praktischer Fall,
etwa wie in Abb. 8.43(1).

Die Passpunkte seien aus Zeitgriinden vor dem Flug und/oder aus Personal-
mangel erzwungenermassen an einem.einzigen Tag mit einer Polygonzugs-
partie gemessen. Wegen der Schwierigkeit des Geldndes seien die Hohen-

punkte am Streifenrand nicht begangen worden (Gebirgstal).



< Aeropunkte, zu bestimmen

A Riickwiartsschnitte
x, y 9, z

O Polygonpunkte

O Hchenpasspunkte (Zenitdistanz vorhanden)
Abb. 8.43(1)

Vor der Aerotriangulation ware kein Modell auf Grund der wenigen Pass=-
punkte absolut orientierbar. Aerotrianguliert man dann aber, indem man
Polmx(x) = Polmy(x) fiir den meist schmalen Auswertebereich entlang der
Streifenachse zuldsst, so stehen fiir den neu entstandenen Typ 2=2222

mit der erforderlichen Minimalanordnung Abb. 8.43(2) hinreichend Strei-

feninformationen zur Verfiigung.

O D o 0 0 D

: % L g' i
o o

- O Hohenpasspunkt, nur Zenitdistanz bekanmt

o0
T
IS

A Vollpasspunkt (= Polygonpunkt)
Abb. 8.43(2): Minimalpasspunktanordnung fiir Typ 2=2222

Da die Hohenpasspunkte selbst zumichst unbekannt sind, wird iiblicherwei-
se folgender Weg beschritten:

Zunachst erfolgt ein Ausgleich mit Polw(x) = PolmJ(x) = 0, also etwa

nach Typ 10101 oder Typ 20202. Das Resultat ergibt ausreichend genaue
Koordinaten, um die schiefen (Reum-) Entfernungen zu den gemessenen Zenit-
distanzen zu berechnen. Daran schliesst sich die nun modgliche Berechnung
der Hohen selbst an, mit deren Hilfe, als Passpunkte, die Streifenaus-
gleichung durchgefiihrt wird, diesmal mit dem kompletten Polynom

(Typ 2=2222 ). Sollte die Kontrollrechnung beziiglich der Strecken und
Zenitdistanzen noch zu grosse Widerspriiche ergeben, ist nach einem zwei-
ten Ablauf derselben Prozedur mit verbesserten Passpunkthchen mit dem end-
giiltigen Ergebnis zu rechnen. An Grossrechenanlagen lassen sich die Ze-
nitdistanzen selbst in den Ausgleich einbauen (Stark 1970, Stephani 1971,
Wong 1972).
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Aus diesen oder dhnlichen "Sonderfdllen" ergibt sich
Regel 6: Bei der Auswahl der relativ am besten geeigneten Polynom-
type muss man sich auch den Erfordernissen der Passpunkte anpassen k&nnen.

Ein Idealpolynomsystem allein geniigt fiir die Praxis nicht.

8.5 Das Polynomialmodell an sich als limitierender Faktor.

Wenn man die durch die doppelte Summation zufédlliger Uebertragungsfehler
entstandenen Streifenfehler durch stetige Polynome approximiert, so kann
dies keine ideale Lésung, eben nur eine mehr oder weniger gute Approxima=-
tion ergeben.Die die einzelnen zufdlligen Fehler wmit beachtende Einzel-
modelltriangulation kann im Falle von Einzelstreifen auch nichts Besseres
tun, als sich den Sollinformationen bestméglich anzupassen. Und diese
sind auf die Passpunktinformationen heschrinkt. Ein geringfiigig besseres
Ergebnis folgt bei der Einzelmodelltriangulation aus der Gleichzeitig-
keit der Behandlung des Streifenbildungs- und des Streifenausgleichspro-
zesses, wobei man den Grad der Approximation an die Nachbarbedingungen
Sowie an die Passpunktbedingungen mit Gewichten regulieren kann.

Wir wissen jedoch, dass = zumindest bei der Analogaerotriangulation =

die Streifendeformationen mit systematischem und pseudosystematischem
Erscheinungsbild gegeniiber jenen mit rein stochastischem weit iiberwie-
gen und dass die Polynomialapproximation eine praktisch durchaus brauch-
bare Methode darstellt. Eine Ueberbetonung der stochastischen "Streifen-
knicke” widre unrichtig. Fiir Einzelstreifenausgleiche ist eine Weiter-
verwendung der Polynomialapproximation durchaus gerechtfertigt.An Hand
von Abb. 8.5(1) soll anschaulich erldutert werden, welche Fehler man

begeht, wenn man die Aeropolygone durch "Aeropolynome" approximiert.

Im Fall a seien gleich grosse, systematische Knicke adr bzw. adm ange-
nommen und dichteste Passpunktinformationen vorhanden, sodass. eine op-
timale Approximation moglich ist.

Im Fall b seien die Passpunkte nur an den Modelliibergangsstellen gege-
ben, wodurch sich die Approximationsfehler schon verdoppeln.

Im Fall ¢ liege eine rein stochastische Knickfolge vor und nur wenige
Passpunkte. Die Abweichungen fc des Aeropolygons vom "Aeropolynom"
konnen nicht mehr auf triviale Art abgeschédtzt werden. Hier liegt der
Hauptgrund fiir das nur begrenzte Entsprechen der Polynommethoden,auch
im Rahmen der Blockausgleiche, die als Ausgleich dafiir die grossere
Passpunktdichte bei nur geringer Streifenldnge erfordern. fc ldasst sich

nur iiber die strengere Fehlertheorie und iiber umfangreiche Tests ab-
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schatzen (Lit.: Ackermann 1965 und Jordan 1972), woraus sich die wichti-

ge Formel 8(18) ergeben hat.

9

%=2%kQ/
'

€}

Abb. 8.5(1): Anschauliche Darstellung der systematischen Vernachldssi-
gungen, die man begeht, wenn Aeropolygone durch Polynome approximiert
werden. Weitere Erklarungen im Text. Die dargestellten Vernachladssigun-

gen sind sehr klein:

(r) _ b.adr _ 10°.2 _+ _
fa = 163C =~ To.6366 % 2 (r = g,0,%)
5,4
f;m)=b.1%dm=1o1.61o = 0 (n = mx,my) o
8(19
f0= 2f =-4
f = kxf k=2
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9. Grenzen der Anwendungsméglichkeiten von Polynomausgleichsformeln,

die in ‘den Streifenkoordinaten begriindet sind.

9.1 Zur ginstigsten Anordnung der Modellverkniipfungspunkie.

Damit die Einzelfehler in den Modelliibergangspasspunkten beim Folgemodell=-
anschluss, d.h. bei der Streifenbildung, kein zu grosses Gewicht bekommen,
ist auf eine dichte und gleichméssige Verteilung der Modelliibergangs-
passpunkte sorgfaltig zu achten, eine Aufgabe, die zu den wichtigen Vor-

bereitungsarbeiten gehsrt. Abb. 9.1(1) zeigt die in der Praxis iiblichen

Anordnungen. .
X, X X XX X
x X, X X X x <« a
b3
b's X x Xx OX
xX
< X X X x xx x xx H
X pX
X X X X
x X
: X, X b
x x X x xX x x x X X
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abb. 9.1(1): Anordnungen der Modellanschlusspunkte (auch Ubergangspass-

punkte) in der Praxis der Aerotriangulation.

Einzelne Punkte nur in den Modellecken (a,b)
Doppelpunkte nur in-den Modellecken

3, 4 analog 1, 2 auch in Nadirpunktnsghe (a, H, b)

5 dem Nadirpunkt wird grosseres Gewicht gegeben

6 Gleichverteilung iiber den Anschlussguerschnitt
(a, 2%, H, v*, b) mit 5 Punkten

T, 8 mit verschiedenen Gewichtsverteilungen, sonst wie 6

9 grosse Dichte, etwa bei Katasterauswertungen

Dem Fall 9 kommt natiirlich die grosste Sicherheit und Genauigkeit zu,

er ist in der Praxis aber nur vertretbar, wenn die Vielzahl der Punkte
nicht erst kiinstlich markiert oder ausgewdhlt werden muss.

Fall 6 ermoglicht gerade nochhinreichend, dass die Modelle iiber den
ganzen y-Querschnitt hinweg kontrolliert und aneinander gefiigt werden
konnen, dass lokale Messschwierigkeiten sich nicht iibermédssig auswirken
konnen, dass grobe Messfehler oder Identifizierungsfehler sicher erkannt
werden kénnen. Die Falle 1-5 sind zwar die praktisch am hdufigsten ange-
wandten, fiir einen gehobenen Anspruch an Genauigkeit und Zuverlassigkeit

geniigen sie jedoch nicht, wie Abb. 9.1(2) beweist.
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1:_~_—,_——————*‘TE:::::::::::===’E%"-Welcher Punkt ist falsch gemessen?
L

- Eine Ueberbestimmung deckt den
Fehler nie auf.

'TI;,,/,,f””’/%I%’ Ebenso nicht wirksam kontrolliert.

Wieder keine neue Information;
4?f_,__——-*‘"TE:::::::;;;’3¥;:; nah beieinander gelegene Punkte
=T T weisen hdufig dieselben bild- oder
’Tii;////////,//’ﬁ:L gerdte-bedingten Messfehler auf.

:>g<j// Klare Fehlerausscheidung moglich.
_Q;—————{E“"——3?———__—~——_——££_- 5 Punkte = relativ grosse Sicher-
heit.

Abb. 9.1(2): Zur Fehleraufklarung in Modellanschlusspunkten. Die mit

I bezeichnete Griosse entspricht dem sechsfachen mittleren Messfehler.

5 gleichméssig iiber den Modellanschlussquerschnitt verteilte Punkte
miissen daher als redliches Erfordernis ingenieurmédssiger Aerotriangu-
lation angesehen werden. Weniger als 5 lassen jedenfalls verminderte
Genauigkeit erwarten. Zur Streifenverbindung im Blockverband gilt ana-
log, dass Bindepunkte im Mindestabstand etwa halber Basisldangen vorge-
sehen werden sollen. Auch Ebner 1971 erhielt so wesentlich bessere

Blockausgleichungsresultate und vertritt die starke Wodellverkniipfung.

9.2 Die Streifengldttung, eine wichtige Voraussetzung fiir die freie

Aerotriangulation mit Streifen.

Eine Aerotriangulation kann nicht genauer werden, als es die Klaffen
zwischen den Folge- bzw. Nachbarmodellen zulassen. Wenn die Leistungs-
fahigkeit der Aerotriangulation, ihre Genauigkeit und Wirtschaftlich-
keit ausgeniitzt oder gar gesteigert werden sollen, miissen wir trachten,
moglichst stetige Modelliibergénge zu erzeugen. Die grossten Anschluss-
differenzen treten am Streifenrand und damit an der Grenze zum Nachbar-
streifen auf, gerade dort, wo durch die Aerotriangulation Passpunkte
fiir die Detailauswertung bestimmt werden sollen. Es geniigt daher nicht,
nur die Streifenachse klaffenfrei zu machen und die Punkte ausserhalb

der Streifenachse im Ueberlappungsbereich zweier Modelle zu mitteln.
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Abbildung 9.2(2) zeigt, wie die Koordinaten der Modelliibergangspunkte
durch eine blosse Mittelung verandert werden, wdhrend die nur in einem
Modell vorkommenden Punkte gegeniiber Abbildung 9.2(1) unversandert blei-
ben. Das an den urspriinglichen Anschlussdifferenzen erkennbare, grosse
Streuungsband an den Streifenrdandern bleibt also trotz der Mittelbildung
erhalten. Die Situation kann sich durch die Streifenausgleichung noch
weiter verschlechtern (Abbildung 9.2(3)).

(1)

(2)

(3)

Soll-Lage des ausgeglichenen Streifens

< Ist-Lage des ausgeglichenen Streifens

Abb. 9.2(1-3): Fehler der Streifenkoordinaten vor und nach quadrati-
schem Polynomialausgleich mit 6 Passpunkten, wenr keine Streifen-

glattung erfolgt.

Die Anschlussdifferenzen haben ihre Hauptursache in systematischen Film-
und Instrumentalfehlern. Am gréssten sind sie bei der freien Aeropoly-
gonierung mit Hilfe der sogenannten Universalauswertegerdte. 1964 hat

der Verfasser ein einfaches Verfahren angegeben, mit dessen Hiife die
Streifenkoordinaten geglattet werden kénnen. Das Folgemodell wird mittels
einer Helmerttransformation in der yz - Ebene unter Verwendung von min-
destens 5 gleichmdssig iiber den Anschlussquerschnitt verteilten Punkten
an das Vormodell antransformiert. Der aus der Helmerttransformation ge-
wonnene Massstab wird auf x angewendet, wonach noch eine mittlere x - Ane

riickungskorrektur angebracht wird. Die Langsneigung bleibt dabei unver-
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andert. Das Streuungsband am Streifenrand wird durchschnittlich auf

30 - 50% seiner urspriinglichen Breite reduziert. Das Verfahren ist ein-
fach und kann somit auch in der mittleren Datentechnik ohne Schwierig-

keiten programmiert werden.

9.3 Zur optimal glatten Streifenbildung aus Einzelmodellen.

Aus den zuvor diskutierten Griinden empfiehlt sich folgender praktischer
Streifenbildungsvorgang bei der Einzelmodellaerotriangulation, falls
Streifenkoordinaten als Input fiir die Ausgleichung benstigt werden, wie

dies bei den Polynommethoden der Fall ist:

1. Rdumliche Drehstreckung mit R, oder einer &quivalenten strengen

Orientiefungsmatrix. Die Tran;formationselemente werden aus den
Koordinaten

a. des Projektionszentrums und der Modellanschlussgeldandepunkte
oder

b. der Modellanschlusskreuzpunkte in 2 z-Ebenen nach Abbildung
9.3(1) bestimmt. Damit sind ¢@ und ® so gut, wie es mit den Modell-
messdaten moglich ist, iibertragen.

2. Zur Verbesserung des Massstabs- und Querneigungsanschlusses wird
nun eine Helmerttransformation in der yz-Ebene nur mit den Gel&n-
depunkten und ohne das Projektionszentrum durchgefiihrt, wonach
W, ¥, 2 und der Massstab m optimal angeschlossen sind.

3. Mit dem zuletzt erhaltenen Massstabsverbesserungsfaktor dm werden
alle x des Folgemodelles verbessert und letztlich werden

4. alle x der Modellanschlusspunkte vermittelnd an die des Vormodel-

les angeriickt, und somit auch noch die x-Translation erhalten.

Bei der in 2. enthaltenen differentiellen Drehung dw handelt es sich um
eine Grossenordnung dw <:1oc. Und damit ist schon ausgedriickt, dass die
durch das Modell der Helmerttransformation getroffene Vernachléssigung
auch bei grossem ¥ kleiner als die @-Orientierungsgenauigkeit ist. Der
obige Vorschlag weicht in 2 Punkten wesentlich von der allgemein geiib-
ten Praxis ab, die nur nach 1.a vorgeht: Erstens wird eine rechnerische
Methode des Folgemodellanschlusses ohne Projektionszentrum vorgeschlagen,
die eine Alternative besonders dann darstellt, wenn sich die Projektionse
zentren von Modell zu Modell im Auswertegerdat verdndern oder leicht ver-
dndern konnen. Zweitens wird das Ergebnis der rdumlichen Transformation,

fiir die man der Langsneigung wegen auch Punkte ausserhalb der Geldnde-
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fldache bendtigt, durch eine nachfolgende Glattungsoperation so ver-
bessert, dass die Gelandepunkte iiber die ganze Streifenbreite im An-

schlussquerschnitt zusammenpassen.

de dw dn dx dy dz dm

1) Rdumliche Drekstreckung mit | T | I "l" "I“ "T'
monokular gemessenen Einpass- _9g—Q0—@—0—0—0—0—
kreuzen ! I I

2) Helmerttransformation mit
stereoskopisch gemessenen [0) —_— 00—
Modellpunkten, in der yz-Ebene

3) x-Anriickung mit denselben
Punkten (allen Modellanschluss- ©
punkten)

Abb. 9.3(1): Folgemodellanschluss iiber Einpasskreuze und Modellan-

schlusspunkté. O = Zwischenergebnis © = Endergebnis.

Um uns eine Grossenvorstellung von den oben behandelten Anschlussdif-
ferenzen zu machen, entnehmen wir dem Handbuch fiir Vermessungskunde,
Band IIIa/3, 1972, S. 1685, die folgende Tabelle:

Ax = 10 um

ay = 25 ym (im Bildmassstab)

az = 50 um
Die Anschlussdifferenzen erreichen demnach etwa das Dreifache der Ein-
zelmodellmessgenauigkeit. Es konnen jedoch noch wesenilich grossere

.

Werte vorkommen. Beispiele aus der langjshrigen Praxis des Bur~czanmtes
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f4ir BEich~ und Vermessungswesen in Wien sind zum Beispiel im Anhang von
Waldhdusl, 1968, zu finden, in denen Klaffen bis zum Siebenfachen der
Messgenauigkeit dargestellt sind. Und diese Fédlle sind fiir gebirgiges
Geladnde durchaus nicht selten. Dié Notwendigkeit und Zweckmassigkeit
einer Streifenglattung von analog frei triangulierten Streifen stehen
bei mitteleuropzdischen Anforderungen an die Genauigkeit der Ergebnisse

ausser Frage.

Auch bei der Antransformation der Folgemodelle an die Vormodelle bei

der Einzelmodelltriangulation l&asst sich eine optimale Stetigkeit des

zu erzeugenden Streifens erzielen. Hier muss ebenso den systematischen,
photogrammetrischen Fehlern, den sogenannten Modelldeformationen aller
Art, Rechnung getragen werden. Das heisst, es muss dafiir gesorgt werden,
dass das Projektionszentrum optimal zur Uebertragung der Langsneigung
herangezogen wird, denn dafiir gibt es nichts Besseres, es darf aber nicht
verhindern, dass der Massstab und die Querneigung mit Hilfe aller Modell-
anschlusspunkte und ohne "Einfluss von oben"” bestimmt werden. Ziel muss
sein, dass der Folgemodellanschluss dort optimal wird, wo man spater
weiterzuarbeiten hat. Am Projektionszentrum ist spater niemand mehr
interessiert, wenn es einmal seine Funktion als ¢-Uebertiragungshilfe
erfiillt hat. Nach der Aerotriangulation ist es bedeutungslos. Es ist
wichtiger, dass die Geldndemodelle bestmoglich zusammenpassen, als dass
man ein nur theoretisch schones Zusammenpassen der Projektionszentren

erzwingt.

Eine weitere, einfache Mdglichkeit besteht darin, fiir die Modell-An-
transformation nur die x-Koordinaten des Projektionszentrums zu verwen-
den, sodass das ¢ bestimmbar ist, die iibrigen 6 Transformationselemente,
vor allem w und y-Massstab, jedoch nicht unnétig "verzerrt” werden. Es
ist, wie gesagt, besser, den lModelldeformationen nachzugeben und deren
systematischen Anteil durch den Streifenausgleich mitverbessern zu
lassen, als = aus einer Zwangsvorstellung heraus - die Identitat der
Projektionszentren zu erzwingen. Dieser Weg wurde neuerdings auch von
P. Schmid, 1973, in einer vom Verfasser betreuten Diplomarbeit mit Er-
folg beschritten. Eingehende Untersuchungen dariiber werden gesondert

verdffentlicht werden.

9.4 Zur Messgenauigkeit der Auswertegerdte.

Fir numerische Arbeiten sollten die Auswertegerzte einer sorgfaltigen,

periodischen Kontrolle unterzogen werden. Die Aerotriangulation ist
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oft mit demselben Bildmaterial durchzufiihren, wie die nachfolgende
Kartierung. Der grosstmoglichen Wirtschaftlichkeit wegen wird der Bild-
massstab gerne so klein, wie es die geforderte Kartiergenauigkeit ge-
rade noch zuldsst, gewdhlt. Fir die numerische Auswertung vorher, also
fir die Aerotriangulation, wird mindestens um den Faktor 2 mehr Ge-
nauigkeitsleistung gefordert. Wer dann mit einem Kartiergerdt arbeiten
muss, ist gezwungen, ihm das Letzte an Genauigkeitsleistung abzuverlan-
gen. Und das setzt sorgfdaltigste Gerdatejustierung voraus. In gebirgigem
Geldnde muss die Gerdtejustierung gleichzeitig iiber einen grosseren
z-Bereich gepriift werden. Die Arbeitsgruppe I1/2 Standardtests der
Internationalen Gesellschaft fiir Photogrammetrie hat eine Reihe von
Testvorschldgen ausgearbeitet, die die Firmentestanweisungen wirkungs-
voll ergdnzen. Hier sei nur - wegen der Bedeutung der stdndigen Quali-
tdtskontrolle - auf die Arbeiten dieser Gruppe hingewiesen:

R. Burkhardt 1968, M. Doshler 1972, G. Bormann 1968, M. Dshler und

K. Wolferts 1968, B. Makarovic 1968-1971, K. Szangolies 1968-1973,

P. Waldhdusl 1968, G. Bormanm und K. Hasler 1972, R.-P. Mark 1968, 1972,
K. Schiirer 1972.



EINFACHE POLYNCMIALANSAETZE.

1¢. Der Polynomgrad in Praxis und Literatur. -

Die in den beicden vorigen Abschnitten behandelten Voraussetzungen bediire
fen noch einiger Erganzungen aus Praxis und Literatur.
Die bislang im Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen (BAEV), Wien,
geiibte Vorgangsweise beim Streifenausgleich ist die einzige, mir be-
kanntgewordene, die schon vor der Aera der Polynomausgleiche in einem
graphischen Verfahren konsequent mit dem Verlauf der Orientierungsele-
mente gearbeitet hat. Die sogenannte Bundesamtsmethode stellt eine weit-
gehende Verbesserung der bis 1950 bekannten Streifenausgleichungsmetho-
den dar. Sie wurde von einem Team von Ingenieuren 1950 bis 1953 ent-
ickelt (¥)). Die Grundlagen bildeten die Arbeiten von O.v.Gruber (1935),
F. Nowatzky (1940), W. Schermerhorn und X. Neumaier (1939, 1940) sowie
von J.M. Zarzycki (1949).
In der graphisch-rechnerischen Version (195¢c - 1969) wurden im Laufe der

etwa zwei Stunden pro Modell benstigenden Ausgleichsarbeiten je Streifen

sieben Kurven gezeichnet, die folgenden Elementen enisprachen:
1. Polmy(x) aus Passpunkiangaben,

2. m}?ol)(x)+azo aus Passpunkiangaben,

3. Pol@ﬁx) aus Passpunktangaben,

4. fPolM(x)+ayO aus Passpunkiangaben,

5. = Eolm(x) Differentialkurve nach 2.,

6. Pol (x) Differentialkurve nach 4.,

7. jPol (x)+ x ~ aus Passpunktangaben.

ty

. Halwax hat die fiinf Originalkurven (1,2,3,4,7) einheitlich durch gqua-
dratische Polynome ersetzt, die aus je drei Angaben (Anfang, Mitite und
Ende des Streifens !) ermittelt werden. Dazu werden je zwei Vollpasspunk-
te, angeordnet entsprechend Typ 1 2 1 2 1 in Tab. 8.42(49), ohne Ause
gleichung verwendet. Eine Quasiausgleichung geschieht manuell, indem die
Sollwerte an den sechs Passpunktstellen so lange verdndert werden, bis
sich das Ergebnis hinreichend sowohl allen verfiigbaren Passpunkten als

auch den Nachbarstreifenpunkten gendhert hat.

+) Dem Team der Abteilung Photogrammetrie gehérten an:
K. Neumaierj J. Ebenhoh, W. Krejci, B. Send, H.G. Jerie,
F. Halwax (vgl. Halwax 1961); J. Bernhard, H. Muzik.

Den wesentlichsten Anteil trug W. Krejci bei.
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Die Methode hat sich insgesamt an vielen hundert Streifen beliebig ge-
birgigen Geldndes bewdhrt. Besonders aus der Zeit der graphischen Aero-
triangulationsausgleichung, die mit relativ vielen Passpunkten ausge-
fiihrt wurde, besitzen wir Einblick in das Verhalten der Streifendefor-
mationen nach freien Aerotriangulationen. Es gilt als Regel, dass sich
die y-Massstabsverbesserung (1) und die Querneigungsverbesserung (3)
durch Fast-Gerade, dusserstenfalls durch kaum gekrimmte Kurven 2. Grades
darstellen lassen. Die Aufbiegungskurve (2), die Azimutkurve (4) sowie
die "x-Restkurve® (7) zeigen stetig gekriimmten Verlauf (2. bis 3.0rd-
nung) mit so geringen Kriimmungsdnderungen, dass Halwax quadratische
Polynome fiir ausreichend hielt, wenn nur lédngere Streifen nach der Ganz-
streifenausgleichung in Teilstreifen zu etwa 10 Modellen behandelt wer-
den. Kubische Glieder wiirden bei gleicher Genauigkeit des Ergebnisses

sicherlich 15 - 20 Modelle bearbeiten lassen.

W. Hofmann zeigt in Finsterwalder-Hofmann, 1968, S. 375 ff., dass die
Streifenachsdeformationen nach einer ganzen, rationalen Funktion dritten

Grades der Modellnummern - und damit der Streifenlénge - verlaufen.

In Jordan-Rinner, 1972, S. 1787 und S. 1975, finden wir nach sehr ein- .

gehenden Diskussionen der hier behandelten Problematik folgende Schluss-

folgerungen:

(S.1787): "Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass in der Praxis

iiberwiegend Fdlle auftreten, die sich an die Schemafdlle mit 3 oder 4

Passpunktgruppen anlehnen. In diesen F&dllen erbringen Polynome 2. oder

3. Grades einfach durchzufiihremde, effektive Ausgleichungen, die nur

wenig hinter strengeren Ausgleichungen (nach der Théorie von Vermeir,

Ackermann 1961, 1965) zuriickstehen.

Man beniitzt fiir Streifen mit

- 3 Passpunktgruppen: Polynome 2. Grades,

= 4 Passpunktgruppen: Polynome 2. Grades, falls der Abstand der Gruppen
kleiner als etwa 4 - 6 Basislédngen ist, anderen-
falls 3. Grades,

- Passpunkten im ersten und letzten Modell: Polynome 3. Grades (mit Hin-
weis auf mogliche Verfilschung durch lokale Fehler)."

(S.1975): "Die einfachen Standardfidlle der Passpunktanordnuﬁgen konnen

mit Polynomen 2. oder 3. Grades ausgeglichen ﬁerden. Die Genauigkeitser-

gebnisse sind von denen strengerer Ausgleichungen nichi ~osentlich unters

schieden.”
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Nach diesen kompetenten, theoretisch und praktisch fundierten, zusammen-
fassenden Feststellungen konnen wir konkrete Polynomialausgleichssysteme

zusammenstellen und diskutieren.

11. Die Familie einfacher Ausgleichspolynome zum Ansatz T(5).

Der allgemeine Ansatz fiir die Streifenausgleichspolynome gestattet es,
zundchst eine Familie einfacher StrelfenausglelchspolynomejT (bis
zum dritten Grad) mit Grundpolynomeanl POlmx’ POlmy’ Pol@, Polw,
Pol W3 bls zum zweiten Grad) anzugeben.

Dle‘jr haben die Form:

Polo =a 11(1)
Pol, =a + Db x

Pol2 =a+bx+c x2

Der Fall Polo ist trivial. Er fithrt, in 7(5) eingesetzt, nur zur linea-

ren Nzherungsmatrix R

0" Er sei daher aus den weiteren Betrachtungen aus-

geschlossen.

Anmerkung: Theoretisch ist der Fall Eolo allerdings interessant, weil er,
wenn wir an gestiickelte Polynome denken, vgl. K. Kubik, 1972, zusammen
mit den Langs- und Querbedingungsgleichungen den Uebergang zur Aero-

triangulationsausgleichung mit Einzelmodellen darstellt.

Die linearen und/oder quadratischen Grundpolynome sind nun in sinnvoller
Weise, das heisst nach den in Abschnitt 10 dargelegten theoretischen und
praktischen Kenntnissen, in die Grundgleichung 7(5) einzusetzen. Wie im
Abschnitt 8.42, Tabelle 1, sollen vier Grundtypen von Streifenausgleichse
formeln unterschieden werdens

Typ 11111

Typ12121

Typ21212

Typ22222

Die fiinf Ziffern geben w1eder, wie in Tab. 8.42(1), der Reihe nach den

Grad der Grundpolynome fiir mx, my, ¢, W, % an.

Wenn man die Polynome P012 in den allgemeinen Ansatz T(5) einsetzt und
das Ergebnis matrizenrichtig nach den Koeffizienten ordnet, kommt man

zu folgender Formelgruppe:




ax =B . u 11(2)
' ! x2 : x3 2 2
1 . D A . Xz . WXy ‘= . X2 . =XY
i D2 2 1 3 3
1 1 X 1 2 Py
B=| . 1 e 'e J « =2 X 1 .+ XY « =X2Z v Xy - X 2 —3
| : 2 ; 3
' X ¢ X 2
. . 1 . 2 =X Yy .+ ' + X2 -3 Xy e« , « X2 - XYy .
t 7 f 3
u=(Ax0,Ayo,Azo;ax,ay,gp,aw,au L by’ b¢’ b b, © Cyr Oy cw, Cur S

Aus dem Ansatz T7(5) folgt direkt das Bildungsgesetz fiir die in den Formeln

vorkommenden Submatrizen:
Sei .. .

c=1{. 1 . |=(,.) = E, fir die constanten Koeffi- 11(3)
zienten in der Submatrix zu

u_ = (ax_, ay Az)T
c o’ o’ o

L=1|. 73 .-z x = (lij) fir die linearen Koeffi- 11(4)
zienten in der Submatrix zu

u, = (a_,a _,a ,a ,au)T

1 X’y W
x2
= - x . -3y 11(5)
2
Q= N &' -X2 EE = (qij) fiir die guadratischen Koeffi-

zienten in der Submatrix zu
u =(b,b,b,b,b)T

q X7y W
13 2 2
=5 - %z . -xsy
K=| .xy . =x%2 x—5 = (k;;) fur die kubischen Koeffi- 11(6)
2 zienten in der Submatrix zu

w = (e_,c_,c ,c ,c )T
x* "y %0’ “w n

dann ist )
ZmBuslu by v Au Ry n
wobel
13
{qij) =5 %= (kij) : 11(8)

(1) = S (q,,) 11(9)



11.1 Typ 111 11

BB tliriyran e
, 2
tox
1 . s L X -z .Y 5T . X2 .« =Xy
‘: 1 x2
Bysl - 1 ...y .-z x e Xy . =Xz > 11(11)
-— ' 1 2
;! . : x
.. L. ZeX ¥y .0 . Xz 5 3y .
i
T
u, —(Axo,ayo,A L a.“p a8, b, by’ b¢, b b%) 11(12)

Dieser Ansatz weist 3 konstante, 5 lineare und 5 quadratische, insge-
samt 13 Koeffizienten auf. Er ist fir kurze Streifen beliebigen Gelédn-
des bis zu ca. 12 Modellen Streifenldnge geeignet, falls man 0' x£ 206
veriangt und windestens 3 gleichverteilte Passpunxtgruppen anoranet.

Siehe Tab. 8.42(1).

11.2 Typ 12 1.2 1

il R S T b e S 1)
2
« + X v
1 . e i X . Z . =y .7 . Xz « =Xy o .
. 2 2!
i ‘ x"i.2 2
Bo=|- 1 i+ ¥y .-z x: . 1y .-xz Xy =Xz 11(14)
: ; = r2. 2
. . 1, .+« 2=x §y «:' .« X2 5 X « 'Xz2 Xy
u =(Ax 187 282 18 «b_, b ,b,b, b :c c )T 11(15)
=2 18201 ByrByrBurBye By 1 Oy Dys Bgr By By 1% Gy

Hier erscheint der Grad der Polynome der Nicht-Doppelsummationselemente
um eins erhsht. Der Vorteil dieser Annahme kann darin gesehen werden,
dass jedes seiner 5 Teilpolynome, ndmlich (Polmy(x)),(- Pol¢(x)dx),
(Polw(x)),(JPoln(x)dx),(jPolmx(x)dx), vom selben Grade ist, so dass sie
an kleinen Rechnenanlagen durch dasselbe Unterprogramm berechnet werden
konnen, wie es z.B. bei Halwax, 1961, geschieht.

Der Ansatz weist 3 konstante, 5 lineare, 5 qua&ratische und 2 kubische,
insgesamt 15 Koeffizienten auf. Er ist ebenso fiir kurze Streifen belie-
bigen Geldndes bis zu etwa 12 Modellen geeignet, falls man oﬁaxé 20;
verlangt. Am Streifenrand ist dieser Ansatz etwas flexibler und verlangt

um mindestens einen Passpunkt mehr (Tab. 8.42(1)).
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11.3 Typ 2 12 1 2

ax =Bu,=Cu, +Lu +Qu +K 11(16)
ax=Bypug = Oug r by @y Kty
\ -x2 ! x3 2 2
1 . S S A . Xz o =Xy, X2 =Xy
1 l2 2- 3 3
' X 1 4
Bo={ o 1 i o J o =2 X' o Xy . =XZ .. . = 111017)
=3 : ‘ 2 2 3 3
1 . - . : X2z -x— D : E_
. . C e Z =X Y el e > y o e 3 .
T
23 =(Axo,Ayo,Azo a e aCP a8 b, by, b@, b b, i CL, c¢, c, )"11(18)

Gegeniiber Typ 1 1 1 1 1 erhdlt dieser Typ fiir die Doppelsummations-
elemente je einen Koeffizienten 3. Grades dazu. Durch die Inter-
relationen treten in der x-Gleichung drei neue Glieder, in den anderen
beiden Gleichungen nur jeweils das kubische, neue Glied auf. Dieser An-
satz kann verwendet werden, wenn in der Streifenmitte nur Achspasspunk-
te zur Verfiigung stehen. Insgesamt verfiigt dieses System iiber 16 Frei-
heitsgrade. (Passpunktverteilung in Tab. 8.42(1). Dieser Typ ist fiir
Streifen bis zu einer Lange von maximal 20 Modellen verwendbar, wenn

man cﬁax= 20; erwartet, und ist fiir beliebiges Geldnde giiltig.

11.4 Typ 2 22 2 2

ax = B . u. Wir erhalten das vollstandige Formelsystem 11(2), welches
ebenfalls fiir Streifen bis zu etwa 20 Modellen geeignet ist, gegeniiber
dem vorigen Typ jedoch um 2 Freiheitsgrade mehr hat, wofiir in Streifen-
mitte eine zusdtzliche Passpunktgruppe notwendig wird. Die Passpunkte in
Streifemmitte, die fiir die Nichtdoppelsummationselemente gegeniiber dem
vorigen Typ neu erforderlich sind, konnen natiirlich auch zu den anderen
Passpunkten an den Streifendritteln gelegt werden (Siehe Tab. 8.42(1)).
Insgesamnt verfiigt dieser Typ iiber 18 Freiheitsgrade. Erwartet man wieder,
dassg O ax= 2 o , so erscheint dieser Typ fir Streifen beliebigen Ge-

o
landes und von 20 Modellen Lange geeignet.

12. Vergleich der in der Praxis angewandten, einfachen Polynomverfahren.

12.1 Erliuterungen:

In Tabelle 12(1) sind eine Auswahl gebriuchlicher, zum Teil sogar viel
angewendeter Polynome zusammengestellt. Die Koeffizientensortierung
nach Koordinatenpotenzen ladsst fehlende Glieder sofort erkennen. Einige
der Verfahren sind hinsichtlich ihres fumktionalen Aufbaues unbefrie-
digend, obwohl sie in Rechenprogrammbibliotheken fiir einen prektischen

Einsatz angeboten werden. Die meisten der Verfahren wurden auch von
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E. Breyer, 1972, fiir Schulungszwecke programmiert. Die Rechenarbeiten er-
folgten am Rechenzentrum der Technischen Hochschule Wien. Die Programme
sind praxisreif’, enthalten jedoch.eine grosse Anzahl von Variationsmég-
lichkeiten, damit sie speziell fiir Lehre und Versuchsreihen im Studien-

betrieb geeignet sind.

Die Typenbezeichnung gibt Jjeweils den Grundpolynomgrad in der nun schon
gewohnten Reihenfolge an: mx, my, ¢, w, H. Falls Polu(x) durch zwei
verschiedene Polynome Polux(x) und Poluy(x) ersetzt wurde, wie dies zum
Beispiel bei den unabhéngigen Polynomen der Fall ist, stehen die Poly-
nomgrade an der Stelle fiir den n-Grad iibereinander, oben fiir x, unten

fir y. In den Formeln wurden die Submatrizen entsprechend erweitert.

In den Verfahrensbeschreibungen wurden die einzelnen Korrekturglieder
matrizengerecht nach den Koeffizienten angeordnet, wodurch insbesonders
die Interrelationen zwischen den drei Korrekturgleichungen leicht be-

urteilt werden konnen.
In allen Formeln gilt selbstverstandlich:

X 3= X = xo xou Streifenanfang
y:=y-3, Vo= Streifenachse

z 3= 2

12.2 Abweichungen der in der Praxis iiblichen Polynome vom Ansatz 7(5).

Wenn man von den als Sonderfall zu betrachtenden konformen Polynomen
(Schut 1964) absieht, weisen die in der Praxis angewandten Polynomial-
ausgleiche gegeniiber dem Ansatz 7(5) reguldre und irrationale Abweichun-
gen auf.

a. z = 0. Fir ebenes Geldnde wird angenommen, dass die topographischen
Korrekturen vernachlédssigbar klein seien. Es sollte jedoch fiir jeden
praktischen Fall abgeschdtzt werden, ob diese Annahme berechtigt ist:
Ein Streifen sei streng vororientiert mit R1, sodass dr & o,jg.
Gesucht sei jener maximal zulassige Hoéhenunterschied aH, bis zu dem

die topographischen Korrekturen weniger als 10 um im Bild betragen.

3
.A_H_.'r_oLl_ﬁmb_1°'5 M=__mb_ AH =2 M (m)
63,73 1000 max.zul.

Beispiele: 1. M = 1o AH = 20 m
2. M = 30 AH = 6o m

Die aus dieser Vereinfachung folgenden Vernachlédssigungen konnen also




-46-

schon bei sehr geringen Geldndehdhenunterschieden grosser als 7o um
(!) im Bild werden.

= 0, (i = mx, my, ¢, w, ®). Fir kurze Streifen werden die kubi-
schen Glieder entweder alle oder teilweise weggelassen, um mit weni-
ger Passpunkten auszukommen. Dadurch wird natiirlich auch die Strei-
fenlange beschrankt. Diese Vereinfachung entspricht nicht mehr der
Fehlerfortpflanzung der zufalligen Fehler.
Polu(x) wird durch zwel voneinander unabhingige Polynome Pol (x)
und Pol (x) ersetzt. Dadurch konnen xy-(Pseudo)-Orthogonalltats-
fehler korrlglert werden. Diese Massnahme set3t voraus, dass gute und
mehr Lagepasspunkte gemessen werden, da durch die Vergrosserung der
Anzahl der Freiheitsgrade die Redundanz des Systems verringert wird.
Und damit wird es zunehmend schwerer, Passpunktfehler aufzudecken,
wie Identifizierungsfehler, Messfehler, Beobachtungsfehler, Rechen-
fehler. A
POlmx(X) = Polmy(x). Diese Massnahme, von Brucklacher, 1959, als
wesentlich gefordert, obwohl sie oft der Praxis widerspricht, kann
niitzlich oder notwendig sein, um in Achs-~ oder Polygonzugsnzhe hin-
reichende Streifenanpassung mit minimalem Passpunktaufwand zu erhal-
ten. Allgemein lehne ich sie ab, weil mir sowohl die praktische Er-
fahrung als auch theoretische Ueberlegungen (s. Abschn. 7) die Zweck-
massigkeit von 2 unabhdngigen Massstabspolynomen erwiesen haben.
(1) Axb = Ayo = Azo =0 } Das Anfangsmodell wird als fehlerfrei

(2) a; = 0, i = mx,my,p,w,% absolut orientiert vorausgesetzt.

Diese Entscheidungen stellen Zwangsbedingungen dar, die keine opti-
male Approximation mehr zulassen. Das Korrekturpolynomsystem wird am
Streifenanfang fest eingespannt, der Streifen verspannt. Die Pass-
punkt- und Einstellfehler des Anfangsmodelles erscheinen nach der ab-
soluten Orientierung zwar gering, sie sind aber sicher nicht so klein,
dass sie, mit der Folgemodellanzahl multipliziert, keine Auswirkungen
etwa auf das Streifenendmodell hitten.

Die Bedingungen (1) erschweren lediglich ein optimales Anpassen an
eventuell vorhandene Passpunkte in den ersten der Folgemodelle.
Ausgleiche, die sich solcher Vereinfachungen bedienten, haben sich

folgerichtig in der Praxis nicht durchgesetzt.
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12.3 Koeffizientenvergleich und Verfahrensbeschreibungen.

12.3.1 Koeffizientenvergleich.

AX

ox ¥ Massstab + Azimut + Aufbiegung
oy = ay + Azimut + Massstab + Verwindung

8z = 4z + Aufbiegung + Verwindung + Massstab

x2 x3 2 2
Methode 1 x 5 3 Yy Xy XYy 2 X2 X 2 Typ
£§L¥ AX = Axo ay b c = 'bu -C, a b c 22222
LANG &y = &y, &, b, c a, by ¢ ~% % "%
Az = Azo -a,CP --‘b(P -c(P am buJ cw ay by c
BAEV AX = AX_ a_ b . -a_ -b . a b . 12121
TH 1 o x bx n bu. i\
KURZ ay =8y, & b, . & % S &% "W "%
AZ = AZ  -a =D . a b c a b c
o P w w w Y ¥y
]TBEEZ Ax = AX, &y bx . -aux.bux a(p P - 1212 1
ay = &y, . ay by 5 -3 =b =C
Az = Azo -a -b(P . aw bw w ay b c
van AX = AX a b c -3 =b -C . . . 2=2 2 1 2
der o m n o
WEELE &V = &V, &, b, ¢ a b c . . . z =
Az = Azo -a --b(P -Cc aw bw - . . .
SCHWI- ax = ax a b - e e e e 111 1(1)
DEFSKY =
ay = &y, - bu . a.y by . . . . z =0
AZ = AZ _ =a -b . a b . . . .
o 9 9 w W
] 1
gl;gn;f- aAX = Axo ay bx -aux-bux . . . 1111 1
TEN 8y = &y, auy buy a.y by . . . z =0
Az = Azo -a(P -b(P . aw bw . . . .
. 1
ZAR~ ax = Axo a, bx . -aux-bux.cux . . . 12 2 2
ZYCKI Ay = 2 b a b z =0
V= o Gy Puy y ¥y ¥ oot
AZ = Azo -a(P -b(P . a’w bw cw . . .
= . - - . B = 1
ggRMEL ax ax o oa bm a, bu aw b(P 1=1 11
Ay = Ay a b . a b . -a =b .
o K % m . m w W
Az = Azo -a.cp -bcp . aw bw . a,ln bm .
MARSIK ax = axa b . . b - e e 111 1(1)
ay = 8y, - buy . a.y by . . . . z =0
AZ = AZ_ -a_ -Db . a . . . .
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12.3.2 Verfahrensbeschreibungen.

Kur.beschreibung eines Polynomialausgleicnsverfahrens

Bezeichnung: BAEV - TH 1 - LANG Typ: 2 2 2 2 2 z = beliebig

Maximal zulZdssige Streifenlange filir Restfehler £ 2 A 13 - 20 lodelle

ax=38.u
' nx2 ! x5 2
1T ¢ 'X o 2 o =y 15— « XZ . =Xy 13— .+ X Z . =Xy
‘ 2 . ' 3
. . 2 ! 3
. X ' 2 X
B=| . 1 «,. ¥y .« =2 Xx :.xy.-xzz— e XYy . -X2 T
. X 2 : 3
A S L. oxz =2 xy . CLox%z = x5y .
! . 2 . 3
T ‘l
R-_-(A%,A%,A%;ax,ay,a?,aw,an be,by, b:p’bw’b% {Cy cy, c(P, C %y )
Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 8 Hohenpasspunkte:
A a A
a A
A A A
oder
A A A a
A A A A
Programm: FORTRAN IV IBM 7o4o TH Wien Koeffizienten: 18

Anmerkungen: Universell und funktion 1 vollstandig nach Ansatz 7(5).

Literatur: Breyer 1972
Waldhdusl 1972
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Kurzbeschreibung eines Polynomialausgleichsverfahrens

Bezeichnung: BAEV - TH 1 - KURZ Typ:1 2 121 z = beliebig

Maximal zuldssige Streifenldange fiir Restfehler = 2 o, ¢ 12 Modelle

&x =B .1

2
1 N x ]
1 ¢« «'X o 2 o =Yy 15— « X2 . =Xy : . .
. ‘2 . ‘
¢ ' 2 '
. b'd ' 2 2
B={. 1 «,« ¥ =2 X ' e Xy . =X2Z 5~ Xy -X 2z
2 ! ! 2 2 :
! . X 1
e o 1V e 2 =x y . e XZ —E_ XY o ' X z Xy
. . [}
T
FL_(A%’A%’A%:ax’ay’a@’aw’a% :bx’by’ b¢’bw’bn : cy, y )

Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 6 Hohenpasspunkte:

a a A
A a A
oder
Prograimm: FORTRAN IV IBM 7o4o TH Wien Koeffizienten: 15

Anmerkungen: Universell und funktional vollstandig mnach Ansatz 7(5).
Dieses Verfahren ist eine verginfachte Version des vorigen. Es ist
funktional vergleichbar mit der von F.Halwax 1961 angegebenen Methode,

'jedoch als vermittelnder Ausgleich praktisch ohne Beschrinkungen auf-

wendié programmiert.

Literatur: Breyer 1972, Waldhdusl 1972, Halwax 1961.
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Kurzbeschreibung eines Polynomizlausgleicinsverfahrens

Bezeichnung: BAEV - TH 2 Typ:s 12 1 2 }g:g z = beliebig

Maximal zuldssige Streifenldange fiir Restfehler = 2 o, ¢ 12 Modelle

ax=38.1u

1 ‘x2 [}
T o e'X o 2 o =Y o153~ o« XZ o =Xy o . .
. 2 . ‘
. 2.
. ' X 2 2
B=({.- 1 <+ ¥ «=2 . x! Xy . =Xz. Ol Xy -X 2
: : x2 :
e« o 1t e 2 =X Yy o o1 o X2 5 XY o o X z Xy
. . 1
1. ‘ x .y, x .y .
E--(A%'A%’A%:ax’ay’a¢’aw’an’an:bx’by’ b¢’bw’bu’bu: cy{ o ’)

Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 6 Hohenpasspunkte:

A a A
A A A
oder
Programm: FORTRAN IV IBM 7o4o TH Wien Koeffizienten: 17

Anmerkungen: Die strenge #-Interrelation wurde aufgelassen, damit auch
systematische xy - (Pseudo-) Orthogoralitatsfehler korrigiert werden
kénnen. Nach den vorangegangenen Methoden verbleiben gelegentlich
systematisch auftretende x - Restfehler, die an den Streifenrindern

entgegengesetzte Vorzeichen  aufweisen, etwa nach folgendem Bild:

 — . —pe

P o : [ —

Falls sich dieses Bild beil mehreren Streifen signifikant wiederholt,
zuféllige Restfehlerverteilung in dieser Art also ausgeschlossen ist,
konnen die Streifen nach dieser Methode verbessert werden, da hier

zwel unabhdngige ®n-Polynome angesetzt worden sind. Ein analoges Ver=

fahren liesse sich natiirlich auch fiir den Typ 2 2 2 2 2 aufsteilen.

Literatur: Waldhgusl 1972




-51=

Kurzbeschreibung eines Polynomialausgleichsverfahrens

Bezeichnung: van der WEELE Typ: 2 =22 12 2z = konstant

Maximal zuldssige Streifenlinge fiir Restfehler £ 2 06 : 12 (6) Modelle

N
W
N

' 1 X s X
1. aix .. .ey E 0 0Ly 20 -x°y
: 2 2 3 2 3
B=|. 1 ..+« ¥ . « x Ve Xy - - 5 P .
= : : 2 : 3 5
e e 1t . =x y . e A . .
: . 2 X 3
T - — -
llz(A%’A%’A%faﬁ'am’a@’aw'au Ebm—bm’ by’bw’bn L= cmi c¢, c, )

Passpunkimindesterfordernisse: Vollpasspunkte: i Hohenpasspunkte: g

& 3 ~ } A
A ) A
a A
oder
a A
o o
A a
Programm: FORTRAN IV IBM 7o4o TH Wien Koeffizienten: 14 (7)

Anmerkungen: Van der Weele hat fiir die Streifenachse ein kubisches Poe-
lynom angesetzt ( nach Roelofs 1949 ). Der Ansatz wurde - fiir ebenes
Geldande = fiir Punkte ausserhalb der Streifenachée erweitert. Es wird
vorausgesetzt, dass dmx==dmj. Auf diese Weise hatten sich die obigen
14 Koeffizienten ergeben, mit denen das Verfahren an der THvWien pro=
grammiert wurde. Seinerzeit hatte van der Weele aber noch angenommen,
dass das Anfangsmodell fehlerfrei absolut orientiert war. Die oben un=-
terstrichenen Koeffizienten wurden = O gestzt. Es galt dann die Koeffi=
zientenzahl 7. Damit wurden im Rahmen der OEEPE ( Solaini u. Trombetti
1961 ) sehr unfangreiche Versuche unternommen, die die Streifenvere
spannungen klar erkennen liessen. Die 7 Unbekannten liessen sich ein-
fach mit Handrechenmaschine aus den Aehnlichkeitstransformationen des
Anfangs~ und des Endmodelles berechnen. Die Praxis hat dann deutlich
gemacht, dass man ohne die Stiitzung der Streifenmitte nur bei sehr kur=-

‘zen Streifen -auskommt. Das Verfahren ist nicht universell. -~

Literatur: Roelofs 1949, van der Weele 1953, Solaini u. Trombetti 1961
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Kurzbeschreibung eines Polynomialausgleichsverfahrens

Bezeichnung: SCHWIDEFSKY Typ:1 111 (1) 2 = konstant

Maximal zuldssige Streifenldnge fiir Restfehler = 2 oa : e Modelle

ax=B.u

1 0 aix . . .2 a2 L0 e
: 2 2
B=[. t .1« ¥y « « « 2 .xy . e
. ‘ 2 ;
e o 1! e =X 'y . N xy . -:
JLMXA 87 18,8 ,8,,8, ? ?b b b ,b ,? by : )
ju 0’%’ .xycp ’ s (Pw .

Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 5 Hohenpasspunkte:

A : a
a
A A
oder
Programm: FORTRAN IV IBM To4o TH Wien Koeffizienten: 12

Anmerkurigen: Die Eoordinatenverbesserungen werden nach einem Ansatz
mit drei viéllig unabhingigen Polynomen, die funktional unvollstdndig

.sind, berechnet. In der ay - Gleichung fehlt ai s, in der ax - Gleie
chung'fehlen a: und b: . Das Verfahren filhrt ohne die drei fehlenden

Glieder zu keinen brauchbaren Ergebnissen.

Literatur: Schwidefsky 1964, S. 288, Finsterwalder- Hofmann 1965, S.379
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Kurzbeschreibung eines Polynomialausgleicasverfahrens

Bezeichnung: GRAMASTETTEN Typ: 111 1 zg‘g z = konstant

Maximal zuldssige Streifenlinge fiir Restfehler £ 2 06 : ca.'1oModelle

ax =35 .1

[ - ,12 '

1 . S I e AREEY R s A

X : 2

B=[. 1 ¢ ¥ ¢« o« o« X! e Xy o o o5
- : - 2 2
71 -x : Zxy . .

. - :., - y . -. . - 2 :

= . x J. X .Y,
-Ii’(A%’A%’Azo:ax’ay’acp’aw’an’au:bx’by’ bcp’bw'bn’bw )

Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 5 Hohenpasspunkte:

A » , A
a
A A
oder
Prograum: FORTRAN IV IBMF7o4o TH Wien Koeffizienten: 15

Anmerkungen: Drei funktional vollstidndige, unabhingige Polynome.
Vorteil: Das Normalgleichungssystem zerfzallt in Subsysteme mit nur
je 5 Unbekannten. Nachteil: Passpunktfehler wefden kaum mehr aufge=
deckt, da die Redundanz deé Systems unzureichend ist. Es miissen da-
her mehr als mindesterforderlich Passpunkte gemessen werden. Grobe
Einstell- oder Passpunktfehler verschlechtern die an sich richtig

gegebenen Interrelationen.

Literatur: Wiser 1972
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Kurzbeschreibung eines Polynomialausgleicnsverfahrens

Bezeichnung: ZARZYCKI Typ: 12 1 2 ;_8,{; z = konstant
Maximalﬁzuléssige Streifenlange fiir Restfehler = 2 o, ¢ 12 lModelle
ax=38.1u
2 . :
T -y a0 L. -Xy . ! . . -x2y
' 2 ' 2!
: ! X
B=l - 1 ¢/« ¥ o« « « X! oxy . .« o > Xy . .
‘ : 2 .
X ' X 1 2
e o 1l e e =X Yy e et e e 5 Xy « . Xy .
1
T X ¥, x . 7. x
lL“(A%’A%’A%E&x’ay’aQ’aw’au’an!bx’by’ b¢’bw’bn’bnf cy{ C?%x )

Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 6 Hohenpasspunkte:

A FE R S RN S T R : : &
a a A
oder
Programm: FORTRAN IV IBM To4o TH Wien Koeffizienten: 18

Anmerkungen: Drei unabhéngige Polynome. Das Verfahren ist dem gra=-
phischen Ausgleich von Zarzycki nachgebildet und wird verschiedentlich-
auch als Methode "Aequivalent Zarzycki" bezeichﬁet. Die Koordinatene
verbesserungsprofile am Streifenrand wurden durch quadratische Polynome
ersetzt. Man hdtte ebensogut., sogar realistischer , kubische Polynome
dafiir ansetzen konnen. Dann wiirde die Anzehl der Freiheitsgrade 24 be-
tragen und die Anzahl der mindesterforderlichen Passpunkte 8, aufge=-

teilt in 4 gleichverteilte Passpunktquerschnitte.

Literatur: Jordan-Rinner 1972, S.1774 , Waldhéiusl 1972. -
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Kurzbeschreibung eines Polynomialausgleichsverfahrens

Bezeichnung: FORMEL 20 Typ: 1T =1111 2z = beliebig

Maximal zuldssige Streifenlange fiir Restfehler = 2 o, : ca. 8 liodelle

ax ='B.u
2

' X t

1 ¢ o'X o 2 o« =Yy = . X2 . =XY '

/ : 2 T2

. . x '

B= ¢« 1 ., ¥y .« =2 Xx e Xy . =X2 53—

= - - 2 2

! N X 1

\. . 1i e 2 =x Yy . toe XZ <5 XY . !

M ]

T 1 — ¥ = !
E_=(A%,A%,A%:am-am,a@,am,an :bm'bmf b@’bw’bn ! )

Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 3 Hohenpasspunkte: 2

A &
a
A A
oder
Programm: FORTRAN IV IBM 7od4o TH Wien Koeffizienten: 11

Anmerkungen: Die Formel 20, so benannt nach Vorlesungen von
K.Neumaier an der TH Wien, ehtspricht in Jordan-Rinner der Gleichung
(14) auf Seite 1755 und folgt aus der Theorie von Vermeir, wenn man
nur konstante Uebertragungsfehler annimmt. Allein daraus ist ersicht-
lich,vaass ohne weitere Koeffizienten bzw. Freiheitsgrade éin Anpassen
an die Auswirkungen der zusdtzlichen, stochastischen Uebertiragungsfeh-
ler iiberhaupt nicht denkbar ist. ( Vergleiche Abschnitt 11.2 ) Der
Massstabsfehler wird fiir x und y einheitlich angenommen. Das Verfahe

ren ist fiir die Praxis'nicht geeignet.

Literatur: Neumaier 1964, Jordan-Rinner 1972, Ackermann 1965,

Vermeir 1954.
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Kurzbeschreiobung eines Polynomialzusgleichsverfahrens

Bezeichnung:MAR§IK Typ: 1 111 :2§§ z = konstant
Maximal zuldssige Streifenldange fiir Restfehler = 2 o, ¢ - Modelle
ax =B . u
L} x2 1
1T v o' X . e . 2 = . . . o=xy.
. 2 xzi
§=.1.;.y...?;.xy...2—:
' ' 2 ‘
e o 1t . . o=x . . S
: J 2 :
u'=(ax,8y,0% '8 8,2 ,8 , ? 2:ib_,b_, b_,b ,b* by : )
— o 5% 8% i8x 2 By P’ W’ e S AR AV L (4
Passpunktmindesterfordernisse: Vollpasspunkte: 5 Hohenpasspunkte:
A a
a
A A
oder
Programm: Koeffizienten: 13

Anmerkungen: Drei vollig unabhingige Gleichungen, wie bei der
Methode Gramastetten. Es fehlen jedoch ganz wesentliche Koeffizienten,

ohne deren Erganzung das Verfahren keine brauchbaren Ergebnisse lie-

fern kann.

Literatur: Marfik 1972
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Kurzbeschreibung eines Polynomialausgleichsverfahrens

Bezeichnung: SCHUT Typ: konform z = konstant

Maximal zul#issige Streifenléange fiir Restfehler £ 2 o, ¢ Modelle

ax =38 . u

' '(xz-xz) I (x5-5x12) (3xzv-y5) \
1 . X =Yy -Xy T e e
B= : ) ) (3-3550)
. 1Ty x Xy > E 3 3 ceeean
To ¢ b:a,b: a b . a ) )
1= 8 8y Bt B0 P B 2 : 35 3

Passpunktmindesterfordernisse: lLagepasspunkte: 12 Hohenpasspunkte:

A A a
A A A
a A a
oder
Programm: FORTRAN IV, NRC Ottawa, Canada Koeffizienten: 8

Anmerkungen: Konforme Polynome geniigen den Cauchy=-Riemann'schen Diffe=
rentialgleichungen:

dax _ day dax _ _ 24
dx  dy und dy S;Z

und bilden differentiell kleine Bereiche dhnlich ab. Die Ausgleichung
kann direkt zwischen den Landeskoordinaten und den beliebig orientiers
ten Maschinenkoordinaten erfolgen. Fir beliebiges Geldnde ist dieses
Verfahren nicht modifizierbar. Die nichtlinearen y-Glieder entspre-
chen nicht unserem funktionalen Modell. Die Strahlfldache der Streifen-
korrekturen darf nicht in y-Richtung gekrimmt werden. Das miissen zue
satzliche Passpunkte in Streifenachsnzhe ausmitteln. Damit verlieren
die ohnehin nur fiir ebenes Gelande giiltigen, konformen Transformatio=-
nen ihre praktische Bedeutung,.ausgenommen als einfaches Ngéherungsvers
fahren fiir die Nzherungswertbestimmung bei eiﬁigen der Blockausglei-

chungsverfahren.

Literatur: Schut 1964, Jordan-Rinner 1972, S.1789 = 1T790.
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ANSAETZE MIT SPLINE-FUNKTIONEN

13. Zur Auswahl anderer Approximationsfunktionen.

Einfache Polynome sind, wie wir aus den vorangegangenen Diskussionen
gesehen haben, in ihrer Approximationsfdhigkeit beschrznkt, sie sind
fiir lange Streifen zu wenig flexibel. Es soll nun versucht werden, fir
den allgemeinen Streifenausgleichsansatz 7(5) andere, um eine Stufe
leistungsfdhigere Funktionen zu finden, die vor allem langere Streifen
und solche mit mehr Soll-Informationen auszugleichen vermégen. Fir die
Auswahl von Approximationsfunktionen nennt Kubik, 1971, folgende Kri-
terien: Sie sollen stetig, flexibel und mﬁgiichst glatt sein, fernmer
soll ihr mathematischer Aufbau eine sichere und rasche numerische Be-
rechnung erméglichen.

Ackermann hat 1965 darauf hingewiesen, "dass die folgerichtige Ent-
wicklung der mehrfachen, verketteten Polynome zu einer Losung fiihrt,
die identisch ist mit der durch einen Grenziibergang auf kontinuierliche
Korrekturfunktionen modifizierten, strengen Streifenausgleichung nach
Vermeir. Diese optimale, in der erwdhnten Modifikation strenge Streifen-
ausgleichung weist in jedem einzelnen Passpunktintervall +) ein Polynom
3. Grades auf. Die Verkniipfung der einzelnen Polynome ist durch Gleich-
heit der Funktionswerte sowie der ersten und zweiten Ableitungen nach x
an den Uebergangssiellen gekennzeichnet. Ausserdem ist jeweils am ersten
und letzten Passpunkt eines Streifens die zweite Ableitung nach x der
betreffenden Korrekturpolynome gleich O." (Womit wesentliche Merkmale
der natiirlichen Splinefunktionen 53(1) beschrieben waren).

Belling (1963) hat die kombinierten Polynome 2. Grades in seiner Diplom-
arbeit behandelt.

Erstmals praktisch programmiert und eingesetzt wurden gestiickelte Poly-
nome dritten Grades in der Photogrammetrie durch K. Kubik (1971).

Der Kubik'sche Ansatz gilt aber nur fiir ebenes Geldnde. Fiir beliebiges
Geldnde sind mir bisher keine Verfahren der Aerotriangulationsaus-
gleichung mit Spline~Technik bekannt.

Da die Theorie der Spline-Funktionen relativ jung und in photogramme-
trischen Fachkreisen fast unbekannt ist, soll im folgenden Abschnitt

naher darauf eingegangen werden.

+) Gemeint ist hiermit in der praktischen Photogrammetrie Passpunkt-

gruppenintervall.
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14. Theorie der Spline-Funkitionen.

14.1 Geschichte und Literaturhinweise.

Spline-Funktionen sind auch in der Mathematik noch nicht allzulange
bekannt. Sie wurden erstmals 1946 von I.J. Schoenberg, Mathematics
Research Center,rU.S. Army, and Department of Mathematics, University
of Wisconsin, Madison, erwdhnt. Der Grossiteil der Theorie iiber Spline-
Funktionen ist erst in den letzten 10 Jahren erschienen. Ich beziehe
mich im folgenden ohne besondere weitere Erwdhnung auf:-

Schoenberg 1964
Greville 1969
Stetter 1969
Ahlberg 1967
Jahn 1972 T)

+ . . . . .
) mit weiteren Literaturhinweisen.

")

Anmerkung: Im folgenden wird nicht immer streng zwischen (offenen) und
[abgeschlossenen] Intervallen unterschieden, es sei denn,

dass eine Unterscheidung zwingend notwendig ist.

14.2 Definitionen und Begriffe.

14.2.1 Spline-Funktionen.

Gegeben sei eine wachsende Folge reeller Zahlen (xi), i=1(1)n,
<] Xyt
(«¢) Eine Spline-Funktion Sm(x) von Grad m mit den Knoten x., i=1(1)n,

ist eine in jedem Intervall (xi, xi+1), i=0(1)n, oi= =09 X 1= 400,

n+1
durch ein Polynom vom Grad #m definierte Funktion.
(B) Sie selbst und ihre Ableitungen SéJ)(x), j=1(1)m=-1 seien iiberall

(zumindest stiickweise) stetig.

Beispiele: (Abb. 14.2.1 (1 - 4)
. —
So(x) = Treppenfunktion’ x
(R nicht definiert)
. e R
S1(x) = stetiger Polygonzug 4 L
. | — 7
S2(x) = glatter Parabelzug N Ny ~ 1
X
SB(X) = glatter und stetig gekriimmter,
kubischer Parabelzug “/+/’"‘\~_——————~”'"“\
X
X4 X, - Xy X
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14.2.2 Natiirliche Spline-Funktionen.

Eine natiirliche Spline-Funktion hat eine endliche Anzahl Knotenstellen
Xss i=1(1)n im Intervall (x1, xn). Im Inneren dieses Intervalles ist
der Maximalgrad der Polynome ungerade (=2k-1), in den beiden Aussenin-
tervallen (-o0, x1) und (xn, +00) je <(k-1).
Beispiel: k = 2

m,= 2k - 1=3 (i ... 'innen')

n = k-1=1 (a ... 'aussen')

Abb.14.2.2 (1)

._—/

(~00) Xq ) Xy Xeoo Xy xn (+00)

PRSI e

X

Gerade Ikombinierte,maximal kubische Polynome | Gerade

14.2.3 Spline-Funktionen als abgehackte Potenzfunmktionen.

Schoenberg und Whitney haben (1953) bewiesen, dass jede Spline-Funktion
Sm(x) aus S&(x1, Xys eees x ), das ist die Familie aller Spline-Funk-
tionen vom Grade m mit den Knoten Xis i=1(1)n, durch abgehackte Potenz-
funktionen (truncated power functions) eindeutig dargestellt werden
kann:

n
Sm(x) = p(x) + g;; cj(x - xj)ﬁ mit p(x) €jT; 14(1)
jT# ist die Familie aller Polynome vom Maximalgrad m.
Das "+" gibt an, dass (x -,xj)f nur positiv definiert ist, fiir

x. 2x ist (x - x.)® = 0.
J J+

Beispiel fiir eine abgehackte Potenzfunktion:

2
y = ex - x1)+

Abb.14.2.3 (1)

Xg
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14.2.4 Natiirliche Spline-Funktionen als abgehackte Potenzfunktionen.

4 2k-1 ~
Sop-q(x) = p(x) + E cj(x - xj)+ mit p(x) € JIy _,
J:
, 14(2)
und c.xt = 0, r = 0(1)k-1
e 33

Diese Bedingung folgt aus der Definition der natiirlichen Spline-Funk-

tionen fiir die beiden Aussenintervalle (-00, x1), (xn, +00), wonach in

(x_, +00) 82k 1(x)é:j\(/k ] sein soll und daher alle Potenzen héher als
n - -

(k-1) verschwinden miissen.

Beispiele:

a) 3(x) €JV(x1, Xyp eees xn) , x el azx, , X£b ) 14(3a)
x€(a, x,]) 3(x) = a + bx 14(3b)
xe(x_l,xz) 3(x) = a + BX + c1(x-x1)2

XE(XZ’xj) 3(x) = a,+ bx + ¢, (x-x1 )3 + cz(x-xz)i

xé(xv_1 ,xv) Sj(x)

v=1 v-1 v=1 v-1
2 2 3
(agz E cjx§)+(b°+2 3cjxj YE+ (- E 3cjxj )x“+( E °5 )x

. J=1 j=1 j=1 =1
p _ 3
x€(xn, b) SB(x) = (a.-Zc x7 )+(b+;30 x5 )x
n
wobei gleichzeitig o Xy = 0 und ch = 0. 14(3c)
J=1 j=

b) Da spater auch quadratische Spline-Funktionen zu beriicksichtigen
sind, sei analog zu S (x) E/V(x_],xz,...,x Jauch die gerade, normale
Spline~Funktion (kelne na‘turllche') 5, (x)€s (x1,x2,...,x ) so darge-

stellt, dass S, (x) E.//1, x€ (a, x, )v(x ,b), indem c. = 0.

=1
a + b x 14(4)
o" Yo

x€(a, x1) S2(X)

#

’ 2 2
xé(x1,x2) Sz(x) a + b X + Z,‘(x -2x% X+x] )+

2
a, + bx +j§1cj(x«xj )+

XE(X?.’XB) Sz(x)

xé(x ,x)S(x) &g +bx+Zc(x—x.)2=

=1

(a +Zc X )+(b ZZC X, )x+(Zc )x2




x.E(xn, b) Sz(x) =a + b X + ‘]Zc (x-x )2

(a. +Zc X )+(b -ZZc x.)x

da gleichzeitig Zc = 0.
J=1 J

c) Der Vollstdndigkeit wegen ergibt sich fir k = 1, m = 1
5,(0EA (x )y xy0000x), B() =8, S(x)ES

a, O 14(5)

x€(a, x1) S1(X)

xe(x1,x2) S1(x) =a + <2:1(x-x‘])+ (a c1x§) + c x

a +ch(x-x.)+ = (a -Zc x. )+(Zc
3= J j 3=

xf(xz,xs) 31(21:)

x;(sv_1,xv) 81(x)

.

V=1 V=1 v=1
a_ + c.(x-x_ = (a_ = C.X_ )+ c.)x
OZJ( J)+ (O;JJ)(;J)

xE(xn. b) S1(X)

a +Zc (x-x) (a. Zc

J=1 J=1

14.2.5 Integgolatlon, Approximation und Ausgleichung mit Spline-Funktionen.

Zur Abklarung der Begrlffe seli festgehalten:

1. Interpolation: S(x) geht genau durch alle Stiitzstellen. Das setzt vor-
aus, dass die Anzahl der Freiheitsgrade von S(x) der Stiitzstellenanzahl
gleich ist. Es liegt keine Ueberbestimmung vor. 2 Fdlle sind zu unterschei-

den:

1.1 Interpolation an den Knotenstellen:

R

- x Abb.14.2.5.(1)

X X2 Xs X4
x, = X¢ v=101)n Knotenstellen
n =r =1(1)r Referenzstellen
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1.2 Interpolation nicht streng an den Knotenstellen:

_’/l"—.—_

Abb.14.2.5.(2)

X

Xy X2 X3 X4
va xgg v =1(1)n
n =r ¢ = 1(1)r
x?‘< x, < x?+m_1 m = Grad von S(x)

2. Approximation: Die Anzahl der Freiheitsgrade von S(x) wird durch
eine zusdtzliche, variabel gewichtete (g2/g1) Bedingung eingeschrénkt,
derzufolge die Summe aller Krimmungsquadrate im Gesamtbereich so klein
wie mdglich werden soll. Die Anzahl der Stiitzstellen ist gleich der der
Knoten. Es liegt ein spezielles Ausgleichungsproblem mit nur einer Ue-

berbestimmung vor.
= L 2 o 2
E(u) = g.]j;pi(ss(xi)-yi) * g, _£(S'%(x)) dx — Min. 14(6)

wobei u = Unbekanntenvektor

2.1 Approximation an den Knotenstellen:

x Abb.14.2.5.(3)

X4 Xy X3 X4

1(1)n Knotenstellen

Xv-—-X? v
= I ?

2.2 Approximation nicht streng an den Knotenstellen:

1(1)r Referenzstellen

]
i
1
1

x Abb.14.2.5.(4)

Xq Xz "3 x4
X, ~ Xo v=1(01)n Knotenstellen
n =r § = 1(1)r Referenzstellen

x < xv < x§+m_1
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3. Ausgleichung: Die Anzahl der Stiitzstellen ist griésser als die der
Knotenstellen. Die Stiitzstellen liegen a priori nicht nur an den Kno-

tenstellen: n<r

3.1 Ausgleichung ohne Glattheitsbedingung. g, = (0]

r
E(u) = Zpi(SB(xi)-yi)2 — Min. 14(7)
i=1

Mit n = r erhidlt man den Fall 1.2 und, falls auch xv = xg, den Fall 1.1
als Spezialfalle von 3.1.

3.2 Ausgleichung mit Glattheitsbedingung &, #0°

Die unbekannten Koeffizienten u von S(x) folgen aus dem Minimum der er-
weiterten Euklidischen Norm 14(6).

Mit n = r erhdlt man den Fall 2.2 und, falls auch xv =X
als Spezialfdlle von 3.2.

g7 den Fall 2.1
3.1 ist ebenfalls eine Spezialisierung von 3.2 durch g2/g1 = 0.

Fir g1/g2 =00 trigt die Glattheitsbedingung nichts zum Ergebnis bei,
die Vielzahl der Punkte mit grossen Gewichten erzwingt das mit der An-
zahl der Freiheitsgrade mggliche Minimum.

Fir g1/g2 = O erhdlt man die Ausgleichsgerade.

14.2.6 Glatteste Interpolierende.

Die natiirlichen Spline-Funktionen m(x1, x ooy xn) zeichnen sich

2’
durch die in Greville, 1969, und Jahn, 1972, nachgewiesene Eigenschaft

aus, nach der Definition
® (k) 2

ol£)s = {[£°/(x)]%x —> Min. mit n > k 2 1 14(8)
a

die glattesten Interpolierenden unter allen denkbaren fe:Ck-1[a,meit
mindestens stiickweise stetigem f(k)

liche Spline-Funktionen S (x)e./?ﬁ(x1, b'd

darzustellen. Fir kubische, natiir-

---x a=Xx <K X £ D
2, ’ )’ v-1 v ’

v = 1(1)n, mit bekannten Ordlnaten y, und Punktgew1chten Py gilt ins-

besonders, dass genau ein S (x) aus der Klassed¢?x1, Xpseees X ) exi-

2"
stiert, sodass fiir jedes f'é C Ta;b] mit mindestens stiickweise stetiger
2. Ableitung f*

o(s;5) = o(£) und o(S;) = o(£) nur, wenn S; = 1.
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15. Stiickweise Polynome nach Kubik - Ahlberg.

15.1 Kubische Polynome.

K. Kubik, 1971la, empfiehlt, fiir die Koordinatenverbesserungen fiir
Punkte der Streifenachse kubische Polynome nach Ahlberg 1967 anzu-

setzen. In jedem Intervall (sv . xv), v = 2(1)n, definiert er eine
v)(xv-1)

- . o . -
S(v)(xv) y, sowie den 1. Ableitungen S(v)(xv-1) N

zv)(xv) = y; als Parametern. Die Parameter sind dann jeweils zwei"

Nachbarintervallen gemeinsam.

-1

kubische Parabel mit den Funktionswerten S( und

= Iy
und

g |

4 .
Y, yn ‘ . v R —‘,%\\

1 4 2| Yz Y3l Y, y4

X
X4 X2 Xg ) X4
yJ
Yyt Yy
> X
Xy-4 Xy

Abb. 15.1.(1) : Zur Kubik'schen Darstellung der stiickweisen Pol nome.

Die Parabeln lassen sich durch diese 4 Parameter wie folgt darstellen

("Hermite-Interpolation"): -

1y = (xv_xv-1)’ * = (x-xv_1)+, x € (xv-1’xv)'
S(v)(x) = a + bx + cz2 + ax
- t oyt X
S x) = (5 eyt IE s 16 A ) i (yi+eyy_ o) -2
(v) ve1 ve1 l2 1
v v
yi4yl o 2y -y, o\
v 2v 1_ ,v3 v=-1 x3 15(1)
1 1
v v
=2 = =3 - =3
2X 3 2X - X
S (x)=1—£+—- + - =y +(x-—+—y' +
(v) l2 13 v=1 l2 13 v \ 1 l2 ve1
v v v v ‘ v v
.2 -3
..%—-f.%)t'v 15(2)
v 1

Ersetzt man das Intervall-X durch das Streifen-x, so erhilt man die

numerisch giinstige Ahlberg'sche Darstellung in Differenzen, die die
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Grossenordnung der l haben:

(x,-02 [2lxx, pEN (x-x__)° [2(x, —x)+1j
S(n)=) = 3 Tyer ¥ 3
(xv—X)Z(X-xV_1) ' (X~xv_1)2(xv-X) ' 1503)
* 12 Vyer ~ 12 Iy 513
v v

Eine Sortierung nach Potenzen von x ist numerisch ungiinstiger als eine

solche nach Potenzen von (x-xv_q) = z.

Fiir 7(5) benstigen wir auch die 4. Ableitungen

o v I
(z) = (y + \6(yv yv-1) - Z(yv-(‘zsv-i)\;i +
(v) ’ V- 1 12 1
v v
Tyt -
SRS i DA W -
+ - X 15(4)
12 17
v v
6(x 50 (=% 1) (xv-x)(xv~x--2{}:—xv 1))
s (o) = V- . .
D(V}KK} 13 Tgar T 12 Iyt
v v
6{x_=x)(x-3 - ) -x)-(x-x :
6z -x)x lv_?)y (x-z_0(2(x -x) V'1))yv 505)
w - . 3 ;
13 v 12 v

Werr man will, dass an den inneren Intervallgrenzen L,V = 2(1)n-1,
auch die 2. Ableitungen iibereinstimmen, muss fiir jeden dieser Knoten

die folgende Bedingung erzwungen wercen:

lv+1 //lv lv+1 l
Z e o ——y 1 ]
5 T Tgeq T ;\im 4 1 31 TR v+|yv-| * 2(1v+1+"v)yv *
v V5 v v+
*1.yh.. =0 15(6)

In Kubik's Veréffentlichungen iiber Ausgleichungsmethoden mit gestiickel-
ten Polynomen 1971{a} (Photogrammetrische Wochen Xarisruhe) und 1972
(12. IGPh Kongress in Ottawa) ist diese Bedingungsgleichung weggelassen
worden, well man bei photogrammetrischen Anwendungen mit den dusserst
kleinen Lv und grossen lv sicher iiber die Notwendigkeit eines stetigsn
Ueberganges der Krimmungsverhzltnisse an den Intervallgrenzen verschie-
dener Meinung sein kann. Den normalen Spline-Bedingungen entispricht die
Erfiillung der obigen Bedingungsgleichung, die man jedenfalls dann an-
setzen wird, wenn man, wie Kubik in l9?l(b), noch an andere Anwendungen

fiir Spline-Funktionen denkt.
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In Kubik 1971(b) ist noch eine zweite Darstellung fiir kubische Polynome
als Funktion von Yyaqr Iy y$_1 und y; mit einer Bedingungsgleichung

33 A
fir y (xv), x € [xv_1, xv] A [x,, xv+1], angegeben. Wenn xe[xv-1, x,1s

dann gilt

3 3 wn 2
X - - 1 -
s ) = gn LR Teealy B
(v) v-1 61 v 61 ve1 6 1
- v v v
2 .
FLoN (x=x )
-1
+ v, Z A T A4 , oder 15(7)
- v
0t "
- 3,2 Iy-1 _ 3 .2 S
S(v)(x) = ((xv~x) - lv(xv-x)) 6lv + ((x xv_1) - lv(x-xv~1))6lv +
(xv-x) (x~xv 1)
+ _l__—yv-1 + —-—l————yv N v = 2(1)11- 15(8)
v v
Die Bedingungsgleichung lautet:
EX "o, lv+lv+1 - lv+1 n fx:l _(a g + Iy
6 Yv-1 3 Uy 6 Jv+1 T 1 1 T v+ T ’
v+1 v+1 v v
v = 2(1)n-1 15(9)

In dieser Form stellen die kubischen Polynome eine normale Spline-Funk-
tion 3. Grades dar, die nur innerhalb (x1, xn) definiert ist:
S(x) € 533(x1, Xyseees X ), 15(10)
S(x) = Sv(x) x € (xv_1,xv) v=2(1)n

S (x)=8__.(x_ ) garantiert durch Parameterwahl

vV v+1' TV

S'(x ) =8' _(x_ ) garantiert durch Nebenbedingung
v'wv v+l v
oder Parameterwahl

S"(x. ) =8S" .(x ) @garantiert durch Parameterwahl
vV v+l v .
oder Nebenbedingung

Fir eine Anwendung in der in 7(5) schematisch vorgesehenen Art kommen
kubische Polynome nicht in Frage, da durch die Integration eine weitere
Graderhshung eintrate. Hier miisste man vom Schema abweichen und den um-
gekehrten Weg gehen, nimlich SB(X) und S%(x) fiir (Pol(x)dx und Pol(x)
setzen. Fiir die Nichtdoppelsummationselemente (w und my) benstigt man

dann aber andere Spline-Funktionen 2. Grades.

15.2 Quadratische Polynome.

Fiir quadratische Polynome wahlt Kubik 1¢7:{z) fiir jedes Intervall

(xv 1 xv), v = 2(1)n, als Parameter dis Funktionswerte an den Inter-
vallgrenzen
8(xy_q) =¥y
= 2c_. Die Intervallpolynome S(v)(x) sind dann

_ - . " - A=
und S(xv) =y, und ferner die Kriimmung S(v)(x) A



_ - -2 =
S(v)(x) =a +Dbx+cx”, wobel x :=x-x__ Vx.é[xv_1, x,J
Y. -y Al A
R v Yv-1 vV V)= V=2
S(v)(,}‘) = (7,q) + |71 I S R : 15(11)

‘oder, geordnet nach den Parametern Ygaq? Iy und AV:

% % 2 1x
S® = {1 =Ty H T3 H 2 -2 15(12)
v v

Fiir den gesamten Interessenbereich x E(x1, xn) gilt:

S(z)(x) x€ (x1, x2) .
S
(3)(x) X€ (x2, x3)
S(x):= . 15(13)
S(n)(x) x€ (xn_1,xn)
oder kurz
S(x):= S(v)(X) x€ (xv_1,xv) , v=2(1)n
An den inneren Intervallgrenzen X, V= 2(1)n-1, miissen auch die
1. Ableitungen y; zwischen den Folgepolynomen iibereinstimmens:
Y. =y Al
' - viv-l _ _VV _
S(V)(x) lV 2 + AV(X xv-1)
(x=x_ )=(x_-x) 15(14)
S: \(x) = = y + = y. o+ v-1 4 A
(v) 1 Jve1 1 v 2 v
v v 1
Fir x = x_ € (x X ):yl == L Y. + oA
v v=1’ “v’ Yy 1 Yv-1 1 v v
v 1
Mirx=x €(x,x ,):y =- —l——y + = Y .y
- v v v+ T Vv 1 v 1 v+1 2 v+

Durch Gleichsetzen folgt die Bedingungsgleichung, die anlédsslich der
Parameterberechnung fiir alle inneren Knoten xv, v = 2(1)n-1, anzu-
setzen ist:

1

1
1 1 . v v+1
T Vyeq = (l + T A, (0]
v v

1 -
)yv T Vv T AT A T 15(15)
v+1 v+1

In dieser Form stellt S{x) wieder eine normale Spline-Funktion 2. Grades

dar, die nur fir [x1, xn] definiert ist:

S(x)e 5;2(11, Xypenns xn),
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S(x): = S(v)(x) . x Efxv.1, xv]
=2(1)n
S(v)(xv) = S( 1)(x )  garantiert durch

Parameterwahl

sy _\(x ) =8¢ (x.) garantiert durch
(V)7 (v+1) " Nebenbedingung

Quadratische Spline-Funktionen dieser Art weisen in

[xq5 xn] (2n-1) Unbekannte auf, n Funktionswerte v, und (n=-1) 2. Ab-
leitungen Av. Die (n-2) Bedingungsgleichungen fiir die inneren Knoten
bewirken, dass insgesamt (2n-1)-(n-2) = (n+1) Freiheitsgrade bestehen,
sodass mindestens (n+1) voneinander unabhingige Referenzinformationen,
méglichst gleichmdssig iiber [x1, xn] verteilt, erforderlich sind.

Un spater die Koordinatenfehler zufolge der veranderlichen Doppelsum-
mationselemente mx, @ und n erfassen zu kbnnen (Vergleiche "A" in
7(5)), miissen wir S(x) integrieren.

Fir xel X, 10 xv] , v=2(1)n ist

x . b'd

- [ s(x)ax = }_‘ (j (i)(x)dx) + [ Syxax =T+ 11 15(16)
X, i=2 X, _ X, _1

worin detailliert aus 15(11):

l
_ Y57Y501 A.l, oA -3 li
P P e[ s B
i=2 X=0 ) 1 Zli 4 6 °
v=1 1. A.1_3
B [y, a2
g i-1 i‘2 12
(x-x_ ) '
v-1 Y.~y 1
- . - 2
II = S, A (X)ax =y (x-x_ ) + | —mr 1.xx (x-x_ )" +
0 (v) ve1 v-1 Zlv 4 vei
A
+ Zz(x-x S )3
b.d ‘li lz
i S(x)dx = g:;(-—y + 57y - 7§A£ 21 (x- )(l +x -x)y
] =
(x-xv_1)2
2, ¥, * (x-x - ) (2(x -X)= lx)TﬁAv

= Pol(y1....yv, Az....An)

Wenn man also fiir einen beliebigern Passpunkt aus dem Intervall
[xv_1, xv] eine Verbesserungsgleichung aufstellt, so enthdlt diese

sdmtliche Parameter der Vorintervalle und des eigenen Intervalles.
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Prinzipiell ist also auch hier der Weg, vom Grundpolynom auszugehen und

die Koordinatenverbesserungen nach 7(5) anzusetzen, méglich.

15.3 Lineare Polynome.

Fir lineare Polynome werden als Parameter die Funktionswerte

s(v)(xv_1) = y,_q und s(v)(xv) =y, eingefiihrt.

S(v)(x a, + b X mit Xx:= (x-xv_1) und 1_:= (xv-xv_1):
y
Yy
¥4 Yz Y5 Vs Yy q Yy
X X
4 = X3 Xy Xy_q Xp
Abb. 15.3(1): Gestiickelte lineare Polynome nach Kubik.
Wenn x € (xv_1, xv):
: .-y - (x_-x) (x-x_ .)
vV VVei- v v-1
S(V)(x) FVver ¥ I S A" TR | Iy 15017)
v v v
Durch alle S, (x) wird eine normale Spline-Funktion in [} y X ]
(v) 1’ "n
definiert.
s(x)e 51(x1, Xyseees X)) 15(18)
S(x):= S(v)(x) X € L[X _q,%]
v = 2(1)n
S(v)(xv) = S(v+1)(xv) garantiert durch

Parameterwahl

Zum Aufbau der Gleichungen T7(5) mit S(x) wird wieder deren Integration

bendtigt:
x Ve i b:4
[sxax =3 (| Siy@ax )+ | s yax =1+ II 15(19)
*1 S Fe

Ve li
I =2 50 )

i=2

x (x=x_ ) ((x_=x__ )+(x -x)) (xx__,)°

v-1 v _"v-1 v v=1

= J{ S(y)(x)ax = 2T Vyar P T Yy

V=1
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AUSGLEICHUNG MIT SPLINE-FUNKTIONEN

16. Theoretische Grundlagen zur Ausgleichung des Spline-Systenms.

16.1 Glattheitsbedingung und Minimumprinzip.

Wenn wir auch fiir unsere normalen Spline-Funktionen im System 7(5) eine

Glattheitsbedingung Oé(S) definieren, so sollte dabei versucht werden,

folgende Ziele zu erreichen:

a. Starke Kriummungen der "Grund-Spline-Funktionen" bzw. "Grundpolynome"
sollen geddampft werden.
Das ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass die Kriimmungsdnderun-
gen der einzelnen Summanden in 7(5) minimiert werden miissen.

b. Die Dampfung soll generell steuerbar und

c. zwischen den Einzelspline-Funktionen (fiir die 5 Orientierungspara-
meter, einerseits Dreh-, andererseits Massstabsfaktoren) regulier-
bar sein.

In Anlehnung an 14(7) sei daher definiert:

) E ‘n (m)
o8 = g2 ,f( 0 5 (x)  — ad uin. 16(1)
1
Diese Glattheitsbedingung erweitert das Minimumprinzip:
g4 [pvv] + gé [qff] —> NMin.

oder ausfiihrlich

b4
g1g§; pix(SSx(xi)-Axi)2 + gzgi; inqe(sim)(x))zdx — Min,
M 16(2)
Unter Einhaltung allfdlliger Nebenbedingungen §?E_+ 1=0
81s 8y +-- Gewichte zur Steuerung der Dampfung, g, = 0 schaltet die
Dampfung iiberhaupt aus, gz——¢-o°bewirkte eine viollige Lo-
schung der Glieder hdchster Ordnung (Bedingung b).
Pi coeeas Gewichte der "3 Koordinatenverbesserungen der r Passpunkte.
Q. eeeeees Gewichte der E Einzel-Spline-Funktionen (Bedingung c).

SSx «++++. Kombiniertes Spline-System, die 3 Zeilen in 7(5).
S(m)(x) .. Die m-te Ableitung der e-ten Grund-Spline-Funktion.

§Tg+§=9 .+ Knotenbedingungen an den inneren Knoten bel Anwendung der
Polynome nach Kubik, oder Randbedingungen zwecks Naturali-

sierung von Spline-Funktionen.
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Wahrend Kubik, der Spline-Approximationstheorie 14.2.5.2 folgend, je-
weils die (k=-1)-te Ableitung der Teiipolynome k-ten Grades zur Glat-
tung verwendet, sei hier bewusst darauf abgezielt, die Krimuwungsidnde-
rungen der Teilpolynome oder die Kriimmungen der Grundpolynome zur
blossen Dampfung heranzuziehen.

3

Wenn die Teilpolynome die Form Axi=a.+ bx + cx2 + dx” haben, dann be-
b'd n=-1

deutet In(Ax"(x))zdx = E (6dv)2(xv-xv 1) die Flache der intervall-
b4 V=

weise quaarierten Treppenfunktion.

16.2 Anschauliche Interpretation. .

Durch Jerie, 1960, hat die Photogrammetrie gelernt, die Ausgleichsauf-
gaben auch im Sinne des in der Mechanik bekannten Satzes von Castigliano
zu sehen, demzufolge jener Gleichgewichtszustand eines elastischen
Systems eintritt, fiir den die erforderliche lFormanderungsarbeit am
kleinsten ist. Jerie hat auch gezeigt, dass die Normalgleichungen der
Ausgleichungsrechnung nichts anderes sind als der mathematische Aus-

druck fiir die Gleichgewichtsbedingungen fiir analoge elastische Systeme.

Der hier vorliegende Fall betrifft die vermittelnde Ausgleichung eines
interrelierten Spline-Systems mit zusdtzlicher uinimumsbedingung fir

dessen Glattheit und mit fallwelse notwendigen Knotenbedingungen.

Mechanisch miisste man den Ansatz 16(2) folgendermassen interpretieren:
An allen Stellen g = 1(1)r, den Passpunkten oder Stiitzstellen, greifen
Federkrafte F = p . v derart an, dass die Formdnderungsenergie

U = 0,5[pvv] an allen Federn zusammengenommen ein Minimum wird. Den
Federkraften setzt das Spline-System seine elastischen Eigenkridfte

entgegen, sodass die Verzerrungsenergie des Spline-Systems
L [}

U=5 [EJ(s"(x)ax
o

ebenfalls mit zum Minimum wird. Den Gewichtsfaktoren 84 und g5 kommt
daher die Bedeutung von Proportionalitdtsfaktoren zu, mit deren Hilife
die beiden Kraftsysteme relativ zueinander geeicht werden. In g, steckt
auch das Tragheitsmoment J des Spline-Systems. vie Gewichte q entspre-
chen den Elastizitdtsmodulen E der Einzelsplines. Wahlt man in der
Glattheitsbedingung o statt der zweiten Ableitungen S"(x) die weniger
streng wirksamen dritten Ableitungen S™(x), so wiirde dies mechanisch
bedeuten, dass die Summe aller Schnittquerkrafte-Quadrate Q2 statt der

Biegemoment-Quadrate M2 zum Minimum gemacht wird.
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S"'(X) = Q = % .+)

Abbiidung 10.2.(1) moge die Zusammenhinge noch weiter veranschaulichen.

2
i) §\
Z1
X
f-'f Y"Z ;’-5 g’.l, 57_5
Detail: i
1/1
— Ruhelage
—_ v =8
A Gleichgewichtslage

=

Abb. 16.2.(1): Zur mechanischen Interpretation des SplLine-Ausgieichs.
In Ruhelage befinden sich die Kuppiungsbolzen der Einstelleinheiten
(nach Jerie, 1960) in der Sollhthe Z. Der Spline-Auégleich bewirkt,

dass die Kupplungsbolzen um Betrzge v, aus der Ruhelage ausweichen.

16.3 Vermittelnde Ausgleichung mit zusdtzlicher Minimumsbedingung fiir

Funktionen der Unbekannten und mit Nebenbedingungen.

Literatur: E. Gotthardt, 1967
E. Gotthardt, 1968
J. Stetter,” 1969
K. Kubik, 1971 (a)
K. Kubik, 1971 (b)

Die Verbesserungsgleichungen nach 7(5) haben die Form:
-v = Au -1

mit den Gewichten (g1.p) =P

+) H. Parkus "Mechanik der festen Kérper." 2.Auflage, Springer Verlag,
Wien, 1966.
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Sie sind a priori iinear und auf gute Nzherungen bezogen, da ja nur
dann der Ansatz 7(5) mdglich ist. Gegeben sind ferner die Bedingungs-

gleichungen in Form von Knotenbedingungen

BTu+ t =0 16(4)
und die zusd@tzlichen Minimumsbedingungen fiir die Glattheit des Systems,
die stets als quadratische Form_ET.M.g geschrieben werden kdnnen. Aus
der Minimumsbedingung nach Gauss erweitert um die mit den Lagrange'schen
Multiplikatoren 2k multiplizierten Nebenbedingungen und den Zusatz-

Minimumsforderungen an die Glattheit

_ng + BTME + ZgT(QTg + 1) — Min. 16(5)
erhzlt man nach Differentiation und Nullsetzen wieder ein symmetrisches
Gleichungssystem:
2vTPay + 2uTMdn + 2kTBTdu + 2dk’ (Bust) = 0 16(6)
- v=4u-l
-dv = A du 16(7)
BTB +1=20
16(7), in 16(6) einsetzen, ergibt 16(8)

A'Pa+ ¥ B\ [z aTpL
—:‘T“—’%-" .<-- — |[-==) =0 16(8)

B R 01 k -t

Falls keine Nebenbedingungen vorliegen, degeneriert 16(8) zu

(24 + M)u - &"PL = 0 16(9)
Wenn man auch noch die Glattheitsbedingungen weglasst (g2 = 0), erhilt
man die Form des gewdhnlichen Normalgleichungssystems fiir vermittelnde

Beobachtungen:

A"pau - £7R1 = 0 16(10)
Es sei darauf hingewiesen, dass 16(8) wohl symmetrisch, aber nicht posi-
tiv definit ist, da in der Hauptdiagonale O-Elemente auftreten. Eine
Losung mit dem Gauss'schen Algorithmus ist jedoch ebenfalls mdglich.

Die Fehlerrechnung sei praxisoriehtiert auf die Ermittlung der Einzel-
verbesserungen v = l-A.u, die gewichtete Fehlerquadratsumme [pvv] und

auf die Berechnung des mittleren Gewichtseinheitsfehlers o beschrankt:

B
1

n=(n_-n )

-\ [pvv] 16(11)
u b

Anzahl der Verbesserungsgleichungen 16(3)

Anzshl der Unbekannten u in den Verbesserungsgleichungen

B
]

Anzahl der Bedingungsgleichungen 16(4)
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16.4 Verbesserungs- und Bedingungsgleichungen fiir Streifen- und Blocke-

ausgleichung mit Spline-Systemen nach 7(5).

16.4.1 Verbesserungsgleichungen fiir Passpunkte:

x

v, =-£1sx(x)dx + ox - ysu(x) + zS¢(x) - (X=-x)
x )

-V, =~f Su(x)dx + oy + ySy(x) - sz(x) - (T-y) 16(12)
X

1

x
-v_ = -j’SW(x)dx + 8z + y5 (x) + zSy(x) - (2-2)

X

Fir ny Hohenpasspunkte werden nHGleichungen fir v, fur nLLagepasspunkte
2 n; solche fir Ve und vy, fir ny Vollpasspunkte 3 ny fir alle drei ¥
aufgestellt, je in allen Streifen, in denen die Punkte vorkommen. Alle

zusammen bilden das System

“¥p = dpu-lp

von n, Gleichungen mit den Gewichten p,. Fir (nH + o +nv) Passpunkte
ergibt sich im Falle nur eines Sireifens:

n, = ng + ZnL + 3nv 16(13)

Im Block sind die np fir alle Streifen zu addieren.

16.4.2 Verbesserungsgleichungen fiir Streifenverbindungspunkte.

x x
(%rSx(x)dx+Ax°-ySn(x)+zS@(x))s.- (]-Sx(x)dx+Axo-ySn(x)+zS(P(x))S

-y =
x 1 i x1 i+1
- (x_ -x )
55 Sis
X X
-v, = (3[Sn(x)dx+Ayo+ySy(x)-sz(x))si - ({S%(x)dx+Ay°+ySy(x)-sz(x))si+1
1 ' 1
- (ys =¥ ) 16(14)
i i+1
7 X
-v, = (x S¢(X)dx+Azo+ySw(x)+zSy(x))Si- ({TS@(x)dx+Azo+ySw(X)+zsy(X))si+1
1 1
-(z_ -2z )
5 Sim

Kommt ein Streifenverbindungspunkt in mehr als zwei, allgemein in s

Streifen vor, dann sind 3(s-1) Verbesserungsgleichungen aufzustellen.
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Alle diese Verbesserungsgleichungen zusammengenommen bilden ein System

von n Gleichungen:

sV
=4 16(15)

-y u -1

SV SV SV

mit den Gewichten Psye
Fir Passpunkte diirfen nicht gleichzeitig auch Verbesserungsgleichungen

v aufgestellt werden, es sei denn, fiir bei v, nicht verwendete Koor-

SV P

dinaten.

16.3.3% Verbesserungsgleichungen fiir Statoskop- und APR-runkte.

Fiir jedes Projektionszentrum sowie fiir eine bestimmte, vorausgewzhlte
Anzahl von APR-Punkten lassen sich bei Anwendung eines Radarprofil-
schreibers (APR) zusdtzliche Verbesserungsgleichungen aufstellen, wird

nur ein Statoskop eingesetzt, dann nur fiir die Projektionszentren:
7, (x) = 2ol'®)(x) 16(16)

sei die iterativ oder simultan ausgeglichene Hohe der barometrischen
Referenz-Niveaufldche. Damn gilt fiir jedes Projektionszentrum mit Sta-
toskopregistrierung:
b'd
- = - -(2 -
Vot %[S@(x)dx+Azo+ySw(x)+zSy(x) ( O(x)+AzSt z) 16(17)
1
mit dem Gewicht Pgi-
und fiur die APR-Punkte:
=V

wer ="

} S@(x)dx+Azo+ySw(x)+ZSy(x)_(zo(x)+AzSt-AhAPR-z) 16(18)

1
mit dem Gewicht Papr°

Die obigen Verbesserungsgleichungen haben wieder die allgemeine Form

“Vgy = Agyl = lgy 16(19)

“TypR™ £2pR% ~ 1apR 16(20)

Alle Verbesserungsgleichungen

16(21)

tragen gemeinsam, mit P gewichtet, zum Aufbau der Normalgleichungen bei.
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17. Rdumiiche Spline~Streifenausgleiche.

17.1 Grundpolynome aus der Familie der gewshnlichen Spline-Funktionen

bis zum 2. Grad als abgehackte Potenzfunktionen.

n-1 —
5,(x) = p (x) + Z]cj(x-xj)l p ()€ JT_ *)

= 17(1)
S,(x) = p,(x) + JZG (x-x ) p,(x)€ /f/:

Analog Abschnitt 11 konnten nun wieder die bei einfachen Polynomen sinn-
vollen 4 Typen der Reihe nach untersucht werden. Da die Spline-Streifen-
ausgleiche gegeniiber den einfachen Polynomialansdtzen lediglich den Vor-
teil haben, ohne Graderhohung ldngere Streifen verarbeiten zu konnen,
geniigt es, den allgemeinsten und fiir lange Streifen sinnvollsten Typ
S 22222 exemplarisch zu behandeln:
Der Darstellung 11(7) folgend erhalten wir nun

n=-1

Cu + Ly + Qu + gz: KJ Yy " ax 17(2)

Die Verbesserungsgleichungen sind je nach dem x des betreffenden Pass-
punktes verschieden lang. Ihr Anteil am Aufbau der Normalgleichungen
bewirkt jedenfalls eine fast vollbesetzte Matrix.

Der Beitrag der Glattheitsbedingung 16(1) zu den Normalgleichungen er-
hdlt die Form 17(5):

n=-1
S;(x) = ;é; ZCej 17(3)
o = %Z[ q, (S"(x)) dx
e=1

Wegen der Spllne ~-Darstellung in Summen abgehackter Potenzfunktionen ist

intervallweise zu integrieren. Nach Zusammenfassen erhalten wir:

E n .
S, = 4822(1 2 ((x =X, )(Zc ) ) —> ad Uin. Yy 1704)
g e=1 e v=2 v .
667 j+1 v=1 o
gzg. = 88,9, :Z;((xv‘xv-1)(22:°ei)) =ad 0 y17(5)
eJ v=2 i=1

*) Allgemein haben wir j = 1(1)n. Da aber das Intervall (n,00) praktisch
uninteressant ist, sobald x, > x, d.h. kein x die Intervallgregze x
iiberschreitet, ktnnen die c, in u, und n als Summationsgrenze wegge-
lassen werden.

**) Im Anhang detailliert beschrieben.
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Abb. 17(1): Normalgleichungssystem fiir einen Einzelstreifenausgleich
nach Typ S 22222 mit Spline-Funktionen als abgehackte Potenz-

funktionen iiber 3 Knotenintervalle.

Nebenbedingungen treten bei diesen Spline-Funktionen nicht auf. Die
Normalgleichungsmatrix wird also wie gewdhnlich durch Multiplikation
Spalte mal Spalte aus den Verbesserungsgleichungen aufgebaut und dann
fiir die Submatrix der cej nach der in Abb. 17(1) ersichtlichen Art durch
die Elemente 17(5) ergdnzt. Die L&sung des Systems erfolgt nach den iib-

lichen Verfahren.

Fir mehrere Parallelstreifen in Blockform und gleichzeitiger LGsung der
Unbekannten ergibt sich das Normalgleichungssystem Abb. 17(2).

Die linke Seite der Normalgleichungsmatrix zeigt deutlich den Einfluss
der allgemeinen Glattheitsbedingung 6; —> ad Minimum, die fiir mehrere
Streifen in einem Block die Rolle einer "Storfunktion" gegeniiber den
reinen Ausgleichsanteilen annimmt. Der Einfluss dieser "Storfunktion'
kann durch g2 verniinftig klein gehalten oder aber auch besonders betont

werden.
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\

9.

AR

Abb. 17(2): Normalgleichungsmatrix fiir einen Streifenblock von 4 Streifen.
Anteile der Streifenverbindungspunkte

Anteile der Passpunkte, APR-Punkte etc.

Anteile der Glattheitsbedingung, alle Submatrizen-

elemente positiv.

Fir Streifenblockausgleiche gilt:

S E *n »
o = €0 Zf a (87 (x))%dx —> ad Min.
s=1 e=1 Xy .
E n Va1 2
= 4gzz qg Z((xv-xv_1)(chej) ) —> ad Min. 17(7)
s=1 e=1 v=2 j=1
367 g v=1
Tor = 888, 2 (lxmx (D e)) = aa 0 17(8)
sej v=2 i=1
Die 'Normalgleichungs-Storkoeffizienten' der Unbekannten c¢_ . sind alle

positiv, wodurch -einleuchtet, dass die csej mit wachsendem Gewicht )
immer kleiner werden miissen, damit die Nullbedingung erfiillt werden kann.

Mit dem Aufbau der Normalgleichungsmatrix ist das Problem an sich gelost.
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17.2 Grundpolynome aus der Familie der natiirlichen Spline-Funktionen.

Obwohl die natiirlichen Spline-Funktionen Ss(x)é'J¢;(x1, xz,...,xn) ideale
Glattheitseigenschaften im Sinne von 14(7) aufweisen, scheiden sie den-
noch aus der Reihe der Alternativen aus, da zum Erfassen der systemati-
schen Aerotriangulationsfehler jedenfalls quadratische Polynomglieder
gefordert werden miissen. Und gerade diese fehlen bei den natiirlichen
Spline-Funktionen. Der Polynomgrad nach der Integration in 7(5) ware ent-
weder zu hoch (S_(x) fithrt zur 4. Potenz) oder fiir lLange Streifen zu
niedrig (S1(x) fithrt nur zur 2. Potenz). Was bleibt, sind die in

14.2.4.b "quasinatiirlich" behandelten Spline-Funkiionen, die sich von
den in 17.1 verwegdeten, normalen Spline-Funktionen nur noch durch die

Nebenbedingung (zz:cj = 0, s.14(4)) unterscheiden. Diese Nebenbedingung
J=1
kann aber nur dann erfiillt werden, wenn dag_{ntervall [xn,09] nicht leer

ist. Wenn alle x £ X kann immer c,=- zz:cj angenommen werden.
J=1
Es besteht somit kein Unterschied mehr zu den vorweg behandelten, qua-

dratischen, normalen Spline=-Funktionen.- Die Bedingungzz:c. = 0 wider-
spricht iibrigens auch dem Fehlerverhalten eines Streifeps? Wenn x,
nicht das Streifenende ist, so wiirde jeder extrapoliert behandelte
"Aeropunkt" der Photogrammetrie eher auf einer weiter gleich systema-~

tisch gekriimmten Fehlerflache als auf einer linear verlangerten liegen.

17.3 Grundpolynome aus der Familie der Spline-Polynome nach Ahlberg-Kubik.

Streifenausgleichspolynome 7(5) lassen sich auf 2 Arten aus Ahlberg-

Kubik'®schen Spline-Polynomen aufbauen.

17.3.1 1. Ableitungen kubischer Polynome als Gruandpolynome.

In die Gleichungen 7(5) werden fiir die Grundpolynome der Doppelsumma-
tionselemente Funktionen vom Typ 15(5) eingesetzt, nach deren Integra-
tion erhdlt man fiir den Teil A von 7(5) die Gleichungen 15(3). Fiir die
Nichtdoppelsummationselemente miissen direkt quadratische Polynome 15(12)
angesetzt werden. Die Bedingungsgleichungen 15(6) und 15(15) sind anzu-

wenden. Die ax in T7(5) werden durch die Yy.q 2us 15(3) (in der Form

15(1) als Verschiebungsvektor erkennbar) er;etzt. Die Glattheitsbedin-

gung kann wieder auf die 2. Ableitungen von 15(5) und 15(11) beschriankt
werden, was einer Minimisierung der Kriimmungsénderungen der Koordinaten-
verbesserungsansdtze bzw. der Kriimmungen der Verldufe der Orientierungs-

elemente entspricht.



32, 3
7(5) einsetzen:

(x) - ys¢

-y =S 3 ax

X 3,4%

-v. =39S

y = 53,0y (%) ¥ 35y,

-v (x) + yS

-S
z 3,82
Als

”" L]
polynome S3 und 52

-v = A.u - 1 lauten detailliert:

(xv-x)2(2(x-xv_1)+lv)

1]

-Vx l 3

)

(xv—x)z(x-xv_1

1
v

6y(xv-x)(x-x )

v=1

M 13 Yv-1,ay ~

v

ry(xv-x)((xv-x)-2(x-x

(x) + zS!
(x) - zS

(x) + ZS

alle von 2.

R _
2 Yy-1,8x
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S, seien im folgenden die Polynome 2. bzw. 3. Grades, die wir in

5 ax (X) - (%-x)

(X) - (I-y)

(X) - (2-2)

17(9)

Typenbezeichnung fiir diesen Ansatz gilt S 22222, da die "“Grund-

Grad sind. Die Verbesserungsgleichungen
17(10)

(x- ) (2(x -x)+l )

¥ + ¥y +
3
1

v-1,4ax

2
1) (x,-x) '
2 yv,Ax
v

x-
( X,

1

6y(xv-x)(x-xv_

3 Vv, oy

)) y(x=x,_ )(2(x =x)=(x-x _

v=1

+
l2
v

)

6z(xv-x)(x-xv_1

- 13 yv-1,Az. M

Z(xv-x)((xv-x)-Z(x-x

Ve

? -
yv--1,Ay 2

6z(xv-x)(x-xv_

13
v

))

z.(x-xv_1

l2
v

- (X-x)

(x -x) (2(x— )+l )

v 13
v

(xV-X)Z(X-X§_1) '
) ¥y

+

- ]
v-1,4ay 2 yv,Ay *

(nyv_1)(x

)(2(x_-x)-(x-x
' v v
Y.

+
v=1,4a2 l2 Jv,Az
v

)2(2(xv-X)+lv)
13
v

(x-xv_1

yv-1,Ay M

)2(x_~x)
v

(x-xv_1

1
v

X =X

-x)A -z —-—

2 v v,y Vel,Ww

(x-x_ )
____X_l_(x -X)A

2 VW (T-y)




-82-

2 2
Y - = (x=x)7(2(x=x_ )41 ) i (e=x )7 (20x -x)+1 ) .-
z 13 yv-1,Az 13 v,a2
v v
(x -x)z(x-x ) (x=x )2(x -x) X, =X
. v v-1 ¥ . v-1 v ¥ +y y +
l2 v-1,4z l2 V,AZ lv v-1,w
v v
+ f:fX:l - £f:f!:ll(x -x)A + 2 fX:f_
Y™ 1T Yyt Y T 2 v N w T Jv-1,my *
v v
X=X (x=x_ )
v=1 V=1
+ 2z T, Yy my = 2 5 (xv-x)AV’my - fZ-z)
Die Koetfizienten setzen sich im wesentlichen aus (xv-x), (x-xv_1)
und(xv-xv_1) = lv zusammen und fihren zu Produkten, die 13 nicht be-

deutend iiberschreiten.
Die Bedingungsgleichungen fiir die inneren Intervallgrenzen X

v = 2(1)n~1, lauten nach 15(6):

1 1 1

v+1 . v v+1 _ v T '
ST Y1 Y3UT Tl )yv 51 Yo ¥ lv+1yv-1 * (21v+1+lv)yv

v v+1 v v+1
1 =
+13y%.,=0 17(11)
oder kiirzer:
4 1 v =
Aeyv-1,e * Beyv,e * Ceyv+1,e * Deyv-1,e * Eeyv,e * Feyv+1,e 0
e = mx, 9, %
beziehungsweise 15(15):
1 1

1 1 1 1 v v+1
1T Jver1 (l I )yv *1 Yye1 =T By m T A =0 17012)
v v v+1 v+1
oder kiirzer
Aeyv~1,e + Beyv,e * Ceyv+1,e * GeAv,e * H'eAv+1,e =0 e=m,w

Die Glattheitsbedingungen lassen sich analog 17(4) und 17(7) auf folgende
Ausdriicke einschrénken: (j = 1(1)n-1, v = j+1, s = 1(1)8)

s 2 1 2 1
o= L] = e— —_— ! - — —_— !
Ksej' Sv,se(X) 13 yv-1,se+ 12 yv-1,se 13 yv,se+ l2 y'v,se
v v v v

=S¥ = =
KseJ' Sv,se(x) A'v,se e =1y, w
s i n-1 *j+1 -5 inq i _
& =g J[ q dx = g q NEIPRS
g 25___1 & 5= xj se sej 2 S 55 S se"sej "j+1 7

—> ad Min.
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Jd & _ 2%
—E = 2g q K . sej (x. ,-x.) = ad O
ausej 27 sej JE;;? J+1 )

Die durch die Bedingungsgleichungen und die Glattheitsbedingung erwei-

terte Normaigleichungsmatrix erhdlt folgende Form:

Knoten x| {Knoten x, r(noten X3/ |Knoten xJKorrelaten

fur Knoten

Xz X3

i
a

BT

Ic

Ix

I% Nebencedingungen
Y/ GLattheitsbedingung

Abb. 17(3) Erweiterte Normalgleichungsmatrix 16(8) fiir kubische Spline=
Polynome nach Ahlberg-Kubik fiir Typ S 22222.

Fir die gleichzeitige Behandlung mehrerer Streifen im Parallelstreifen-

Blockverband erhalten wir als erweiterte Normalgleichungsmatrix Abbil-

dung 17(3) =

Spline-Koeffizientenausgleich

17(13)

10
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Streifen 1 Streifen 2 Streifen 3

g A

A D, u
B 5,

=

Passpunkte Nepenpedin,ungen
Streifenverbindungspunkte tlattheitsbedingung

Abb. 17(3): Erweiterte Normalgleichungsmatrix 16(8) fiir kubische Spline-

Polynome nach Ahlberg-Kubik fiir mehrere Streifen im Paralilele

streifen-Blockverband. Typ S 22222, E =5, n =4, S = 3.

17. 5.2 Quadretische Polynome als Grundpolynome.

Als Grundpolynome werden Spline-Funktionmen 15(11) bzw. 15(12) angesetzt.
Deren Integration ergibt fiir den Teil "a" aus 7(5) die Beziehungen 15(16).
Fiir die inneren Intervallgrenzen X, V= 2(1)n-1, gelten die (n~2) Neben=-

bedingungen 15(15). Die Glattheitsbedingungen sind sehr einfach:

= g2Z Zq ./ (S"(x)) dx = g Zl Zq ZAse;l XS'- S,j~1) )

s=1 e=1 %, e=1 3:2

Deren Beitrag zur erweiterten Normalgleichungsmatrix wird

+) Hier sei der allgemeinere Fall angedeutet, der die xv je Streifen im

Streifenblock gesondert als X o V= 1(1)11S vorsieht.
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—£
oA

= 2g2q A = ad O,
sej

e sej

also ausschliesslich Hauptdiagonalglieder zu den Asej° Kompliziert
dagegen wird die Ausgleichung wegen der langen Verbesserungsgleichungen,
die jeweils alle Elemente der Vor-Intervalle und des augenblicklich be-
handelten Intervalles enthalten. Dazu kommen noch die Nebenbedingungen
in gleicher Anzahl wie in 17.3.1. Es liegt daher auf der Hand, hier den

praktischeren und numerisch verniinftigeren Weg 17.3.1 vorzuziehen.

18. Zur Passpunkt- und Knotenanordnung bei Spline-Sireifenausgleichen.

Beide Verfahren sind eine Verallgemeinerung des Types 22222. Die erior-
derliche Passpunktverteilung langs x kann daher einfach von der liethode
"BAEV - TH1 - LANG" abgeleitet werden.

Sei n die Anzahl der gleichmdssig iiber das Intervall (x1, xn) ver-
teilten Knoten. Dann existieren (n-1) Intervalle, in denen je ein Po-
lynomialausgleichssystem 3. Grades mit 18 Unbekannten definiert ist.

An den (n-2) inneren Knoten béstehen 1o0(n-2) Bedingungsgleichungen fiir
die Uebereinstimmung der Funktionswerte und der 1. AblLeitungen fiir die
5 Grund-Spline-Funktionen, ferner 3(n-2) fiir die Verschiebungsgrossen
ax. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist also nur (n-1).18-(n-2).13 =
=5n+8, sodass. mindestens 5n+8 voneinander unabhdngige Gleichungen auf-
zustellen sind. Analog 8.42 werden jedoch mehr Passpunktinformationen
benotigt, um die dem mathematischen Ansatz zugrunde liegenden, eigent-
lichen Elemente tgw und my definieren zu kdnnen. Folgt man denselben
Ueberlegungen wie nach Tab. 8.42(1), so erhilt man die Passpunktmindest-

anordnungen von Abb. 18(1).

Sei i  Anzahl der Spline-Intervalle (xi_1, xi)
n Anzahl der Knoten x;
P Anzahl der Passpunktquerschnitte
m  Anzahl der zwischen den p iiberbriickten Modelle
Fiir m 2 5 gilt nach Ackermann (Jordan 1972) fiir photogrammetrische

Einzelstreifen (18.2), dass dgax'\/o,12v mBGB. Durch Umkehrung bekommt

man die maximal zulissige Ueberbriickungsdistanz (in Modelleinheiten):

3 6~ 2
max
Bax.zul. 4,1 ( 6; ) 18(1)
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Abb. 18(1): Passpunktmindestanordnung fiir Splinestreifenausgleiche

mit n Knoten X, (v=101)n, x;:xv+1), sodass Tax= 206 fiir verschie=-
dene Streifeniangen, hier zwischen 24 und 36 Modellen, unverzndert
bleibt. a = Vollpasspunkt, n = Knotenanzahl.

Die jeweils obere Passpunktanordnung sieht 1iir die voppeisumwations-
elemente (n+2) Stiitzstellen in der Streifenachse vor und (n+1) gleich-
verteilte Stiitzstellen fiir die {ibrigen Elemente. Da ein Passpunktpaar
an den einander gegeniiberliegenden Streifenrandstellen durch Mittelung
auch die ndtigen Informationen fiir die Streifenachse liefert, ist die
jeweils untere Passpunktanordnung die praktisch gesuchte Passpunktmin-

destanordnung mit 2{n+2) Punkten.
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Sobald D ox.zul. bekannt ist, wird die vorgegebene Streifenldange durch

b'mmax.zul. dividiert, (b = Basis), wodurch man (p-1), die inzahl der

Passpunktintervalle,bekommt, und damit p. Die Anzahl der Knoten n = p=2,

die der Spline Intervalle i = p-3. Wenn man wie frither m =6
max.zul.

annimmt entsprechend 6;ax = 26;, lisst sich die Tabelle 18(2) zusammen-

stellen:

Spline-Intervalle 1 2 3 4 5 6
Knoten 2| 3] 45| 6] 1
Passpunktintervalle 31 4|5 6| 7| 8
Passpunktquerschnitte 4 5 6 T 8 9110
Modellanzahl bis 18 |24 | 30 {36 | 42| 48 | 54
Parameteranzahl 18 (23128 |33 ]| 38| 43} 48

Tabelle 18(2) zur Mindest-Passpunktverteilung fiir 6;ax = 265

Die Anzahl der freien Parameter unserer Spline-Ausgleichspolynome
wachst also mit der Streifenlédnge fast linear mit, wenn man iiber die
ganze Lange dieselbe Genauigkeit erhalten will, wie beim normalen
Polynoamialstreifenausgleich. Der numerisch ungilinstigere Ausweg zu Poly-
nomen héherer Ordnung, den auch ickermann 1963(b) und A. Schenk 1971
verurteilen, ist iberhaupt nicht notwendig. Die Spline-Streifenausglei-
che sind fiir lange Streifen genau so flexibel, wie es der gewohnte und

praxisbewdhrte, normale Polynomialausgleich fiir kurze Streifen ist.
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AESCHLIESSENDE BETRACHTUNGEN

19. Nachwort und zusammenfassende Bemerkungen zur Streifen- und

Streifenblockausgleichung mit Polynomialmethoden.

Es besteht kein Zweifel, dass die Streifentriangulation wesentliche
Nachteile gegeniiber der Einzelmodell- und Biindeltriangulation auf-
weist. Jene Methoden sind weit universeller und, falls aufwendig pro-
grammiert, an Einfachkeit in der praktischen Handhabung allen noch so
einfach erscheinenden, insgeheim aber heimtiickischen Streifenmethoden
iiberlegen. Wenn man heute, gquasi retrospektiv, die Streifentriangula-
tion kritisch durchleuchtet, erkennt man erst richtig den schwierigen
Weg, den die Photogrammetrie mit einfachen Rechenhilfen gehen musste,
erkennt man leichter, was man besser h&dtte machen konnen. Es besteht
aber ebenso kein Zweifel, dass die Polynomialmethoden noch eine Zeit-
spanne von vielleicht zehn oder zwanzig Jahren leben kdnnen, bis die
Gross-Computerausstattung auf der Welt so selbstverstdndlich sein
wird wie heute das Telephon. Bis deahin sollen sie wenigstens richtig
angewendet werden. Das funktionale Modell, das der streifenweisen
Aerotriangulation zugrunde liegt, ist einfach. Es ist aber nicht so
einfach, dass man zu denken aufhdren diirfte. In dieser Arbeit habe
ich versucht, einige kritische Probleme der streifenweisen Aerotrian«
gulation zu behandeln, wobel ich bei mancher nebenszdchlich erscheinen-
den Frage weit ins Detail gegangen bin, anderes wieder iibergangen oder
nur gestreift habe. Der Praktiker wird erkennen, warum. Es war auch
nicht meine Absicht, ein Lehrbuch der Aerotriangulation zu schreiben.
Hier liegt Ausgezeichnetes vor, Besseres ist schon wieder in Vorberei-
tung. Ich habe lediglich einige Schwerpunkte behandelt, von denen ich

meine, dass sie derzeit am wesentlichsten einer Behandlung bediirfen.

Die Grundgleichung 7(5) gehort zu diesen. Es sollte versucht werden,
klar zu zeigen, auf welchem Fundament die Streifenausgleichung mit
Polynomen aufgetaut ist. Beim Vergleich der in Praxis und Literatur
angebotenen Polynomialausgleichsmethoden untereinander und mit der
Grundgleichung kam ich zu einer iibergeordneten Typisierung der Ver-
fahren und zu einer Kritik, die nicht dem Autor des einzelnen Verfah-
rens gelte , sondern dem, der es unter geinderten Voraussetzﬁngen falsch
anbietet oder gar falsch anwendet. Es ist ein Unterschied, ob von der

Aerotriangulation nur Punkte zur graphischen Lageeinpassung von ebenen
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Modellen mit vorgegebenen Hohen gewlinscht werden, oder ob Punkte des
osterreichischen EP-Netzes in Gebirgsgegenden mit einer Fehlergrenze

von m, = + 7 cm wirtschaftlich zulbestimmen sind.

P
Die Abschnitte iiber die Streifenbildung und Streifenglittung habe ich
ausgedehnt, weil ich der Ueberzeugung bin, dass dadurch eine Genauig-
keitssteigerung in der Praxis erzielt werden konnte. Die Aerotriangu-
lation kann nicht genauer sein als ihre Streifenkoordinaten. Das Pro-
jektionszentrum mége seine ihm beim Modellanschluss zukoumende Aufgabe
dery -Uebertragung gut erfiillen. Im iibrigen muss jedoch dort optimal
gearbeitet werden, wo die Punkte durch Aerotriangulation zu bestimmen

sind: Im Modell und dort besonders in den Ecken am Streifenrand.

Die Erdkriimmungskorrektur konnte icn nicht iibergehen, weil sie in der
Praxis unterschitzt wird (Umgekehrt soll man sie auch nicht iiberschat-
zen). Aber jeder systematische, wenn auch geringe Druck auf ein gross-
flachiges (BLock-)System fiihrt zu Summationen, die abzufangen nur dann

leicht ist, wenn man davon weiss.

Der zweite Teil der Arbeit betrifft vor allem die Flexibilitadt der
Polynomialausgleichsmodelle. Die modernen Einzelmodellausgleiche sollen
nicht in unfairer Weise gerade mit leistungsschwachen Polynommethoden
verglichen werden. Die Spline-Technik hat die Leistungsfahigkeit der
Interpolations- und Approximationsmethoden deutlich erhcht. Darum sind
nun auch die photogrammetrischen Streifenausgleichsmethoden auf jenen
erhohten Standard zu bringen, ehe man sie neben den strengeren Einzel-
modeil- und Biindelausgleichen "verurteilt". Ackermann und Belling, 1963,
haben die Spline-Technik fiir Streifenausgleiche eingefiihrt, Kubik hat
1971 die Entwicklung mit mehreren Verfahren fiir ebenes Geldnde wieder
aufgenommen, die mit dieser Arbeit fiir beliebiges Gelande fortgesetzt
wird. Die Frage nach der mit einem Ausgleichsverfahren moglichen Ueber-
briickungsdistanz erscheint nun in der Praxis entsprechenderweise mit
den Parametern Streifendefinition, geforderte Genauigkeit, Streifen-
lange, Flexibilitdt, Knoten- und Passpunktverteilung verkniipft. Mit der
Spline-Technik werden fiir Rechenautomaten mittlerer Grosse leistungs-
fahige Verfahren geboten, die einer weiteren Verbreitung und Verbesserung
der Aerotriangulationstechnik dienen mogen. Es wird sich zeigen, dass
auch mit den Polynomialmethoden an mittleren und kleinen Rechenanlagen

hinreichend gute Ergebnisse erzielbar bleiben.
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Anhang zu 8.2 /1

Beweis der Uebereinstimmung der beiden Formeln 8(7) und 8(9) fiir die

Kugel:

Sei Pol (x):=a + b x+c x2
¢ ¢

P

Mit Azo = 0, da das Anfangsmodell absolut orientiert sei,

aw = 0, ‘da die x-Achse die Tangente in O ist,
cw = 0, da die Krimmung bei der Kugel konstant ist,
—b¢ = % ist die Kriimmung selbst mit Beriicksichtigung des Dreh-
sinnes von @,
wird Pol (x) = b x
¢ 3 2 2
J.V4 =41 max-bi2ae-cE E=-pE =X
o 0] P2 ®3 Q2 2R
2
Da H =2z + Az =2 + %ﬁ
X2
aXg = (z+az) Polw(x) = +(z + Ei)'b X
x 3
1 2 2 x
AX, == |bx dx=Db > -
A 2 £ P ¢ 6
3 3 3
ZX X X ZX X _
AX —-T~—§+—2~-‘ﬁ--——§—8(9) q.e.d.

2R 68 3R



Anhang zu 8.2 /2

Abrollkorrektur nach W.

Brucklacher, 1959.

(e

e

LZ

:{,.k&" ®

Bogen AB = r2§
X =r sin 2¢

ax:= r(2§ -sin 2§)

3
§ = arctan %f = %? - 523
3x

ax _ 26 -sin 2§

x  sin 24 :
ax = -x(1 - ——gé—-)
sin 2§
3 2
sin 24 = 2§ - Q%_ =256(1 - g%-

AX = —X(1-1- %52) =
22 22°
AX 3 " x

Diese Abrollkorrektur setzt voraus, dass das Anfangsmodell absolut

orientiert war, dass also das photogrammetrische Streifensystem in

einer Tangentialebene beim Streifenanfang liegt und dass AB ein Kreis-

bogen ist. Beide Voraussetzungen sind aber in der Praxis nicht erfiillt.
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Anhang zu 8.2.2.

Zwel Zahlenbeispiele zur Abrollkorrektur:

1. Fir einen langen Streifen von 51 Modellen, Mb = 1:80.000, b = T ku,

b"~'105pm folgt genihert fiir die Kugel: ( L = Streifenlinge )
X
A@c = % ?cé x (km) ax = Y1+ AZ'2 dx anx = ax(x) = % 2x(L)
[e]
Modell AX AAX
Nummer ae (pm) (Pm)
O [+115 3| - a1
2 161 132 82
4 | 14T | 4g4 105
6 | 133 | 226 121
8 | M9 | 258 127
1o | 105 | 554 127
12 N 303 120
14 27 316 106
16 5| 325 89
;8 49 | 339 68
20| 22 ] 333 45
334 - 20
24 |+ T | 334 0
26 - T 334 + 20
8 21 235 25
32 149 | 343 89
34 63 352 106
36 1T | 365 120
3| 21| 3ea | ey
40 1195 1 410 | 127
42 19 | 445 121
44 133 484 105
50 =175 | ggg =d=> o

Ein lineares Polynom erfasst die Abrollkorrektur ax bis auf die Restfeh-

(1)

ler aax , die bei einém 350 km langen Streifen +1o m ( = lo-fache
Messgenauigkeit ) nach dem 1. bzw. 3. Streifenviertel betragen. Ein qua-
dratisches Polynom hinterldasst dieselben (AAX(1)) oder grossere, syste=-
matische Restfehler (AAX(Z)), falls die mittlere Passpunktgruppe nicht in
der Streifenmitte liegt. aax wird = O oder vernachlidssigbar klein, wenn

x kubisch mit 4 gleichverteilten Passpunkten ausgeglichen wird.

2. Abschdtzung der Abrollkorrektur AXE fiir frei aerotriangulierte Strei-

fen mit absolut orientiertem Anfangsmodell.
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L3 5
R arctan——— = R(=>— - = + X - l) =
R+z R+z 3(R+z)3 5(R+z)5
2 4
Bx (). _=x A

+
3(R+z)2 5(R+z)4

2 3
(1 - 81 - E5) = x -5+ %)

- - X = ax, Ax,
2
ebenes Gelénde ist z = = %ﬁ und daher
3 .
X + ?;5 =X+ ax,

1 x2 Z
cosxi(z + R(1 = cosel)) = co. =2 + R (1 = E) =
z + Ei - ZEE =2 + 82, = AZ

2R 232 1 2

Un eine Vorstellung von der Grosse der Korrekturglieder zu bekommen,

stellen wir sie tabellarisch fiir einige praktische Gréssen x bzw. z

zusammens

Bspl.Nr. 1 2 3 4 5

x 11 km 23 km 50 km 1 km 1 km
AK1=2AXA 1 cm 1 dm 1m - -
Az, 10 m 42 m 196 m 8 cm 8 cm
H 3 km 3 km 3 km 64 m | 1,6 km
ax, 2,6 m 5:4 m 11 m 1 cm 25 cm
az, - - (4 cm) - -

Ergebnis: 1)
2)
3)
4)

5)

ax, ist wesentlicher als Ax1(Bspl. 1-5)

Schon geringe Hohen H bzw. z verursachen ax, (Bspl. 4)
Projektionszentren werden wesentlich durch sz verschoben
(Bspl. 5)

Ax1 iibersteigt erst bel grossen x die Grenze der Messbar-
keit (Bspl. 1-3)

az, spielt keine Rolle.
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Anhang zu 18

Zur Anzahl der Freiheitsgrade beim Ausgleich eines Streifenblockes.

An Hand eines Blockbeispieles sei demonstriert, um wieviel die Anzahl

der freien Parameter bei Spline-Streifenausgleichen grosser ist als

bei gewshnlichen Polynomialausgleichen. Der Block umfasse 10 Streifen zu
je 30 uodellen. Es werden drei Fzdlle behandelt: Ausgleich mit Typ S 22222,
Fall A mit 4 Knoten, Fall B mit 3 Knotenj Ausgleich mit Typ 22222, Fall C.

Str.Nre. 4 A A A A A A A A A A A & A & b Passpunkte:
1 A o o) o o + A a=Voll=PP. 50
. a o C o o IN o=Hohen=-PP. 36
3 A * o) o o o) N +=Alt-PP. 10
4 +
A o o o o, A
5 Verbesserungs-
A o o o o a
lei H
6 . o o o * o A 8 eichungen
7 A ) ) ¢} + o ¢} A vP 216
8 N + v 540
A o o) o o N SV
9 . o o o o ,  Zusammen 756
To A A A A A & A A 4 A A & A & s Unbekannte:
Fall A x1 x2 3 x4 ... 280
Fall B X, X, x3 ... 230
Fall C x1 Xy eee 180

Dividiert man die grosste Anzahl der Modelle, die im Bloék pro Streifen
vorkommt, durch die Anzahl der Parameter pro Streifen, so erhdlt man im
Fall A 1,1 , im Fall B 1,3 , im Fall C 1,6. Ackermann hat gezeigt, dass
funktional einwandfreie Polynomialausgleiche bei einer Genauigkeitsfor-
derung von cﬁax= 205 ein Modell/Parameter - Verhdltnis von 1,2 haben.
Seine Untersuchungen bewiesen ferner, dass gute Polynomialausgleiche
fir Einzelstreiten praktisch gleich leistungsfahig sind wie die stren-
ge Streifenausgleicnung ﬁach Vermeir-Acxermann. Jie obigen Lodell/Para-
meter - VerhZltnisse tassen daher erwarten, dass die Spline Pol ynomaus-
gleiche deutliich hdhere Genauigkeitsleistungen erbringen als die gewohn-

lichen Polynomialausgleiche.
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Anhang zu 18 /2.

Zur Flexibilitdt von Spline Funktionen:

Zur Demonstration der besseren Flexibilitdt der Spline-Funktionen wur-
den sechs Beispiele durchgerechnet, wobei jeweils dieselben Hohenfeh-
ler az eines Streifens von 19 Modellen lLange, Bildmassstab 1: 30 ooo,

A 7 - Maschinenmassstab 1:10 ooo, verwendet wurden:

I Spline-Interpolation mit minimaler Passpunktanzahl ( 4 - 7 ).

II Spline-Ausgleichung mit allen 20 Passpunkten.
Jeweils wurden 3 Fdalle unterschieden:
= 2 3
A v--Az+Azo+a(x-x1)+b(x—x1) +c1(x-x1)+
_ 32 3 3
B v—-Az+Azo+a(x x1)+b(x x1) +c1(x x1)+ +c3(x-x3)+
_ 2 3 3 3 o )3
c —-Az+Azo+a(x-x1)+b(x—x1) +c1(x-x1)+¢c2(x x2)++c3(x x3)++c4(x x4)+

Das Ergebnis zeigt das wesentlich gilinstigere Verhalten der Spline-
Funktionen (B,C) gegeniiber dem des weniger flexiblen, gewdhnlichen,
kubischen Polynoms (A). Die nachfolgende Tabelle zeigt die Quadrat-

summen der Restverbesserungen [vv].

I II
26,3 10,6
16,6 7,2

4,0 2,6

Die Abbildungen auf der ndchsten Seite geben die Restverbesserungen
selbst wieder. Man erkennt, dass trotz Erhchung der Passpunktanzahl
von 4 auf 20 (Fdélle IA — IJA) kaum eine Aenderung der Form der Rest-
verbesserungskurve erreicht wird. Das kubische Polynom ist nich flexi=
bel genug. Mit IC ( 7 Passpunkte, Spline-~Ausgleich) erzielt man ein

besseres Ergebnis als mit IIA ( 20 Passpunkte, gewdhnliches Polynom).



Abbildungen zu Anhang 18/2 : ( Erklérung im Text ) Fall A BC
Passpunkte O 4O e

Az Anzahl 4 5 7
{m) 1. Spline Interpolation mit Mindestpasspunktanzahl :
x
LN
o
e
. 1
+ 24
+ 1 / Rl N
Y /lj e A‘\/N \‘~‘VA N s x
w N — ~ > = Ul
/ ~ g
-1 7/ S ::‘.‘\\4)/ Nl
/ :
X, %, X4 X, Xo
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Summary

The functional model of the correction-polynomials for aerial triangu-
lation is rigidly derived from the rotation matrix. That is necessary
in order to know about the negligences in the formula, which is valid
for rotations smaller than 300 only. Bigger values cause systematic
'‘numerical deformations® of the strips. Other basic conditions for po-
lynomial adjustments are well smoothed strips. The strip smoothing
methods are discussed. Strip formation can be done also without pro-
jection centres using for the - and m-transfer wonocularly measured
cross- or natural points in the yz-plane of connection, measured in
two stories, and for the remaining transfer eiemeﬁts the stereosco-
pically measured model points.

Earth curvature is treated for the cross direction with the radius of
the sphere, for x-direction no radius must be known. For blocks earth
curvature correction should be applied to the terrestrial coordinates
of the control points using the Rinner formulae.

The ﬁowers of the socalled basic poliynomials, which describe the be-
haviour of the orientation elements of the strip, allow for a classi-
fication of the existing strip adjustment formulae with polynomials.
Ten 'methods' are compared and thoroughiy discussed. For each of the
formulae the necessary minimum ground control distribution is shown.

The widely used 'twin-polygon'requires special type polynomials.

After an introduction into the theory of spline-interpolation, approxi-
mation and adjustment the formulae are given which may be used as basic
polynomials for strip adjustment: Spline functions as truncated power
functions or as Hermite-Polynomials as used by Ahlberg and Kubik. For
the adjustment of strips and strip-blocks standard problem II is com-
bined with condition equations for the knots and with additional mini-
mum conditions for the smoothness of the strips. The smoothness con-
dition is defined as the second derivative of the basic polynomials,
that is equivalent to the third derivative of the correction polynomials.
Some examples prove that the flexibility of the strip adjustment for-
mulae with splines gets independent of strip length thus assuring that
the strip adjustment formulae do not any more influence the results by
its stiffness.

Single model adjustment and bundle adjustment do not require that much
knowledges, they are simpler and more rigid. But smaller computers still
ask for polynomial adjustment which should be used correctly and which

require much more care than widely expected.
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Zusammenfassung

Das funktionale Modell der Verbesserungspolynome fiir die Aerotriangu-
Ltation wird aus der Drehmatrix hergeleitet. Das ist notwendig, um die
Vernachlassigungen im Formelapparat zu kennen, der nur fiir Jrehungen
kleiner als 30c gilt. Grossere Werte verursachen systematische, numeri-
sche Deformationen der Streifen. Andere Grundvoraussetzungen fiir Poly-
nomialausgleiche sind gut geglattete Streifen. Die Streifenglattungs-
methoden werden diskutiert. Die Streifenbildung kann auch ohne Projek-
tionszentren durchgefiihrt werden, indem man fiur den ¢- und w-Uebertrag
monokular gemessene (Kreuz- oder Natur-) Punkte verwendet, wihrend man
fiir die Bestimmung der {ibrigen Uebertragungselemente die stereoskopisch
gemessenen modellpunkte heranzieht.

Die Erdkrimmung wird fiir die Streifenquerrichtung mit dem Erdkugelradius
behandelt, fiir die Streifenrichtung muss kein Kriimmungsradius bekannt
sein.Bei Blocken sollte die Erdkriimmung an die terrestrischen Koordina-
ten der Passpunkte angebracht werden, wobel man nach Rinner vorgeht.
Die Grade der sogenannten Grundpolynome, die den Verlauf der Orientie-
rungselemente im Streifen beschreiben, erlauben eine Typisierung der
existierenden Streifenausgleichsformeln mit Polynomen. Zehn 'uMethoden’
werden verglichen und griindlich durchdiskutiert. Fiir jede Formel wird
die erforderliche Mindestpasspunktverteiiung angegeben. Das hiaufig

angewandte 'Doppelpolygon' verlangt Polynome speziellen Typs.

Nach einer Einfiihrung in die Theorie der Spline-Interpoiation, =Approxi-
mation und -Ausgleichung werden Formeln angegeben, die als Grundpolyno-
me fiir Streifenausgleichungen verwendet werden kénnen: Spline-Funktionen
als abgehackte Potenzfunktionen oder alLs Hermite-Polynome, wie sie von
Ahlberg und Kubik verwendet werden. Die Ausgleichung erfolgt nach ver-
mittelnden Beobachtungen mit zus&dtzlichen Nebenbedingungen fiir die Kno-
ten und zusdtzlichen Minimumbedingungen fiir die Glattheit der Streifen.
Die Glattheitsbedingung wird als 2. Ableitung der Grundpolynome defi-
niert, was der 3. Ableitung der Verbesserungspolynome entspricht.Einige
Beispiele belegen, dass die Flexibilitzt der Splinestreifenausgleichs-
formeln von der Streifenlzange unabhangig wird, sodass die Formel nicht

mehr durch die ihr innewohnende Steifheit die Ergebnisse beeinflusst.

Einzelmodell- und Biindelausgleich verlangen vom Praktiker nicht soviele
Kenntnisse, sie sind einfacherund strenger. Aber die kleineren Computer
dréngen immer noch zum Polynomialausgleich, der richtig angewandt werden

sollte und mehr Sorgfalt verlangt, als man weithin annimmt.
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