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Vorwort

Die vorliegende Arbeit ist eine flir den Praktiker bestimmte Fassung der
ausgezeichneten Dissertation des Herrn Dr. MORITZ "Fehlertheorie im Funktio-
nenraum'. So wurde der mathematische Apparat, der sich als iiberraschend ein-
fach erweist, in einem eigenen Abschnitt - allerdings manchmal auf Kosten der
Strenge - erlautert.

Im ersten Teil wird die Auswirkung der Fahrfehler bei der graphisch-me-
chanischenIntegration, beispielsweise mit den bekannten Umfahrungsplanimetern,
behandelt.

Der zweite Teil bringt Ueberlegungen allgemeiner Art, die, aufbauend auf
Tienstras Theorie der korrelierten Beobachtungen, eine organische Wei-
terentwicklung der Fehlertheorie sind. Wihrend bis jetzt Systeme von endlich
vielen Grossen (Vektoren in einem n-fachen Raum) Gegenstand fehlertheoretischer
Untersuchungen waren, werden nun Vektoren mit unendlich vielen Komponenten,
unendliche Zahlenfolgen betrachtet, die - Funktionen einer Verinderlichen dqui-
valent - den sogenannten Hil be rt - Raum bilden. Sonderfille werden bereits
im ersten Teil abgehandelt.

Fiir die Beurteilung von Prédzisionsgerdten zur Ermittlung von Werten aus
graphisch gegebenen Funktionen sowie fiir die Genauigkeitsbestimmung der An-
ndherung einer nur punktweise gegebenen Funktion durch ein Fourrier-
sches Polynom erscheint die vorliegende Untersuchung von besonderer Bedeutung.
Sie zeigt, dass das Operieren mit bisher in der Geodisie nur wenig verwendeten
Begriffen wie Hilbert-Raum, unendliche Matrix, neue, interessante Moglichkei-

ten eroffnet.

Wien, im Jadnner 1961 _ Barvir
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ERSTER TEIL

FEHLERTHEORIE DER GRAPHISCH-MECHANISCHEN INTEGRATION

1. ABSCHNITT: Einfiihrung; Fehler und Genauigkeitsmasse beim Befahren einer
gezeichneten Kurve

Eine Kurve f(x) sei fehlerfrei gezeichnet gegeben; es soll auf graphisch-
mechanischem Wege die Integralkurve f*(x)=ff(x)dx gefunden werden. Dies ge-
schieht mit Hilfe eines Integraphen, eines Instrumentes, bei dem auf der Kur-
ve f(x) ein Fahrstift ( oder etwa eine Fahrlupe) gefiihrt wird, wihrend ein zwei-
ter Stift die Integralkurve f*(x) aufzeichnet. Auf den Bau eines solchen Instru-

mentes brauchen wir nicht einzugehen; er ist fiir unsere Untersuchung belanglos.

Wahre Fehler. Nun wird man aber beim Befahren nicht genau auf
der Kurve f(x) bleiben, sondern eine andere Kurve f(x) + £(x) beschreiben (sie-

he Abb. 1).
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€(x) ist also der wahre Fehler €, mit dem die zur Abszisse x gehorige Ordi-
nate f(x) behaftet ist. Al le diese Fehler bilden aber, wie ersichtlich, eine ste -
tige Funktion. Es weisen also zwei zu benachbarten Abszissen gehorige Fehler
€ eine je nach dem Abstand dieser Abszissen mehr oder weniger starke Abhin-
gigkeit voneinander auf. Ist der Abstand gross, so ist die Abhdngigkeit sehr ge-
ring; sie wird sehr gross, wenn die beiden Abszissen nahe benachbart sind,
denn dann sind die zugehorigen € ja nur wenig voneinander verschieden (siehe
Abb.). Wir miissen also diese Abhidngigkeit in unserer Theorie beriicksichti-

gen.

Mittlere Fehler; die Funktion mz(x, y). Um die Genauigkeit einer
Ordinate f(x) zu kennzeichnen, wihlen wir wie iliblich den mittleren Fehler oder

zweckmaissiger sein Quadrat

2 _ [E(X)E(X)]

N . .
(1, 1) M. =—1 e("(x) eWV(x) .

1
N N i
Wir denken uns also die Befahrung sehr oft (N-mal) ausgefiihrt - die bei der i-
ten Befahrung auftretende Fehlerkurve sei em(x) -, jedesmal den zur gewiinsch-
ten Abszisse x gehorigen Fehler € bestimmt und das mittlere Fehlerquadrat nach
der obenstehenden Formel berechnet. mzx bedeutet, um es zu wiederholen, das
mittlere Fehlerquadrat der zur Abszisse x gehorigen Ordinate.
Zur Charakterisierung der gegenseitigen Abhingigkeit der Fehler zweier
Ordinaten f(x) und f(y) (y soll hier und im folgenden stets auch eine Abszisse

der Funktion f darstellen; siehe Abb.) wollen wir eine Grosse m? (x,y) durch

folgende Definition einfiihren:

ik T [E(XNE )] s—:l—és“)(x)e“)(y).

Man kann sie in Analogie zum mittleren Fehlerquadrat "mittleres Fehlerrechteck"

nennen; sie hat die Dimension [L'ainge]z, wenn ¢ die Dimension [Linge] hat, wes-

halb wir auch mz(x,y) schreiben. Sie ist, wie man leicht erkennt, eine stetige Funk-

tion der beiden unabhingigen Veridnderlichen x und y, die beide den Definitionsbe-

reich der Funktion f durchlaufen, und soll daher "mittlere Fehlerfunktion'" genannt

werden. Sie widre =0 fiir x+y, wenn die zu zwei verschiedenen Abszissen gehori-
gen Fehler voneinander unabhingig wiren - dies zeigt die elementare Fehlertheo-

rie - und es gilt fiir x=y

m?(x,x) = mi :
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(Daraus erkennt man besonders gut, dass es naheliegend ist, unsere Funktion

mit mz(x, y) zu bezeichnen. )

Die Funktion Q(x,y). Nun fiihren wir durch

2 N . .

eine Grosse ein, die wir (nach J. M. Tienstra) Kofaktor, in unserem Falle bes-
ser Kofaktorfunktion oder einfach Q-Funktion nennen wollen. pz ist eine will-
kiirliche Konstante; sie kann als mittleres Fehlerquadrat der Gewichtseinheit
bezeichnet werden.” Ueber die Funktion Q(x, y) kann man in unserem Fall nun
aussagen, dass sie bei grosserer Differenz x-y praktisch verschwinden muss,
denn dann ist e(y) von £(x) fast unabhingig. Ferner muss sie nach (1, 3) in x

und y symmetrisch sein; es muss also

(1, 4) Q(x,y) =Q(y,x)

sein.

Um ein Gesetz fiir Q(x, y) zu finden, wollen wir der Einfachheit halber
zundchst annehmen, f(x) sei eine Gerade. Dann ist die Befahrungsgenauigkeit
von der jeweiligen Abszisse unabhingig, mzX und damit Q(x, x) sind also Kon-

stanten und Q(X, y) ist nur von der Differenz x-y abhingig:
QA(x,y) = ¢(x-y) .
Nach (1, 4) folgt jedoch daraus

¢ (x-y) =g (y-x) =g (-[x-y]) .

¢. ist also eine symmetrische Funktion von x-y. Zusammen mit den oben for-
mulierten Bedingungen ergibt sich eine Kurve etwa von der Gestalt der Abb. 2.
P(-~y) Man sieht sofort die starke
Ahnlichkeit mit der Gauss-
schen Fehlerkurve; iliber-
legt man sich noch, dass
@ (x-y) ohnehin nicht exakt

bestimmbar ist, so sieht

i man, dass man sie inner-

Abb. 2

l)Der Grund fiir diese Benennung wird spdter klar werden.



halb der Genauigkeit ihrer Bestimmung gewiss durch eine aus der Schar der

Gaupschen Glockenkurven ersetzen kann:
2 2
(1, 5) Q(x,y)=(f(x—y)=ae A(X'Y) :
Zur Ableitung der Gesetzes fiir Q(x, y) fiir allgemeinere Funktionen wol-
len wir folgendes iiberlegen. Wir betrachten die Befahrung einer solchen allge-
meinen Kurve €, die mit iiberall gleicher Strichstidrke gezeichnet sei. Tatsidch-

lich befahren werde die strichliert gezeichnete Kurve €' (siehe Abb. 3).

Abb. 3

Wir denken uns verschiedene Befahrungen von € ausgefiihrt und erhalten so ver-
schiedene Kurven €'; wir erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit der Abweichung

der Kurven €'von €, in Richtung der Kurvennormalen auf € gemessen, an allen

Stellen gleich ist, dass also das mittlere Fehlerquadrat in Richtung der Nor-

malen auf die Kurve €iiberall praktisch konstant ist.

Mit dieser Erkenntnis wollen wir nochmals Gleichung (1, 5) fiir das Befah-

ren einer Geraden betrachten. Diese Gerade habe die Gleichung
f(x) = kx + d.
£60 Dann ist (siehe Abb.4) - ¢

bezeichne den wahren Fehler

)

n

_Free0 in Richtung der Normalen

auf die Gerade -

Daraus ergibt sich beim

Uebergang zu mittleren Feh-

/ Abb. 4

ren Fehler der Gewichtseinheit nehmen wollen; es entspricht also m_ dem €g(x)

richtung, den wir als mittle-

d ud 5
und U dem g mi=p,z(1+kz) = Q(x,x) = o

e(x) = c;_:(? =g, V1+tgip =g V1+k*.

/ k ah lern sofort — psei der mitt-
lere Fehler in der Normalen-




(nach 1,5), also ist
o =1+k?
und damit

2 2
(1,6) Qx.y) = (1+k2) e A &Y,

Ein Gesetz fiir die Q-Funktion Q (x,y) fiir das Befahren einer beliebigen
differenzierbaren Kurve ergibt sich nun leicht aus folgender Ueberlegung. Q(x, y)
ist auch fiir diesen allgemeinen Fall nur fiir kleine | x-y| von Null merklich ver-
schieden. Im Intervall x....y kann man aber dann, wenn dieses nur klein ist, die

Kurve durch eine Gerade mit der Steigung f'(x) oder f'(y) oder besser
it 1 o) Al
k=f(5)

ersetzen. Damit folgt aus (1, 6) als Gesetz fiir die Q-Funktion fiir das Befahren

einer allgemeinen Kurve

2/ X+ L AL
(1, 7) Q(x,y)=[1+f (——LZ )]e (55) ;
wenn man noch

s

e

setzt. Fiir grossere | x-y| kann man die Kurve natiirlich nicht mehr durch eine
Gerade ersetzen; in diesem Fall verschwindet Q(x, y) jedoch ohnehin effektiv
und (1, 7) auch, sodass diese Gleichung praktisch stets gilt - ausser die betrach-
tete Kurve oszilliert sehr stark, was aber ohnehin kaum vorkommen wird. Da
auch bei einer allgemeinen Kurve das mittlere Fehlerquadrat {u.z in Richtung der
Kurvennormalen eine Konstante ist, so kann es auch in diesem Fall als mittle-
res Fehlerquadrat der Gewichtseinheit genommen werden, sodass (1, 7) tat-
sdchlich eine Q-Funktion darstellt - die Funktion mz(x, y)= (u.zQ(x, y) ist ihr ja
proportional.

Zum Abschluss noch etwas iiber die Konstante C. Sie kennzeichnet die
Starke der Abhingigkeit der Fehler an zwei verschiedenen Stellen der zu befah-
renden Kurve; je grosser sie ist, desto kleiner ist Q(x,y) nach (1, 7) und desto
geringer ist damit die Abhidngigkeit. IThre Dimension ist [Lisinge]'1 , da der
Exponent von e in (1, 7) dimensionslos sein muss; um einen Einblick in die
Grossenordnung zu gewinnen, wollen wir erwidhnen, dass sich fiir sie aus einer
Beobachtungsreihe, die auf dem in Abschnitt 3 angegebenen Weg erhalten wur-
de, der Wert

C=0,3mm™’



ergab. C ist vor allem eine Funktion der Fahrgeschwindigkeit; je grosser die-
se ist, desto grosser ist die Abhidngigkeit der Fehler untereinander und umso
kleiner ist C. Damit C eine Konstante ist, miissen wir also strenggenommen an-

nehmen, dass die Kurve mit iiberall ungefihr gleicher Geschwindigkeit befahren

wird.
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2. ABSCHNITT. Fehlerfortpflanzung fiir die graphisch-mechanische Integra-
tion; Verallgemeinerungen

Da mit dem Fahrstift nicht die zu integrierende Kurve f(x), sondern eine
Kurve f(x) + &(x) befahren wird, wird auch der Zeichenstift des Integraphen

nicht die Kurve f*(x) =ff(x) dx, sondern eine Kurve
f(x) +e™(x) =f(f(x)+e(x))dx=ff(x)dx+fe(x)dx

aufzeichnen - fehlerfreies Funktionieren des Instrumentes vorausgesetzt. Die

Fehlerfunktion €*(x) der Integralkurve erhalten wir also aus
(2, 1) €(x) =fe(x)dx .

Wir sollen nun die dazugehodrige Q-Funktion Q*(x, y) berechnen. Zu diesem

Zweck schreiben wir (2, 1) genauer (bei passend gewdhltem Abszissennullpunkt)
X

(2,2) e"(x) =fe(u)du.
0

Das Befahren denken wir uns N-mal durchgefiihrt; es ergeben sich dabei die N

Funktionen

2, 3) e (x) = [e(u) du (1=, 203, 2N 5

Nach (1, 2) ist

”MW=W§€WMSWW

und durch Einsetzen von (2, 3) erhalten wir

N . p Al
m*%(x,y) =—L—_§1 {fe(')(u)dufe(')(v)dv}
15 F Foopg .o
=—N-I:Z1 fo :[()e'(u)e'(v)dudv
x y1 N ;
=/ fﬁge ) (v)dudv,
also mit (1, 2) A
(2, 4) *2(x, y) =/ f m*(u,v)dudv .

u=0 v=
Bei dieser Ableitung wurden folgende bekannte Sidtze aus der Integralrechnung
verwendet:
1.) Die Bezeichnung der Integrationsvariablen in einem bestimm-
ten Integral ist belanglos;
2.) das Produkt zweier einfacher bestimmter Integrale kann man

zu einem Doppelintegral zusammenfassen;



3.) Integral-und Summenzeichen sind vertauschbar (Distributivitit
der Integration).

Dividiert man beide Seiten von (2, 4) durch {uz, das mittlere Fehlerquadrat der
Gewichtseinheit, so erhdlt man
X

(2,5) Q*(x,y) =f ]Q(u,v)du dv.

u=0 v=0
Gleichung (2, 4) oder Gleichung (2,5) stellt das Fehlerfortpflanzungsge-
setz fiir die graphisch-mechanische Integration dar. Genauer
miisste man (2, 5) als Fortpflanzungsgesetz der Q-Funktionen bezeichnen; wir
wollen aber der Kiirze halber auch in diesem Fall von Fehlerfortpflanzung spre-

chen.

Ein Beispiel. Als Beispiel wollen wir nun, um einen Einblick zu gewinnen,

Gleichung (2, 5) fiir die einfache Q-Funktion (1, 5) (mit @=1 und A= —g—)
1(x-y\2

= e"C( 2 )

auswerten, die das Befahren einer Geraden charakterisiert.

Q(x,y)

Wir erhalten

x y X y -C ( u - V)
(2,6) Q¥ (x,y) = S Q(u,v)du dv = f fe 2 “dudv.
uz0 v= u=0 v=0
v
p at Um dieses Integral zu be-
P rechnen, fiihren wir durch
4
y /
u+v
g = u-= a + ‘r]
o (23 7)
f L P
' =g ¥ e
¥, : .
. eine Transformation der In-
=
WD o - >u tegrationsveridnderlichen ein
s
P ey (siehe Abb.5). Es ist dann
R Abb.5 . a )
N * n
e Q (X’Y) =ff g ) dé;d
" (#) i
wobei % den rechteckigen Integratlonsbereich (05u =x, 0= v =y) im neuen Koor-
dinatensystem bedeutet und ——— 8 g ) die Transformationsdeterminante
du
d(uv) _

v
| e R S

o(Em) | du  3v

dn 97

ist.




Wir miissen den Integrationsbereich & in drei Teilbereiche %'k
(k=1, 2, 3) unterteilen (siehe Abb.) und bezeichnen mit Ik das Integral iiber 91{,

sodass

Q*(x,y) = I[,+I,+1,
gilt. Dann ist

0 n+y -Cz 2 (o) -CZ 2
I1=2f fe 1]dédrl=2f(2'r]+y)e 1]d'r']
L Eon Y.
n=-7 §=-7 2
%z Nty Cznz x_;_x znz
Iz=2.f e dEdm =2fye dn
7]:0 §’='r] O
% -M+x Cznz % - ZT]Z
Lr2 ) e "dedn=2[(-2n+x)e 'dq

Nach einiger Rechnung erhilt man daraus

0*(xy) =22 @ (C2)+ R o(cy)- 20 g (c2y)-

(2, 8) - ‘
_ziz _212 _zx- 2
_%(1_ec(z)_e6(z)+ed—} A

Hierin bedeutet

é(x) Efe-uzdu
0

eine Funktion der oberen Grenze x eines bestimmten Integrals, die bis auf

einen konstanten Faktor das Gaugsche Fehlerintegral ist, das man in mathe-

&
i
|

!
{
(X
3
&
)
K
;«;
¢
2

1

matischen Tafelwerken tabelliert findet.

el

Die Formel (2, 8) ist streng, aber unhandlich; sie erlaubt jedoch eini-

ge Vereinfachungen; es kann ndmlich, wie eine einfache Abschitzung der

R =

Grossenordnungen (etwa mit dem im vorigen Abschnitt angegebenen Wert von
C=0,3 mm —1) zeigt, fiir nur einigermassen grosse positive x -und y -

Werte stets

EAER 1)
A o e
) . V—
$ed)zg

an 2 ) v
gesetzt werden, ferner kann man den Summanden mit C* im Nenner gegenii-

ber den ersten drei vernachlidssigen, sodass man erhilt:

1) B2 . W&l
d(C%)zfedus ferdu- 2
o o
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Vx
C

Zwei Sonderfille dieser Gleichung sind besonders wichtig:

(2, 10) Q*(x,y) = (x+y)- —-2C—(x-y) @(C%Z) :

1.) Es ist x = y. Dann haben wir

(2, 11) Q* (x,x =3C@x

Das mittlere Fehlerquadrat der Ordinate der Integralkurve wichst also propor-
tional der Abszisse x.
2.) Es ist | x-y| einigermassen gross, sodass wir auch dafiir die Ver-

einfachungen (2, 9) einfiihren diirfen, also

1 +g fir x-y>0
<1>(c—21)={ =
~ o5 - i k=g
Dann wird aus (2, 10)
x,y) =
g(x+y)+%(x-y) fir x-y<O
Also ist
%y fur x>y
(2, 12) Q*(x,y) = {
—Z—E—J_c—x fir x<y

Damit erhalten wir die interessante Beziehung

Q*(x,x) fir x<y
(2, 13) Q™ (x,y) = { g
Q*(y,y) fir y<x
Es ist also fiir die Grosse Q*(x,y) nur die kleinere der beiden Abszissen x

und y massgebend.

Wir wollen noch kurz den allgemeinen Fall streifen, dass f'(x) nichtkon-

stant ist. Es ist dann nach (1, 7)

X+ = uz
W) = p(252) e T
wenn wir
BN

setzen. Dann wird ,

(2,14) Q*(x,y)= fw(u;v)e-cz(g%)zdu dv = -foxp(g’) e-CIT]sz'd‘r] :

u=0 v=0 (%)
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wenn wir wieder die Transformation (2, 7) einfiihren. Die Berechenbarkeit die-
ses Doppelintegrals hingt von der Gestalt der Funktion y ab.

Sonderfille, bei denen (2, 14) in geschlossener Form integrierbar ist,

sind z. B.
y(E) =1
Y(E) = cos k§
Y(g) = sin k§
y(E) = £° .

Nun wird i.a. y (g) iiberhaupt nicht in geschlossener analytlscner Form dar-
stellbar sein. Man wird aber oft f(x) durch ein Polynom in x (k =0,12,3, .)
oder ein Fouriersches Polynom, also eine Linearkombination von Funktionen
von der Form cos kx und sin kx (k =0,1,2,3,...), anndhern konnen, sodass
auch y(§) =l+f'2(g) durch ein Polynom in ék oder ein Fouriersches Poly-
nom in cos k @ und sin k E, approximiert wird. Dadurch konnen wir diesen
allgemeineren Fall auf den der oben angefiihrten speziellen Funktionen y (E‘)
zuriickfiilhren. Wir wollen aber nicht niher darauf eingehen - die Rechnung ist
zwar miihsam, bietet aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten - , sondern nur

erwidhnen, dass auch in diesen Fillen die Beziehung (2, 13) gilt

Q*(x,x) fir x<y

Q*(x,y)={ .
Q (y,y) far y < X

(die Gleichungen (2, 11) und (2, 12) gelten natiirlich im allgemeinen nicht mehr).

Eine Verallgemeinerung. Nun kehren wir noch einmal zum allgemei-
nen Fehlerfortpflanzungsgesetz (2, 5) fiir die Integration zuriick und iiberlegen,
unter welchen Voraussetzungen es abgeleitet wurde. Wir erkennen, dass nur
vorausgesetzt wird, dass jede Ordinate der zu integrierenden Funktion mit
einem zufilligen Fehler g (x) behaftet ist und sich nur diese Fehler (nicht
etwa instrumentelle Fehler des Integraphen) bei der Integration auswirken.
Die Integration muss dabei aber keineswegs graphisch-mechanisch erfolgen,
es konnte etwa auch folgendes sein. Von der Funktion f(x) sei die genaue Glei-
chung nicht bekannt, sondern nur eine Niherungsgleichung. Man kenne aber
die Funktion Q (x,y), die die Genauigkeit der Anndherung kennzeichnet. Dies
sei an dem folgenden Beispiel erldutert.

Die Funktion f(x) sei eine quadratische Parabel, fiir die man nachdem

tiblichen Ausgleichsverfahren eine Niherungsgleichung
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(2,15) f(x)=A,+A,x+Ax"

erhielt. Die Unbekannten bei der Ausgleichung sind die Zahlen Al’ A2’ A3.

Gleichzeitig erhalten wir Grossen

Q= law]  Qu=laB] Q.= [ag]
Q,=[RR] Q,=[BY]
Q33= [’J'X] ?

die die Genauigkeit der Unbekannten und ihre gegenseitige Abhingigkeit kenn-

zeichnen (vgl. etwa den 1. Band des Jordanschen Handbuches der Vermessungs-

)

kunde oder das Lehrbuch von Grossmann1 ). Bezeichnen ndmlich €,,€,, €,

die wahren Fehler von Al’ A2, A3 und m,, mz, m3 ihre mittleren Fehler, so
gilt:

mi =P'ZQ"= [E—}\lﬁ!l lu'2G1z=[E1_Nez]
R m, = 10y S il =S

my = 0= S5 B, = 52

(siehe auch den 4. Abschnitt dieser Arbeit).
Um die Q-Funktion fiir f(x) daraus zu berechnen, gehen wir wieder von
den wahren Fehlern aus. Aus (2, 15) folgt

glx) = e b E N+ £3x2 -

Es ist also

(e,+€,x+€,x")(€,+€,y+€e,y")

e(x)e(y)

Er+(x+y)e,g, +(x+y') e, e, +

+xy 522 + (xzy+xy2) €8, *
+ xzyzej
Daraus folgt

[e(x)E(y)] _ [e.g,]
LY =N t(x*y)

+ xy [EzNEz] +( x2y+xyz) ___[Ez;a] +

xz 2 [E:;\fs]

[€,¢€,] [e,€,]
Nz +(x2+ 2) 1N3 "

1) W. Grossmann, Grundziige der Ausgleichungsrechnung, Springer-Verlag Berlin-Gottingen-Heidelberg 1953.

N R R R R RO =R

R — — — e i —
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und damit nach (2, 16) und (1, 3)

wQ(x,y) = KQ* (x+y) 2 Q+(xP+y?) )i Q +
* Xy Oy * Xy +xy") 10y
+ xzyz p,zQB :
Die Division durch ,.12 liefert die gesuchte Beziehung
Q(x,y) = Q+(x+y) Q, +(x"+y*) Q , +
2, 17) + Xy Q22+(xzy+xy2)Q23+
+x'y’ B s
die die Q-Funktion Q(x, y) von f(x) aus den von der Ausgleichung her bekann-

ten Grossen Qll’ Q zu berechnen gestattet.

I IEEERERRE ! Q33
Es werde jetzt die Ndiherungsgleichung (2, 15) fiir die Funktion f(x) ana-

lytisch integriert:
A, 2 Ay 3
* 2 2 o S,
(2, 18) f*0e) 2 [(A+Au+ AW ) du = Ax+ X+ 2,
0

Die Genauigkeit der Approximation der wahren Integralkurve von f(x) durch
(2, 18) wird durch eine Funktion Q* (x,y) gegeben, die nach dem Fehlerfort-

pflanzungsgesetz (2, 5) berechnet wird:

A=Y
Q™ (x,y) =f fQ(u,v)dudv
u=0 v=0
Xy
i f{Q11+(“+V)Q1z+(“2+VZ) Q,y+
u=0 v=0

2
+uv @+ (u'v +uv?) Q.+

+ ulv? Q33} dudv ,

also
Q*(x,y) = xy Q3 (Xy +xy") Q5 (Xy+xy*) @, +
(2, 19) | +%xzy2 Q,+ ;—(x3y2+x2y3) Q.+
Toadang
+?ny33 ’

ein Ergebnis, das man natiirlich auch aus

X
e*(x) =fe(u) du=ex+ 17 g,x + %— £,x’
0
auf demselben Weg erhilt, auf dem Q(x,y) (2,17) aus §&(x) gewonnen wurde. -

Soweit unser Beispiel.
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Aber auch bei der graphisch-mechanischen Integration konnen noch an-
dere Q-Funktionen als (1, 7) eine Rolle spielen. Ist ndmlich die zu befahrende
Kurve selbst nicht fehlerfrei gezeichnet, wie bisher angenommen wurde, son-
dern ist ihre Genauigkeit durch eine Funktion Ql(x, y) gekennzeichnet, so kommt
diese zur Funktion (1, 7), die das Befahren dieser Kurve charakterisiert, ad-
ditiv hinzu. Wegen der Unabhidngigkeit beider Fehlereinfliisse voneinander setzen
sich ngmlich die mz(x, y) und damit die Q(x, y) additiv zusammen. Dies ist fol-

gendermassen leicht zu erkennen: Ist
elk) =& (x)+E,(x)

die gesamte wahre Fehlerfunktion, resultierend aus fehlerhafter Zeichnung
( €,) und fehlerhafter Befahrung (€, ), so folgt daraus
[ee)] _[e,x)est] | [0 e,(0)]  [e(x)€,(y)] | [€,X)E ()]
N N N N N

Da aber die letzten beiden Glieder wegen der gegenseitigen Unabhingigkeit bei-

der Fehlereinfliisse verschwinden, so ist in leichtverstidndlicher Bezeichnung
nach (1, 2)

mz(x,y) = m:(x,y) + mzz(x,y)
und damit nach (1, 7)

Qy) = 0, xy) +[1+£2(22)] V)

Funktionaloperatoren. Man kann jedoch noch weitere Verallgemeinerun-
gen der Formel (2,5) betrachten. Die Integration ist ja nur eine unter den vie-
len sogenannten Funktionaloperationen, die man mit einer gegebenen
Funktion oder Kurve ausfiihren kann.Bei einer solchen Funktionaloperation wird
irgendeiner gegebenen Funktion f(x) eine andere Funktion f*(x) eindeutig zuge-
ordnet - ihre Integralfunktion f f(x)dx, ihre Ableitungsfunktion ﬂx— oder etwa
die Funktlonenfx f(x)dx oder f(f(x)) dx.
Statt F unktlonaloperatlon verwendet man hdufiger den Ausdruck Funktionalopera-
tor oder einfach Operator; man sagt etwa, der Operatorf. ...dx ordne der Funk-
tion f(x) die Funktionff(x)dx zu, oder die Anwendung des Operators di auf die
Funktion f(x) ergebe die Funktion dd f(x), die also hier durch eine Art symboli-
scher "Multiplikation'" des Operatorzeichens —dd? mit der Funktion f(x) erhalten
wird.

Die Theorie der Fehlerfortpflanzung bei allgemeineren (den sogenannten

linearen) Operatoren wird im zweiten Teil der Arbeit behandelt.
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3. ABSCHNITT. Theorie der Fahrfehler beim Umfahrungsplanimeter.

In diesem Abschnitt wollen wir den Einfluss der Fahrfehler auf die Fli-
cheninhaltsbestimmung mit einem Umfahrungsplanimeter (etwa dem Polarplani-
meter) anwenden. Bezeichnen wir (siehe Abb. 6) mit € den Abstand des Fahr-
stiftes von der geschlossenen Begren-
zungskurve € der Fliche, also dasjenige
Stiick der Kurvennormalen auf €, das
zwischen % und dem tatsdchlichen Weg
des Fahrstiftes €' liegt, mit s die Bogen-
lange der Kurve € . von einem bestimm-

ten Punkt aus gemessen, mit U ihren Ge-

samtumfang und mit 'r'den wahren Fehler

des Inhaltes der von ‘€ umschlossenen Flidche, so ist (Abb.6)

dn = eds ,
v
(3,1) 1]=f€(s)ds :
0
Wir schreiben e=¢g(s) , weil € eine (stetige) Funktion der Bogenlidnge ist.
Ist nun sz = [JNIL] das mittlere Fehlerquadrat des Fldcheninhaltes, so

.ist, ganz dhnlich wie bei der Ableitung von Gl. (2,5)

1% ;)2_1§ (i) ()¢
I Tk (T] W=f5 (s)dsfe

m- =
1 N U U
=WZ f fe(')(s)s”(t)dsdt
Ix1s=0 t=
1] U‘I d _
=f f ﬁz E(l) (n)(t)dsdt ’
Sl T 1=1
also
, Y v ‘
(3, 2) m.o= [ [m'(s,t)dsdt .

t bedeutet hier natiirlich auch eine Bogenlidnge, die vom selben Nullpunkt aus

wie s gemessen wird.

Da € (s) stets in der Kurvennormale liegt, hat hier die Q-Funktion

m%(s,t)

Q(s,t) = Hz
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bei beliebig gestalteter Begrenzungskurve € die einfache Gestalt (1,5), es ist
also 2
C 2
-—(s-t
m? (s,t) = wloce” % ¢ it
Bedeutet M wieder den (konstanten) mittleren Fehler in Richtung der Kurven-
normalen, so muss o = 1 sein, da dann mz(s, s) =p2 ist. Damit wird
2

_C2 S-t)

(3,3) m* (s,t) =/J.2e (%3 )

Dies setzen wir in (3, 2) ein und erhalten
U v 2 s5-1\?2
e S P T
= 2
m'; p.ffe ds dt
00
Der Vergleich dieser Gleichung mit (2, 6) zeigt, dass
2 2 A%
M=t Q*(u,V)
mit der dortigen Bedeutung von Q*(x, y) ist. Damit erhalten wir aus (2, 11)in

hinreichender Ndaherung

(3, 4) m.=

. Z—CE U .

Diese Formel zeigt, dass die Genauigkeit einer Flichenbestimmung nicht vom
Flacheninhalt der Figur abhingt, wie in den Fehlergrenzformeln angenommen
wird, sondern von ihrem Umfang. Der mittlere Fehler m_ ist ja proportional
\/_U.(Dies hat schon Baer erkannt, freilich auf Grund einer nicht ganz einwand-
freien Ueberlegung i ). Dass die iiblichen Fehlergrenztormeln und - tabellen
sich trotzdem so gut bewdhrt haben, erklart sich wohl daraus, dass bei denge-

wohnlich vorkommenden Figuren Flidcheninhalt und Umfang einigermassenpro-

portional sind.

Bestimmung von C. Nun soll auf Grund von Gleichung (3, 4) ein Weg an-
gegeben werden, die Konstante C zu berechnen. Zu diesem Zweck braucht man
/.1,2 und sz ; }Lz kann dadurch bestimmt werden, dass man eine Kurve beféhrt,
auf ein von aussen kommendes Zeichen plotzlich stehenbleibt und den Abstand
des Fahrstiftes von der Kurve moglichst genau bestimmt (etwa Eindriickendes
Fahrstiftes in die Unterlage und Messen des Abstandes des eingedriickten Punk-
tes von der Kurve mit einem Glasmasstab). Eine solche Messung kann als wah-
rer Fehler € aufgefasst werden; der Vorgang ist oftmals auszufiihren (etwa N-

mal); man erhilt dann

1)H. Baer, Genauigkeitsuntersuchungen am Polarplanimeter, Zeitschrift fiir Instrumentenkunde 57 (1937).
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2 [ee]
TN
2

Um my Zu bestimmen, hat man nur eine beliebige Fliche, deren Inhalt man

gar nicht zu kennen braucht, oftmals zu umfahren (nur in einer Pollage und in
einem Umfahrungssinn!), die Messungsergebnisse zu mitteln und in der iibli-
chen Weise das mittlere Fehlerquadrat des Flidcheninhaltes zu errechnen. Sy-
stematische Instrumentenfehler spielen dabei keine Rolle - der Wert des Fli-
cheninhaltes ist ja ohne Bedeutung - ; unregelméssige Instrumentenfehler miis-
sen als vernachlidssigbar angenommen werden: man muss eben die Versuchsbe-
dingungen in dieser Hinsicht moglichst giinstig gestalten (gutes Instrument,
gleichmissige Unterlage u.dgl.). Auf diese Art wurde auch der in Abschnitt 1
angegebene Wert C = 0,3 mm_1 ermittelt; fiir M ergab sich etwa 0,1 mm. Die-
se Werte sind natiirlich von der Fahrgeschwindigkeit, der Lupenvergrosserung,

der Strichstidrke von € u.dgl. abhingig.

Das Funktional. Schliesslich sei noch eine dhnliche Verallgemeinerung
betrachtet wie im vorigen Abschnitt. Durch (3, 1) wird der Funktion g(s)
eine Zahl n zugeordnet. Eine solche allgemeine Zuordnung bezeichnet man
gerne als Funktional. Um auf den Unterschied gegeniiber dem im vorigen
Abschnitt betrachteten Funktionaloperator hinzuweisen, sei nochmals zusam-

mengefasst:

Operator : Zuordnung Funktion ———> Funktion,
z. B. e*(x)=f£(x)dx ;

Funktional: Zuordnung Funktion —> Zahl,

J
z.B. M =[e(s)ds .
0
Die Theorie der Fehlerfortpflanzung bei allgemeineren (den sogenann-

ten linearen) Funktionalen wird wie die der Fehlerfortpflanzung bei linearen

Operatoren im zweiten Teil der Arbeit behandelt.



18

ZWEITER TEIL

GRUNDZUEGE EINER ALLGEMEINEN FEHLERTHEORIE IM FUNKTIONENRAUM

4. ABSCHNITT : Ueberblick iiber die Fehlertheorie korrelierter Beobachtungen.

Im zweiten Teil wollen wir, wie schon angekiindigt, eine allgemeine Feh-
lertheorie von Funktionen und von Funktionaloperationen u.dgl. bringen, die man
mit ihnen ausfiihren kann.

- Unsere Betrachtungen werden auf der - heute bereits nicht mehr wegzudenkenden
- Fehlertheorie korrelierter Beobachtungen aufbauen und sich als organische

Fortentwicklung dieser vor allem von J. M. Tienstra?)

geschaffenen Theorie er-
weisen. Wir werden deshalb darauf kurz eingehen, allerdings auf einem anderen
Weg als den Tienstra einschlug, indem wir mehr auf den bekannten und gewohn-
ten Begriffen aufbauen, vor allem auf dem des wahren Fehlers.

Tienstra hat diesen Begriff mit Recht einer tiefgreifenden Kritik unterzo-

gen, die ihn dazu fiihrte, ihn abzulehnen und seine Theorie ohne ihn aufzubauen:

er ging von den Begriffen der Statistik aus. Wir sind jedoch der Ansicht, dassder

Begriff des wahren Fehlers zwar vom erkenntnistheoretischen Standpunkt eine
sehr weitgehende und in der Tat oft kaum zuldssige Abstraktion darstellt, dass
er aber fiir nicht in die letzten Tiefen dringende Untersuchungen doch eine dus-
serst ntitzliche und praktische Fiktion ist. Deshalb werden wir diesen Begriff
verwenden, der die Ableitungen wesentlich vereinfacht und durchsichtiger und an-

schaulicher gestaltet. Die Ergebnisse sind natiirlich dieselben wie bei Tienstra.

Fehler und Genauigkeitsmasse. Es sei ein System von n beobachteten

Grossen X1s Xg, X s X gegeben. Thre wahren Fehler seien ¢ 3

P 2’

Unabhidngige Beobachtungen. In der klassischen Fehlertheorie und
Ausgleichsrechnung (Gauss, Helmert) wird angenommen, dass die Beobachtun-
gen X, voneinander unabhingig seien. Dann wird ihre Genauigkeit durch die mitt-

leren Fehlerquadrate

1)J. M. Tienstra, Theory of the Adjustment of Normally Distributed Observations, N. V. Uitgeverij '"Argus',
Amsterdam 1956.




19

2= [Ekak] _1_
k N N ;

= () ()
(41 1) m §1 Ek Ek
gekennzeichnet, wihrend fiir k # 1 die Grossen

CEL AL R N
s W Efk By

verschwinden. Wir nehmen dabei also an, dass sehr viele (N) Beobachtungsrei-

hen fiir das System X1s xz, x3, ......... ,xrl ausgefiihrt werden - eine beliebi-
ge davon habe den Index i - und dass jedesmal die wahren Fehler 21(;), 82“) >
£ 30) B . g) bekannt seien; das ist natiirlich nur eine Fiktion. Die

eckige Summenklammer soll hier und irzl folgenden, wenn nicht ausdriicklich
anders bemerkt, stets die Summation Z iiber alle Beobachtungsreihen bedeu-
ten. i

Statt der mittleren Fehlerquadrate kann man zur Charakterisierung der
Genauigkeit auch die ihnen verkehrt proporz'tionalen Gewichte

A
9 o s
(4, 2) P i
( p,z = mittleres Fehlerquadrat der Gewichtseinheit, ein beliebiger Proportio-
nalitdtsfaktor) oder die zu den Py reziproken, also zu den mzk wieder propor-

tionalen Grossen

(4, 3) sl K
’ fe T
verwenden, die man Gewichtsreziproke oder neuerlich auch gerne Kofaktoren
nennt.
Korrelierte Beobachtungen - Vektoren, Matrizen. Sind die

Beobachtungen jedoch voneinander abhidngig oder, wie man auch sagt, kor -

il
reliert ,) so reichen die mittleren Fehlerquadrate m2k zur Charakterisie-
rung der Genauigkeit der Beobachtungsreihe nicht mehr aus, sondern man muss

auch die "mittleren Fehlerrechtecke"

(4, 4) i (k#1)

heranziehen, die in der klassischen Theorie, wie erwdhnt, verschwinden,fiir
korrelierte Beobachtungen jedoch von Null verschieden sind.

Wir werden uns kiinftig der Kiirze und Pridgnanz halber der Ausdrucks-
weise der linearen Algebra bedienen, ohne aber ihre Kenntnis unbedingt vor-

auszusetzen.

1) Strenggenommen sind allerdings Abhingigkeit und Korrelation nur dann dasselbe, wenn die Beobachtungs-

fehler eine Gaugsche Verteilung besitzen.
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Ein System von n Zahlen (al, a2, a3, Pl an) nennen wir einen
Vektor und bezeichnen ihn mit einem Frakturbuchstaben oder (bei griechi-
schen Buchstaben) durch einen dariibergesetzten Pfeil; wir schreiben also etwa

Al - PO W FURG (RIS SR,
Einen solchen Vektor kann man als die Koordinaten eines Punktes in einem n -
dimensionalen Raum deuten. Das System der n beobachteten Grossen X und

das ihrer wahren Fehler € konnen als Vektoren aufgefasst werden:

«e=(x1,x2, xs,..:,xn)
=y
€ =

Ein System von n’ Zahlen

‘An Au A13 b 'A‘ln
A21 Azz A23 e ‘Azn
a = /_5‘31 /_\32 ’L_\sa e Af‘sn
An1 AnZ An3 "'Ann

nennt man eine (quadratische) Matrix; quadratisch deshalb, weil gleichviel
Zeilen (horizontale Reihen) wie Spalten (vertikale Reihen) vorhanden sind. Da
wir in Hinkunft nur quadratische Matrizen betrachten, wollen wir, wenn wir
von Matrizen sprechen, darunter stets quadratische verstehen. Eine Matrix
bezeichnen wir i.a. mit grossen Frakturbuchstaben. Ist

Ay

also etwa

A=A,

13 31

so heisst die Matrix sym metrisch.

Die mittleren Fehlerrechtecke mid (4, 4) bilden zusammen mit den
mittleren Fehlerquadraten mzk(4, 1), die wir in Analogie zu (4, 4) auch mit
mzkk bezeichnen konnen, eine solche Matrix, die (mittlere) Fehlermatrix

2 2 2 2

e ARl L

2 2 2 2
21 mzz mzs e m2n

4,5 ﬁ? = m* m¥ m? 2
(i, 2) T g e TS
2 w o) 2

m m m m

nl n2 DR nn
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Diese ist symmetrisch, da nach (4, 4)

B, e 2
Sl € 1k
ist.
Die Matrix ()L mit den Elementen
mz
(4, 6) Q. =—2

kl /.Lz

nennen wir Q-Matrix und ihre Elemente, wie schon beim Spezialfall nichtkor-
relierter Beobachtungen angedeutet, Kofaktoren (nach Tienstra).

Um wieder auf diesen Spezialfall zuriickzukommen:

AL L
R
fir k # 1 gleich Null sind. Die

sind die Beobachtungen nicht korreliert, so sind nur die m von Null

verschieden, widhrend, wie erwidhnt, die m?

kl
mittlere Fehlermatrix hat also dann die Form
mi 0 ) S |
0 mzz O: e s o
Bl e S
. 2 Z
0 0 0 m_
die Q - Matrix lautet
q, 0 0 0
0 g5 0

VA BRLE W

Sind schliesslich alle mittleren Fehlerquadrate gleich (gleichgewichtige Be-

obachtungen), so kann man
g (4,7) m::m;:m;: '8 .=m:1= ,_Lz
! setzen und erhilt
2
e 0 0
0 p,z 0 0
Yo ALl el D
: 2
0 0 Ra s
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1 0 ) 0
B = Gt -0

OL= 0 0 Joei D E‘g.
iy 0

Diese letztere Matrix heisst Einheitsmatrix ‘{und ist sehr wichtig; ihre Ele-

mente bezeichnet man gerne mit 8kl , dem sogenannten Kroneckerschen Delta.

Es ist also

1 fur k=1
(4, 8) 5k1={ q

0 fir k#l

Fehlerfortpflanzung bei linearen Funktionen. Nun wollen wir
das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir korrelierte Beobachtungen herleiten.

Es sei eine lineare Funktion der beobachteten Grossen Xy gegeben:
n
(4,90 w=®3(x,,%,,%X;5..1, X h1x1+h2xl+ h3x3+...+ W, & 2 hkxk.

Dieser Ausdruck bildet das sogenannte innere Produkt der zwei Vektoren

PR B e B

4{,=(x1’xl,x3"..,xn) 3

wir schreiben dafiir }«e oder auch ( 5 4{) es ist also

(4, 10) 5 46 Z h KX
sodass wir (4, 9) auch schreiben konnen:
(4,97 W=¢(x1’xz’x3""’xn)=(§"€)
Gesucht sei das mittlere Fehlerquadrat mzw dieser Funktion oder ihr
Kofaktor mfv
qw= H’z

Wir gehen vom wahren Fehler m von w aus:

n
i ¢("1"'81’)(z"az’x3+€3""’xrf”'n)=kz=1hk(xk+€k) kz1hkxk+kz:h €’

es ist also wegen (4, 9)

n
=) hk:‘:k s e e e ¥ Fhge

k=1 : ‘
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Daraus folgt

n n 1) n n
2z s
Rl (3:1h Ek) Z h, k}; ;§1 L§1hkhl€kel
= h1h1t:‘e1 + h1hze1£2+ h1h3£153+ § LWogh h1hne1£n+
& o +hhee +hh E B +...+h2hnezcn+
+ h h £,€,t hjhzr»:ae2 h3h35353+. S h3hn53€n+
3 Iwlnh1en£1 hnh28n62+ hnh38n63+' gt hnhne‘n&:n

Man kann nimlich das Produkt zweier einfacher Summen zu einer Doppelsum-
me zusammenfassen (vgl. das Entsprechende fiir Integrale); dabei gilt folgen-
der Vorgang:

1.) in beiden Summen verschiedene Summationsindizes wihlen;

2.) beide Summenzeichen an die Spitze stellen, die darauf folgenden
Faktoren konnen beliebig umgestellt werden.

Der Beweis ergibt sich durch einfaches Ausmultiplizieren von

E1h ekg1h £ -(h1e1+ hie s hoet o S be e Rhoe ol b bnen) :

Wir. erhalten also weiter:

n n [8 81]
Z_ %1 k1" N ’
also nach (4, 4)

n n
(4, 11) m. Z Z h h, m
und nach Division durch ‘u,zz

(4, 12 YT b b Q.
) 9w k=1 1:1 Kk L
(Man beachte die Ahnlichkeit der Herleitung von (4, 11) mit der von (3, 2)!)
: -t Ly . .
Im klassischen Fall (le =0 firk+1, Qkk =qy pk) reduziert sich
Gleichung (4, 12) auf

qw= hiq1 = h;qz i h;q3+ i hznqn

oder

i h* . p R h2 [hh Y 1
w13y ok o BE ot G e e gt N = —,
GI3K e R T Ny, T T [P] (Pw )

)Aus Zweckmissigkeitsgriinden wird in der zweiten Summe der Index, iiber den summiert wird, mit 1 be-
zeichnet; die Bezeichnung cines Summationsindex ist natiirlich gleichgiiltig.

2)

n
eckige Summenklammer fiir L , abweichend von unserem sonstigen Gebrauch!
1
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das bekannte Gewichtsfortpflanzungsgesetz. Sind schliesslich alle Beobachtun-
gen gleichgewichtig (Fall (4, 7)), dann haben wir die nicht minder bekannte For-

mel

1)
(4, 13") qu =5 = hishiehiv. . +hi=[hh] |

Fehlerfortpflanzung bei linearen Transformationen. Es sei

nun durch
n
*
4, 14 =il lx
3 o S et e
also
e L L L L
= + + + +
x1 11x1 12xz 13x3 S 1nxn
»*
= + + + +
%, Lz1x1 Lzzxz Lzaxs e il Llnxn
%
= + + + +
xs L31 x1 Lszxz L33x3 2 L3nxn
- .
*= L + L + + + L x
><n n1x1 nzxz Ln3x3 . nn N

“eine lineare Transformation der beobachteten Gréssen Xy gegeben. Wir schrei-

ben dafiir auch symbolisch

(4, 15) @ =L

o — {C*= (x*l’ x’;, x;, HE x’;) und £ = (Lkl)z) ist. Die Kofaktoren Q*kl

q os * .
der transformierten Grossen x) seien gesucht.

Wir gehen wieder von den wahren Fehlern aus; aus (4, 14) folgt unmittel-

bar
ot iUgel Tl n 2
. + = + = X.#*
i A :L;th(xl €) E1Lkl 1 §1Lk151 ’
also
% n
e R TN i
fes Tpp WU L

n

1)eckige Summenklammer fiir Z , abweichend von unserem sonstigen Gebrauch!
1

2)

es bedeutet

AH A12 Al) "'A'll\
ks 1Ll e
(Akl) S ‘?‘31 "}32 “_\33' "'é}n
bR L S T e
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Wir erhalten wie friiher daraus

Eoe 24 e Ll

ra1 krrogaq Us s oDy soy ke ls TS

]
™M
M>
—
™
™

{6 i, o £ e
e
n o
(4, 16) ma L Il L,m,
i n n
(4, 17) QU= Gl G
»; Die Grossen x;: , die aus den direkt beobachteten X durch eine linea-
F re Transformation erhalten werden, kann man nun - und das ist das Wesent-

’ liche an der neuen Theorie - ebenso wie die Xp als direkt beobachtete

Werte betrachten, deren Genauigkeit nun eben durch die Qltl gegeben wird.
Dass dies moglich ist, liegt daran, dass wir hier stets mit dem allgemeinen
Fall nichtverschwindender le fiir k # 1 arbeiten. )

Wir wollen jedoch darauf nicht niher eingehen, da diese Betrachtun-
gen etwas abseits des Weges unserer Arbeit liegen und verweisen fiir eine
nihere Verfolgung dieses weittragenden Gedankens, der. die Fehlertheorie
und die Ausgleichsrechnung ungeahnt vereinheitlicht und logisch vereinfacht,
auf das obenzitierte Werk von Tienstra.

Bei der Behandlung all dieser Probleme hat sich der Algorithmus der

linearen Algebra als sehr niitzlich erwiesen. Es liegt daher nahe, auch fiir die
eigentliche Aufgabe unserer Arbeit, die Fehleruntersuchung stetiger Funktionen,
nach einem entsprechenden mathematischen Apparat zu suchen. Ein solcher
liegt nun tatsdchlich in der sogenannten (linearen) Funktionalanalysis
bereits vor, mit der wir uns im nichsten Abschnitt etwas beschiftigen werden.
Mit diesem mathematischen Hilfsmittel werden wir dann die Formeln (4, 11)
bzw. (4,12) und (4, 16) bzw. (4, 17) in einfachster Weise fiir die Fehlerfort-

pflanzung bei linearen Funktionalen und linearen Operatoren verallgemeinern.

1)Es sei nur erwihnt, dass man etwa auch die bei der-einfachen Punkteinschaltung (mit Richtungen) erhaltenen
ausgeglichenen Koordinaten x,y des Neupunktes als direkt beobachtete Werte betrachten kann, wenn man als
Q-Matrix flir sie die beim Rechenvorgang erhaltenen Grossen

O‘xx= [aa} ny= [QB]

Q,, = [aB] Q- [BB]

nimmt.

=il - T A WO L N T 11 o ) g i o v fm oy
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5. ABSCHNITT. Ueberblick liber die mathematischen Grundlagen.

Wir wollen nun so elementar wie moéglich einen Ueberblick liber die ver-

wendeten Begriffe aus der Funktionalanalysis geben. Auf Strenge und Vollstidn-

digkeit wird zu Gunsten einer leichten Verstidndlichkeit verzichtet. Die Grund-
begriffe dieser Theorie sind tatsédchlich so einfach, dass man nur die Scheu vor
ungewohnten Begriffen, wie unendlichdimensionalen Rdumen, abzulegen braucht,
um mit ihr bald vertraut zu werden. Fiir Details, Beweise u.dgl. wird auf die
Literatur verwiesen, etwa auf die leichtverstindliche Darstellung Smirnows.ﬂ

Die (lineare) Funktionalanalysis besteht im wesentlichen aus einer Er-
weiterung der Begriffe der klassischen linearen Algebra auf viel allgemeinere
Fille.

Verallgemeinerung des Vektorbegriffes. Zwei Verallgemeinerun-
gen des Vektorbegriffes liegen nahe:
1.) Statt Vektoren mit n Komponenten betrachten wir solche mit abzahl-

bar unendlich vielen, also Vektoren <
(5, 1) Ap- & L 8, B g )E{xk}1 :

Solche "Vektoren'" sind aber nichts anderes als unendliche Zahlenfolgen (wir
beschrinken uns auf reelle Folgen).

2.) Als weitere Verallgemeinerung suchen wir nun "Vektoren' mit kon-
tinuierlich unendlich vielen "Komponenten'" zu definieren. Dass so etwas tat-
sdchlich ganz zwanglos moglich ist, soll folgende Ueberlegung zeigen. Unter
einer Funktion einer unabhingigen Verianderlichen x verstehen wir bekanntlich
folgendes: bestimmten Werten x, die den Definitionsbereich der Funktion bil-
den, werden auf bestimmte Weise Werte f (x) zugeordnet. Dieser Definitions-
bereich kann nun z. B. die ganze x-Achse oder ein Intervall von ihr sein, er
kann aber auch nur aus einzelnen Punkten der x-Achse bestehen. Ist er die
Folge der positiven ganzen Zahlen 1, 2,3, ....... , N, so ist eine solche
Funktion nichts anderes als ein Vektor im n-dimensionalen Raum, denn jeder
dieser Zahlen k =1,2,3, ....... , n als Abszisse ist als Funktionswert die
k-te Komponente des betreffenden Vektors zugeordnet. Im Falle abzahlbar

unendlich vieler Komponenten besteht der Definitionsbereich aus allen posi-

1)W. J.Smirnow, Lehrgang der Hoheren Mathematik, Teil 111/1, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1954.
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tiven ganzen Zahlen 1,2,3,........ Nun liegt es nahe, auch eine in einem In-
tervall aS x= b der reellen Achse definierte Funktion f(x) (aus Zweckmissig-
keitsgriinden betrachten wir nur stiickweise stetige Funktionen) als Vektor an-
zusehen, indem wir jedem Wert X, aus diesem Intervall die Zahl f(xo) als Kom-
ponente unseres Vektors vom Index X, zuordnen. Der Definitionsbereich einer
solchen Funktion soll daher immer ein bestimmtes festes Intervall der reellen

Achse sein; auch die Funktionswerte wollen wir stets als reell annehmen.

Der Hilbertraum. Da auch der erste Fall in unseren Untersuchungen eine
Rolle spielt, wollen wir uns zunichst mit ihm etwas beschiftigen. Man spricht
hier, in Analogie zum n-dimensionalen Raum Rn’ von einem unendlichdimen-
sionalen R__, nennt ihn auch Hilbertschen Folgenraum, da die Vektoren dieses
"Raumes'", den D. Hilbert als erster untersucht hat, von gewissen Zahlenfolgen
gebildet werden, wie wir schon gesehen haben. Wir wollen ihn kurz Hilbert-
raum oder Raum H nennen, obwohl manche Autoren unter dem (abstrakten)
Hilbertraum einen wesentlich allgemeineren Begriff verstehen, der den Hil-
bertschen Folgenraum und auch den sofort zu besprechenden Funktionenraum.:
als Sonderfille einschliesst. Die Formeln fiir den R_ gehen aus denen fiir Rn
durch Grenziibergang n — oo hervor, soweit dieser sinnvoll ist, d. h. die un-

endlichen Reihen, in die die n-gliedrigen Summen ilibergehen, konvergieren.

Das innere Produkt zweier Vektoren Q= (xl, x2, Xgs vees xn) und
19/ = (yl, y2, y3, ...... x yn) des Rn ist nach (4, 10) gegeben durch
(5, 2) (‘{»"9 ) =("3»“€) =£1xkyk= XiYa® X Y T XgYa T o 2F XYy

Die Linge oder "Norm" ||1€|| des Vektors 4 ist definiert durch die Quadrat-

wurzel aus dem inneren Produkt dz2s Vektors mit sich selbst, es ist alsc
Lz 4 2 1 2 2
(5,3) ”4ﬂl| =(4{,4€)=E1xk=x1+xz+x3+...+xn

Das Normquadrat (5, 3) eines Vektors mit reellen Komponenten ist ersichtlich
stets positiv.

Das innere Produkt zweier Hilbertvektoren

(-]

¢ ={x1],
1?={)'k}:°

ist dann definiert durch di e Reihe

kak X ><1)’1 al szz b X3Y3+ """

(5, 4) ()=

1
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wenn sie konvergiert. Die Norm I|1€II von 1 wird durch die Gleichung
2 = 2 2 2
(5, 5) ”4{“ =(4€,<€)=£1xk=x1+xz+x3+ .....

geliefert. Damit nun eine Zahlenfolge {xk] T’ dem Raume H angehort, soll per
definitionem ihre Norm endlich sein, das heisst der Hilbertraum wird aus allen
(reellen) Zahlenfolgen gebildet, fiir die (5, 5) konvergiert. Dann ist auch, wie

man zeigen kann, die Konvergenz von (5, 4) gesichert.

Der Funktionenraum . Nun wollen wir den Begriff des inneren Produktes
zweier Funktionen f(x) und g(x) definieren, und zwar in Analogie zu (5, 2). Da
wir es nun mit kontinuierlich unendlich vielen Komponenten zu tun haben, miis-
sen wir die dort auftretende Summe durch ein Integral ersetzen (beim Ueber-

gang zum Kontinuum wird aus einer Summe ein Integral):

b
(5, 6) (f(x),9(x) = [f(x) g(x)ax=(g(x),f(x)).

Fiir die Norm | f(x)|l von f(x) erhalten wir analog
b
2
(5, 7) IFCON= (F(x), £(x)) = [[F(x)) dx
a
Diese Norm ist nun bei stlickweise stetigen Funktionen gewiss vorhanden und

endlich. Man bezeichnet die Gesamtheit dieser im Intervall a< x= b definier-
ten stiickweise stetigen Funktionen als Funktionenraum und diese Funk-

tionen selbst als Elemente des Funktionenraumes.

Abbildung des Funktionenraumes auf den Hilbertraum. Es
gilt der grundlegende Satz: Jedem Element des Funktionenraumes f(x) ldsst
sich ein Vektor {ak} T aus dem Raume H umkehrbar eindeutig linear und so-
gar "lingentreu" zuordnen. Dies geschieht auf folgende Weise: man fiihrt im
Funktionenraume ein sogenanntes vollstdndiges Orthonormalsystem (?k(x) von
Funktionen ein. Diese Bezeichnung Orthonormalsystem bedeutet, dass das Sy-
siem der Funktionen q)k(x) normiert, d.h. die Norm jeder dieser Funktionen
beziiglich des betrachteten Intervalles a< x=b ist gleich 1, und dass es ortho-
gonal ist, d.h. je zwei dieser Funktionen (fk(x) und (Pl(x) sind zueinander or-
thogonal. Die Orthogonalitidt zweier Funktionen ist wie die Orthogonalitit zwei-
er Vektoren in der linearen Algebra durch das Verschwinden ihres inneren
Produktes definiert. Die Orthogonalitidt und die Normiertheit eines Funktionen-

systems ch(x) lassen sich in einer Gleichung zusammenfassen:

b
(5, 8) (9, (x), ¢, (x)) =f%(x)%(x)dx =g -




61{1 ist wieder das Kroneckersche Delta, deliniert als

_{1 tar k=1
kl Q- fie kFl

Sleichung (5, 8) hedeutet also:

(@ (x), 9, (%) = | ¢, (x)]*= 1 (Normierung)

(9, (x), @ () =0  fir k=l (Orthogonalitiit).
Ein wichtiges und bekanntes solches Orthonormalsystem bilden die Funktionen
(5,9) _V;_?’ % sinx,% cos x,v-l—x-sian,—vlf cos ZX,V—% sin 3x,%c053x, o™,
im Intervall 0= x < 2x, die ja bei der Fourierentwicklung von Funktionen auf-

treten. Der Leser iiberpriife selbst das Bestehen von Gleichung (5, 8) fiir dieses

System. Es treten dabei folgende bestimmte Integrale auf (u,v=1,2,3,....)

x 2x
fsinvxdx =fcosvxdx= 0
0 0

¥ o
(COS(}-L_'U)X_ COS().L*U) X)dX ___{ O fur H_#'U

OSN

2J[ . . 1
sin wx sin vx dx = - - X
6f 2 x fir w=v

2x 1 2x ; )

fsin'u.xcosvx dx =3_-f(sm(p,—v)x+ sin(u+v)x)dx = 0

0 (0}

2x o 0 fi v
fcospxcosvxdx=lz'f(cos(p~-v)x+cos(.u,+v)x)dx = { f:: ::=v
0 (o)

Eine Funktion aus dem Funktionenraum ldsst sich nun stets eindeutig

nach einem solchen vollstidndigen Orthonormalsystem entwickeln, d. h. es ist
e fx) = La,9,00 = a, 9,00 * 2,900+ a,g,00%. ..

wir haben also in dem System der unendlichvielen konstanten Grossen (al, 32’
gy .o .) einen Vektor aus dem Hilbertraum vor uns, den wir dem Element f(x)
des Funktionenraumes umkehrbar eindeutig zuordnen konnen. Diese Grossen ay
nennt man Fourierkoeffizienten, da, wie wir schon angedeutet haben, die Fou-
rierentwicklung einer Funktion im wesentlichen einen Sonderfall von (5, 10) dar-
stellt. Die Analogie von (5, 10) mit der Darstellung eines Vektors im Rn in

einer orthonormierten Basis 1vk
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1)

n
= " + +...+
g = Z me« XM ¥ X Wt Xt X N,

legt dabei nahe, die Gesamtheit der Funktionen Q’)k(x) als ""Basis'" im Funktio-

nenraum zu bezeichnen. Die Vollstindigkeit eines Systems (f)k(x) bedeutet libri-

gens gerade die Darstellbarkeit nach (5, 10) einer beliebigen Funktion des Funk-

tionenraumes in diesem System.
Die Fourierkoeffizienten ay erhidlt man, wenn man das innere Produkt
beider Seiten von Gleichung (5, 10) mit einer beliebigen Funktion (fl(x) aus dem

System bildet:

b b
(f(x),%(x)) =ff(x)<)ot(x) dx =f)£ak(fk(x)cyl(x)dx =

aL,

b
. %ak!%(x)%(x)dx ¥ %akdkt_

es ist also

(5, 11) 2, = (Ee e

Dlese Ableitung ist einfach, wenn auch nicht ganz streng; Z bedeutet natiirlich

Z Z a) d‘kl , da links alle Summanden ausser dem fur k=1 verschwinden

und al 1178 1 st
Es ldsst sich leicht zeigen, dass die inneren Produkte zweier Funktio-

nen und der ihnen zugeordneten Vektoren im Raume H gleich sind, dass also

b
(5, 12) (f(x),g(x)) =ff(x)g(x)dx=(«n,.{’r)= %akbk
a

)Es sei etwa n=3, sodass wir also den gewohnten dreidimensionalen Raum vor uns haben; setzen wir, wie
tiblich,

x

¥ ’“’1=

2 oo um

n
Ni~< %
B e

3= ’7\/3: 1

X X

dann haben wir

¢ = X’(k"’k=x1”‘/1+xz1"z+"31"3= xi+y3'+z@,

die bekannte Darstellung eines Vektors im Dreibein der zueinander senkrechten Einheitsvektoren 1, 3 A Es

ist dann )
X =401 = (‘E.‘)
y=%3-(e7z)
AR (Q 0= ("e:lg),
also allgemein
xi= (g )

Diese Formel ist in (5, 11) verallgemeinert.
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ist, wenn
f(x) = Za, ¢, ()
g(x) = Lby ¢, (x)
ist und
w={a}’
b={b, )y

bedeutet, also f(x) der Vektor 4v und g(x) der Vektor £ entspricht.
Aus (5, 12) folgt sofort die Gleichheit der Normen und damit die ""Lan-
gentreue' der Abbildung

b oo
(5, 13) || f(x)Il = Vf[f(x)]zdx = || = kaﬂaf< ,

woraus man erkennt, dass auch |||l endlich ist, dass also v dem Raume H

wirklich angehort. Gl. (5, 13) ist iibrigens die aus der Theorie der Fourier-

reihen bekannte Vollstiandigkeitsrelation.

Lineare Operatoren. Wir wollen nun den Begriff der linearen Transfor-
mation im Rn auf den Raum H und den Funktionenraum iibertragen. Im Rrl hat

eine lineare Transformation nach (4, 14) die Gestalt

n
5, 14 ®oe
( ) X, 12=1 LkLXL .
Fiir den Raum H haben wir n = 0o gehen zu lassen und erhalten zundchst rein
formal
s oo
(5, 15) X = E,Luxt .

Damit diese Formel einen Sinn hat, miissen erstens alle Reihen auf der rech-

ten Seite konvergieren und zweitens der so entstandene Vektor {xl?} 010 dem

oo

Hilbertraum angehoren, also eine endliche Norm 2:1 x:Z besitzen. Die

Grossen Lkl in (5, 15) bilden eine '"'unendliche Matrix"

13 14

22 23 RO o

32 33 3 | 2

- -
r r — —
e i G

L11
l‘21
L31
Ltn

42 43 44
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Um ein Analogon im Funktionenraum fiir die lineare Transformation
(5, 14) zu finden, miissen wir beachten, dass diese Gleichung dem Vektor P =
(xl, Xgs oeees xn) den Vektor 4€* =(x;, x;, oy x:) linear zuordnet ist,
d. h. es ist
n n n
1%1Lk1(°‘x1+ Byy) =« L x+B quLkL)Il ’
was aus den elementaren Eigenschaften der Addition sofort folgt. Diese letzte-
re Aussage lasst sich unmittelbar auf den Funktionenraum iibertragen; wir ge-
langen so zum linearen Funktionaloperator.
Im ersten Abschnitt haben wir schon den Begriff des Funktionalopera-
tors eingefiihrt. Wir wollen wiederholen:
Ein (Funktional-) Operator T ist eine Zuordnung, die jeder Funktion
f(x) aus einer bestimmten Menge von Funktionen eine andere Funktion f *(x)

eindeutig zuordnet. Wir schreiben
fX(x) = T{f(x)} .
Ein Operator L heisst linear, wenn gilt:

L { ocf(x) + ﬁg(x)} = OLL{f(x)} + HL{ g(x)}
fiir beliebige reelle a und g.
In der Folge wollen wir uns nur mit linearen Operatoren beschiftigen.
Wenn wir nun (5, 14) sinngemiss (die Summe ist durch ein Integral zu
ersetzen) auf den Fall kontinuierlich vieler Komponenten iibertragen, so erhal-
ten wir eine Darstellung eines linearen Operators als sogenannten Integralope-

rator:

b
(5, 16) f*(x) =fL(x,u)f(u)du
a

Es entsprechen hier:

das Integral dem Summenzeichen,

die Funktion L(x,u) (der sogenannte Kern des Operators)
der Matrix (Lkl)’

die unabhidngigen Variablen (z. B. x,u) den Indizes (z. B.k,1).

Es ist hier zu bemerken, dass die Benennung der unabhingigen Varia-
blen (x, u usw.) fiir die Zugehorigkeit einer Funktion zu dem betretfenden Funk-
tionenraum gleichgiiltig ist, ebenso wie die Bezeichnung des Komponentenindex
mit k, 1 usw. fiir die Zugehorigkeit eines Vektors zum Raume Rn' Wichtig ist
nur, dass der Definitionsbereich der Funktion stets das gleiche Intervall (a...b)
ist. Wir werden daher kiinftig oft einfach vom Element (des Funktionenraumes)
f sprechen und damit f(x), f(u) usw., aber stets mita< x =b, a= u = b usw.,

raeinen.




33

Die Analogie von (5,16) mit (5, 14) wire vollstidndig, wenn sich jeder
lineare Operator als Integraloperator darstellen liesse. Das ist jedoch keines-

wegs der Fall. Schon ganz einfache Operationen, etwa die Identitiit

Jf(x)= f(x)
oder der Differentiationsoperator
_ df(x)
Ff(x) = i

lassen eine solche Darstellung nicht zu.

Die Bezeichnung der letzten zwei linearen Operatoren bedarf einer Er-
kldrung. Wir wollen ndmlich lineare Operatoren kiinftig auf zwei Arten be-
zeichnen:

1.) Mit Fraktur-(oder Kurrent-) buchstaben ohne nachfolgende ge-

schlungene Klammer, also etwa

(5, 17) f*(x) = £f(x)
oder einfach
(5,17") = f

Diese Bezeichnung steht in gewisser Analogie zur Darstellung einer linearen

Transformation (5, 14) in symbolischer Matrizenschreibweise (4, 15)

s

2.) Oft ist es jedoch zweckmissiger, den linearen Operator (5, 17) fol-
gendermassen darzustellen:
(5, 18) FR(x) = &, Flo) &
also wieder mit Frakturbuchstaben, aber mit zwei Indizes, deren erster die
unabhingige Variable der "Bildfunktion" f*, und deren zweiter die unabhingige
Variable der ""Stammfunktion" f angibt. Hier ist eine gewisse formelle Ahn-
lichkeit mit (5, 14) festzustellen, insbesondere wenn man dort nach der Ein-
steinschen Summenkonvention” das Summenzeichen wegldsst und Gl. (5, 14)
schreibt

x: =L e

Diese formelle Analogie bezieht sich auch darauf, dass man in (5, 18) die Be-

zeichnung der unabhingigen Veridnderlichen der Stammfunktion f ganz beliebig

)Emstemsche Summenkonvention: kommt in einem Ausdruck ein Index zweimal vor, so ist iiber ihn zu sum-
mieren; es bedeutet etwa

a.b=Ya b

o

crsdst =5=,Crs st
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wihlen kann (ebenso wie den Index, liber den summiert wird, in (5, 14) ). Es ist

also
fXx) = £, flu)= 2L f(v)=2L f(t)=....

Die Matrix eines linearen Operators. Betrachten wir nun die Ab-
bildung auf den Hilbertraum, so gilt, da diese linear ist,q) der wichtige Satz:
jedem linearen Operator im Funktionenraum entspricht eindeutig eine lineare
Transformation der der betreffenden Stammfunktion entsprechenden Fourier-
koeffizienten im Raume H und damit eine unendliche Matrix (vgl. etwa GI.
(5, 15) ). Die Elemente dieser Matrix wollen wir mit gewohnlichen Buchstaben
bezeichnen, aber jede Matrix und den entsprechenden Operator mit dem glei-
chen Buchstaben. So entspricht.also dem Operator ¥ die Matrix mit den Ele-

menten Lkl' Es seien also

s %ak?k
T ¥*
ik %ak A
dann gilt, wenn
i
ist:
* -
(5, 19) ak—%l‘ktal
Die Matrix (Lkl) ist aus der Gleichung
5,20 Ly (24,9,

zu berechnen. Das kann auf folgende Art leicht erkannt werden:
Es gilt nach (5, 11)
* ! »* I~
ac= Ui ) = (e )
daraus folgt mit (5, 19)
%Lkrar - (ff' (fk)
Nehmen wir nun fiir f eine Funktion aus unserem vollstindigen Orthonormal-
system, etwa ¢ dann hat man als Fourierkoeffizienten ersichtlich
a,= 0y

(die 51k = 6k1 sind nach (4, 8) definiert). Diese Beziehungen setzen wir in die

1 @
)d. h. entspricht der Funktion f(x) der Hilbertvektor{ak}:‘ und der Funktion g(x) der Vektor {bk}1 , SO

entspricht, wie sich aus (5, 11) sofort ergibt, der Funktion af(x)+8g(x) der Hilbertvektor{aak+3bk}m
XJ1

i i
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letzte Gleichung ein und erhalten

%Lkr'éu- = L= (£90.9,) -
Dies ist gerade Gl. (5, 20).
Der Identitat

f*=03f=f

entspricht z. B. die unendliche Einheitsmatrix mit den Elementen JkI:

©) == &

0
0
0
1

o o = O

1
0
0
0

Lineare Funktionale. Schliesslich wollen wir noch den Begriff der li-

nearen Ortsfunktion im Rn (4, 9)

(5, 21) w=q)(x1,xz,x3,...,xn)=E1hkxk=(;,«E)
g zum Begriff des linearen Funktionals im Funktionenraum erweitern (fiir die
n
l Uebertragung von (5, 21) auf den Hilbertraum braucht man nur die Summe X
i fad ka1
{‘ durch die Reihe 2;1 zu ersetzen; ihre Konvergenz ist gesichert, wenn 2 und
i :

i } dem Hilbertraum angehdren).

Es sei also im Funktionenraum wieder eine bestimmte Menge von Ele-
a menten (Funktionen) gegeben. Eine Zuordnung, die jedem Element f aus dieser
i,,

Menge eine bestimmte Zahl w=@ (f) entsprechen ldsst, heisst ein Funktio-

nal.

Ein Funktional heisst linear, wenn die Gleichung

$(af+pg)=ad(f)+Pe(g)

fiir beliebige (reelle) Zahlen o« und g gilt.

Eine vollstdndige Analogie zum Rrl kommt zum Ausdruck im Satz von
F. Riesz:

Jedes lineare Funktional ist von der Form

b

fh(x)f(x)dx ;

a

(5, 22) ¢(f)=(h,f)
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wobei die Funktion h durch das Funktional & eindeutig definiert ist. (Fiir die
Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes muss man allerdings noch etwas allgemeine-
re Funktionen als Elemente des Funktionenraumes auffassen.) Die Analogie von
(5, 22) zu (5, 21) ist vollkommen und offensichtlich.1)

Gehen wir nun zum zugeordneten Raum H iiber!

Es seien
f= Eakcpk
hzghk% i

Dann wird nach (5, 22) und (5, 12)

(5, 23) w=<I>(f)=(h,F)=Ehkak,

eine Reihe, die gewiss konvergiert. Es entsteht also eine lineare Ortsfunktion
(Ortsvektor ist {ak }of ) im Raume H.

Damit wollen wir den Ueberblick liber die mathematischen Grundlagen
unserer Theorie abschliessen; andere Begriffe, die wir spidter noch brauchen
werden, wollen wir erst an Ort und Stelle einfiihren, um diesen Abschnitt nicht

zu uniibersichtlich zu gestalten.

l)Ein lineares Funktional ldsst also im Gegensatz zum linearen Operator stets eine Integraldarstellung zu!
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6. ABSCHNITT: Fehler und Genauigkeitsmasse von Funktionen.

Jede Ordinate einer vorgegebenen Funktion f (x) sei mit einem wahren
Fehler behaftet. Die Gesamtheit all dieser Fehler bildet eine (stetige) Funktion
€ (x) derselben unabhingigen Verinderlichen.
Fiihren wir nun ein vollstindiges Orthonormalsystem "Pk (x) bezliglich

eines Intervalles a= x=b ein, so ldsst sich die Funktion € (x) darin darstel-

len:
(6, 1) e00 = 5 &, ¢,(x)
E mit
6,2) £, = (e(x), ¢, (%)) fi(x)%(x)dx

werde Fehlervektor genannt.

Der Vektor {ek}io

i Denken wir uns N solcher wahrer Fehlerfunktionen 8(')(x) (i=1,2,
i’ ; SR , N) gegeben (die Kurve werde etwa N-mal befahren), so kann man die
i mittlere Fehlerfunktion m?‘(x, y) durch

i ’ 1 N ) [e(x)e(y)]

(6, 3) mlxy) =g e eV y) =Ty

i

‘ definieren und die dazu proportionale Q-Funktion als

i

8 _m 2(x,y)

: (6, 4) Qlrupl ATmge

& erkldaren (pz ......... mittleres Fehlerquadrat der Gewichtseinheit).

§ Ebenso kann man aber, vom wahren Fehlervektor {sk};o ausgehend,

wie im 4. Abschnitt die mittlere Fehlermatrix als die (nunmehr unendliche)

Matrix mit den Elementen

(6, 5) m? =

(6,6) Q.=
bilden.

Wir wollen nun zeigen, dass die m?, . mit den Fourierkoeffizienten der

kl
Entwicklung von m?‘(x, y) im Orthonormalsystem der ‘.?k(x) libereinstimmen.
Um allgemein eine Entwicklung einer Funktion F(x,y) zweier Veridnder-

licher in diesem Orthonormalsystem zu erhalten, setzen wir versuchsweise
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Flxy) =2 3:1 i (X) 9y

worin die Fkl konstante Koeffizienten sind. Diese werden folgendermassen be-
stimmt: wir multiplizieren diese Gleichung mit tﬂ,(x) ()Os(y) und integrieren

iiber das Quadrat a= x=b, aSy=bh:
b b

s o5 b b
J [Fxyn e 00gy)dxdy =L ZF [ [, ()¢ (y)g,(x)9,(y)dxdy
X=d =d X=a y:a
; b b
2 %FHJ%(X)%(X)“X!‘NY) 95(y) dy

R { % FkL(“Pk’(lor)(‘fL’ ‘fs)

Da nach (5, 8), der Definition eines Orthonormalsystems,

(?k’?r)= Jkr
(“?L’ (fs) = 515

ist, so haben wir weiter

b b
[ [Foy) g, ()¢ (yydxdy =2 2F, d, 6 =F .

Xx=za y=a
da dkr nur fiir k = r von Null verschieden (und gleich 1) ist und ebenso 61s

nur fiir L = s. Es ist also

: b b
(6,7) Fa=] JFxy) 9 (0 ¢ty dxdy .

X=da y:a
All das stellt eine einfache Verallgemeinerung des Falles einer Ver-
dnderlichen (5, 10) dar.
Nach diesem kleinen Exkurs kehren wir wieder zu unserer Fragestel-
lung zuriick: dem Zusammenhang zwischen m? (X,y) und den mzkl' Die Fourier-

koeffizienten der Entwicklung von mz(x y) sind gleich

ffm (x,y) ¢, (x) @ (y)dxdy = ff% 1e(')(x)t:(')(y)(pk x) ¢ (y)dxdy

a a

Mz

zl—*

b b
T [ex)eD(y) 9, () 9, (y) dx dy
N b b

N LS00 9,008 gy d

a

"
-

N

L AR T
N-Z=1€kel i

o
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was zu beweisen war. Dieselbe einfache Zuordnung besteht damit auch zwischen
der Q-Funktion und der Q-Matrix: die Elemente der Q-Matrix sind die Koeffi-

zienten der Entwicklung der Q-Funktion im vollstindigen Orthonormalsystem

‘.fk(x):
Qloy) =2 LA, q,(x)¢(y)

k=1 121
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7. ABSCHNITT: Fehlerfortpflanzung beim linearen Operator.

Es sei eine Funktion f(x) mit der Q-Funktion Q(x, y) gegeben. Gesucht
ist die Q-Funktion Q*(x, y) der Funktion f*(x), die aus f(x) durch die lineare

Funktionaloperation
(7a 1) f*(X) = ff(x)
hervorgeht. Um sie zu finden, gehen wir wieder vom wahren Fehler €(x) aus.

Diese Funktion geht nun durch die betrachtete Operation in
(7,2) e*(x) = Le(x)
iiber, was aus

Frx)+e*(x) = L{F(x)+e(x)} = LF(x)+ Le(x)

(wegen der Linearitidt des Operators) mit (7, 1) sofort folgt. Wir werden nun

zweckmissig die Schreibweise (5, 18) fiir unseren Operator Y verwenden, also

(7, 2) schreiben
(7,3) et (o= 0 efia) ¥,

etwa wie man statt

£ (x) =fs(x) dx

genauer
X

£(x) =fe(u) du

a
schreibt. Diese Schreibweise wird es uns ermoglichen, dem elementaren Fall

des Rn dusserlich weitgehend dhnliche Ergebnisse zu bekommen.

Nach (7, 3) erhalten wir fiir die mittlere Fehlerfunktion von f*(x)

¥ LA % (i 15 E a ;
v Z(X,y) =1W;§1€ ()(X)8 ()()’)=Wéixue()(u)iyve()(v) "

Diesen Ausdruck formen wir rein formal um in
N N
2 1 : Sl 4 i ) (i)
(m* (x,),)=) W;; ggxu;gyvc( Yy eP(v) = ixutﬂyv - ige (re™iv) -
Damit erhalten wir

(7, 4) m*z(x,y) = fxufyv m?(u,v)

und nach Division durch pz , das mittlere Fehlerquadrat der Gewichtseinheit,

(7, 5) Q%(xy) = £,,£,, Q(u,v)
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als Fortpflanzungsgesetz fiir die mittlere Fehlerfunktion und die Q-Funktion

beziiglich der linearen Operation (7, 1).

Der lineare Doppeloperator. Bei der Herleitung von Gleichung (7, 4)
wurde, wie schon erwihnt, rein formal gerechnet, ohne die Bedeutung und die

Zulidssigkeit der durchgefiihrten Manipulationen zu iiberlegen. Dies wollen wir

jetzt tun.

Es sei iﬁxu :ﬂyv ein "(linearer) Doppeloperator'", der auf
eine Funktion F(u, v) zweier Veridnderlicher wirkt und sie folgendermassen in

eine andere Funktion

PRy s e e e
liberfiihrt: wir bilden zunichst die Operation

£YV F(u,v) ,

beziiglich welcher F(u, v) als eine Funktion von v allein zu betrachten ist (u
gilt als Parameter). Dies kommt durch den Index v im Operatorzeichen be/yv
zum Ausdruck - man erkennt den Vorteil unserer Bezeichnungsweise. Durch

diese Operation erhalten wir eine Funktion G(u, y) von u und y, auf die wir nun

die zweite Operation
£ xu G ( it )’)

anwenden, beziiglich der entsprechend G(u, y) als Funktion von u allein mit

dem Parameter y betrachtet wird. Man erhilt so eine Funktion von x und y,

die eben unser FXx,y) ist. Es ist also

ﬁ (7, 6) F*(x,y)=$xu§€va(u,v)=ifqu(u,y)=£xu(£va(u,v)) )

| Dadurch ist derxeingefiihrte Doppeloperator %xuﬁyv eindeutig definiert. Das

Doppelintegralf ..du dv ist ein Sonderfall eines solchen Doppeloperators. Aus
u=a v=a

der Linearitit des einfachen Operators ¥ folgt die des Doppeloperators ‘f’xuiyv:

L, Lo (2R * PR (uv)) = o, (0 F (u,v)+ BL F(u,)) =

= ocixu:ﬁyv F,(u,v)+ B&Exubeyv A e

Ist nun die Stammfunktion F(u, v) das Produkt zweier Funktionen, von

denen die eine nur von u, die andere nur von v abhingt:

F(u,v)=g(u)h(v),




42

so wird
gxu‘k’gyv g(u) h(v) o £)(u (fyvg(u) h(v))
= £, (gL, h(v)
=L ,h(v).2,,9() ,
es ist also
(7,7) Loty gWh(v) =2Z, gL, h(v) ,

denn wegen der Linearitit des Operators List
:EYV (c.h(v) = c.:ﬂyvh(v)

und es kann, da gyv nur auf die Verinderliche v wirkt, g (u) als eine Konstan-
te c angesehen werden. Ahnlich ist es dann mit f“xu’ beziiglich dessen die Funk-
tion £yvh(v) als heraushebbare Konstante anzusehen ist.

Wegen (7, 7) ist also
= s e(i)(u) u

xXu

(i) - () (i)
yw E (V) —Ef,xu:ﬁyve puye PRy,

terner ist wegen der Linearitdt von }Exu%yv

15 () ) 15 :
N %:@xukﬂyvs (u)e(v) = .‘Exuiyvﬁiae (u) el )(v) -
damit sind die Bedeutung und die Berechtigung der bei der Herleitung des Feh-

lerfortpflanzungsgesetzes (7, 4) durchgefiihrten Umformungen vollig geklirt.

Abbildung auf den Hilbertraum. Bezeichnet (Lkl) die dem Operator

& entsprechende Transformationsmatrix im Hilbertraum, ist also nach (5, 20)
La= (g0 9)

so nehmen die Fortpflanzungsgesetze der mittleren Fehlermatrix und der Q-

Matrix die Gestalt der Formeln (4, 16) und (4, 17) an (mit n — oo ), es ist also

(7, 8) STl T T L

% iy e ] s e

(1, 9) RIS | )

Der einfache Beweis verliduft folgendermassen:
Die der Gleichung (7, 2) im Hilbertraum entsprechende Beziehung lau-

tet nach (5,19), wenn €y und ET{ die Fourierkoeffizienten von €(x) bzw. £¥(x)
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sind:
»* (==}
ak 5 E.lLkrsr‘

Daraus erhidlt man

und damit

also die Gleichung (7, 8); (7,9) geht daraus durch Division durch ,.Lz hervor.
Hiezu sei bemerkt, dass man die verwendeten Umformungen durch-

fiihren kann, obwohl es sich um unendliche Reihen statt endlicher Sunmrrg‘en han-

delt; die Bedeutung ist dieselbe wie bei diesen; der Doppelsumme 2 X, ent-

r=1 §:=1

spricht die unendliche Doppelreihe e o Das ist dann moglich, wenn die
rel S$=1

1 ©co
Reihen absolut konvergieren ),- die Reihen 2 Lkp €, sind aber absolut konver-
r=1

gent.

Anwendungen. Das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz (7, 5) fiir linea-
re Operatoren wollen wir nun auf den im fiinften Kapitel eingefiihrten Integral-
operator (5, 16) anwenden, der, wie erwidhnt, formal genau der linearen Trans-

formation eines Vektors entspricht:

b
f*(x) =fL(x,u)f(u)du .
a

(L(x, u) ist, um es zu wiederholen, eine gewohnliche Funktion zweier Verin-

derlicher.) Wir erhalten aus (7,5) unter Beriicksichtigung der Definition (7, 6)
des Doppeloperators sofort das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir diesen Opera-
tor:

b b
(7, 10) Q*(x,y) =f fL(x,u)L(y,v)O.(u,v)du dv .

us=a v=a

Man hat hier ein sehr anschauliches Beispiel fiir den oben eingefiihrten Begriff

des Doppeloperators; die Formel entspricht vollig dem Fortpflanzungsgesetz

l)siehe etwa Mangoldt-Knopp, Einfiihrung in die Hohere Mathematik, zweiter Band, S. Hirzel VerlagZiirich 1957.
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(4, 17) fiir die Q-Matrix bei einer linearen Transformation:

QId: Z Z LerLsQrs >

rz1 s=1

es ents prechen einander, um es zu wiederholen:

unabhingige Veridnderliche .................. laufender Index
Funktion zweier Verinderlicher.............. Matrix

I 1D 00y Yo g b SO R N R R A SR, A Doppelsumme
hfervallaniang @ . oon s ok oe v riaaie g s e e E bl erster Index 1
Bchr i Bl o ST e RS R S R letzter Index n

Leider lassen sich, wie bereits erwdhnt, nicht alle linearen Operatoren als
Integraloperatoren darstellen.

Der im ersten Teil ausfiihrlich behandelte Integrationsoperator

X 1)
£*(x) =ff(u)du

lasst eine Darstellung als Integraloperator zu, es ist dann der Integralkern

A

1 fur usx

L(x,u) = {

Das dort gefundene Fehlerfortpflanzungsgesetz (2, 5) fiir die Integration ergibt

0O fur u>x

sich nun als einfacher Sonderfall des allgemeinen Gesetzes (7, 5), bzw. von (7, 10).

Nichtlineare Operationen. Zum Abschluss noch einiges liber nichtline-

are Operatoren, d.h. iiber solche Funktionaloperatoren
(7,11) F*(x) = T {f ()}

(vgl. die Definition im 5. Abschnitt), fiir die i. a.
T{af+Bg}+ «T{f}+pT{g}

ist. Solche Funktionaloperatoren entsprechen den allgemeinen (nichtlinearen)

Koordinatentransformationen im Rn
* —
(7;13) xk—f\yk(x1,x2,x3,...,xn).

Wir wollen nun kurz an den in diesem Fall einzuschlagenden Weg erinnern und
daraus auf das Analogon im Funktionenraum schliessen.

Es seien die xk mit den wahren Fehlern Ek und die x*k mit den wahren
*

Fehlern ¢ K behaftet. Wir erhalten dann aus (7, 12)

1)Wir hatten friiher 1=0 gesetzt.

R e R T TN
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* * _
Xt e = W (T e X ey Xyt ey -y Xt 25 )
Entwickeln wir die rechte Seite dieser Gleichung nach dem Taylorschen Satz

und brechen wegen der Kleinheit der €. nach dem linearen Glied ab, so folgt

n
x:+£:=1yk(x1,x2,x3,...,xn)+r§1g—;%(x1,xz,x3,...,xn)€P+. 1%
una daraus mit Gl. (7, 12), wenn wir noch
%:l:'; (s Win ks, « ohe =k
setzen:
n
(7, 13) s rZﬂLkreP

Wir erhalten also die 8?{ in hinreichender Nidherung als lineare Funktionen

der €
Nun der analoge Fall im Funktionenraum: Nach (7, 11) ist in der iibli-

chen Bezeichnung

FX(x)+e*(x) = T{f(x)+e(x)} .
In Analogie zu (7, 13) miissen wir also trachten, eine Gleichung von der Form
(7, 14) =L eln)

mit £ als linearen Operator zu erhalten. Wir wollen auf eine allgemeine Un-
tersuchung dieses Problems verzichten und nur als Illustration einen auch
praktisch wichtigeren Sonderfall bringen:

Es sei

(7, 15) F*(x) = T{fa} = [F[fu)]du,

worin F [f(u)] eine beliebige stetige und differenzierbare Funktion von f(u) be-

deute. Dann haben wir 3
(7, 16) F*(x) +e*(x) =fF[f(u)+e(u)] du .
a
Entwickeln wir F[f(u)+ €(u)] nach dem Taylorschen Satz:
Flflw+e(u] = F[fu)]+F'[f(u)]e(u)+...

unter Beschrinkung auf das in g(u) lineare Glied und setzen diese Entwick-

lung in (7, 16) ein, so folgt
(7,16") £*(x)+€*(x) =fF[f(u)] du +f F'[f(u)]e(u)du+...
a a

F'[f(u)] bedeutet hierin natiirlich den gewdhnlichen Differentialquotienten i
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an der Stelle f(u). Setzen wir dafiir noch
F'[f(u)] =h(u) ,
so erhalten wir aus (7, 16') mit (7, 15)

(7,17) g (x) =fh(u)s(u)du ,

also einen Operator, von dessen Linearitdt man sich leicht iiberzeugt. Damit
ist dieser Fall auf den einer linearen Funktionaloperation, den wir schon be-
handelt haben, zuriickgefiihrt. Aus der allgemeinen Formel (7, 5) erhdlt man

sofort das Fehlerfortpflanzungsgesetz

X y
(7, 18) Q*(x,y)=f fh(u)h(v)Q(u,v)dudv :

u=a v=a
Als Beispiel setzen wir
FLFuy) =T fu)]®.

Dann wird

h(u)=F'[f(u)] = 2f(u)

und (7, 17) erhilt die Gestalt
e¥(x) = sz(u) e(u)du .
a

Fiir die Q-Funktion bekommen wir fiir dieses Beispiel nach (7, 18)

x y
Q*(x,y)=4f ff(u)F(v)Q(u,v)dudv g

us=a vs=a
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8. ABSCHNITT: Fehlerfortpflanzung beim linearen Funktional

Es sei durch
(8, 1) w=@(f(x))=(h(x),f(x))

ein lineares Funktional gegeben. (Vgl. die Definition im 5. Abschnitt und den
dortigen Satz von Riesz). w ist also eine (reelle) Zahl, die der Funktion f(x)
zugeordnet ist; h(x) ist die fiir das Funktional charakteristische Hilfsfunktion.
Ist nun f(x) mit einem wahren Fehler ¢€(x) behaftet, so hat die Zahl w den wah-

ren Fehler M (auch eine Zahl), der sich aus
wtm = $ (f(x) + e(x)) =% (Fo0) + @ (e(x))
mit (8, 1) zu

b
(8, 2) 1 =%(e(x) = (h(x),e(x)) = [ h(x) e(x) dx

berechnet.
Wir denken uns nun N Bestimmungen von w durchgefiihrt; eine belie-

bige davon habe den Index i. Dann ist

”’](i)=(h( ()(x) fh ) £ (x) d

Wenn wir daraus das mittlere F ehlerquadrat m? w von w berechnen, erhalten

i . e B 2 : < ,
f~= -N-; (l)=W~.=1 fh(x)e("(x)dxfh(y) e (y)dy =
N b b
=—:¢Z1fa yih x) h(y) e(x) " y)dxdyxj;yfah xX)hy) Zs"’(x)e"(y)dxdy,
also schliesslich
b b

(8, 3) m:,=f fh(x)h(y) mz(x,y)dxdy D

X=a y=d

Bezeichnen wir nun den Kofaktor von w mit 9w’ ist also

n‘VV
qw=_z. 2
so wird F
b b
(8, 4) qw=f fh(x)h(y)&(x,y)dxdy :

x=za y:a
(8,3) und (8, 4) stellen also die Fehlerfortpflanzungsgesetze fiir das lineare Funk-

tional (8, 1) dar.
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Abbildung auf den Hilbertraum. Betrachten wir wieder die Abbildung

auf den Hilbertraum mit den '"Abbildungsgleichungen"

fix) = % ak(fk(x)

(8,9) € (x)

%ek?k(x)
h(x)=2h ¢ (x) ,

so wird nach (5, 23)

w = )&hkak
und
(8, 6) M = )& h e,
und aus der letzten Gleichung auf die libliche Weise:
2 T 5 2
8 =
(8, 7) =k l=Z1 h b m’
oo 0
8,8 =
(8,8) 0. 51 5 hkhLle ¢

Es sei hier besonders auf die vollige Analogie etwa zwischen (8, 4) und (4, 12)
bzw. (8, 8) hingewiesen, die sich bis auf die Entsprechung von Doppelintegral und

Doppelsumme erstreckt - dhnlich wie die zwischen (7, 10) und (4, 17) bzw. (7, 9).

Anwendung. Ein wichtiges Beispiel fiir die Fehlerfortpflanzung beim linea-
ren Funktional liefert die im 3. Abschnitt durchgefiihrte Untersuchung des Ein-
flusses der Fahrfehler auf die Flidchenbestimmung mit dem Umfahrungsplanime-

ter. Der Vergleich von (3, 1) mit (8, 2) zeigt, dass hier die Hilfsfunktion
h =1

ist und dass a =0, b = U sind. Die Gleichung (3, 2) ergibt sich daher als einfa-

cher Sonderfall von (8, 3).

Damit wollen wir die Betrachtung der Fehlerfortpflanzung beim linea-
ren Funktional beschliessen; auf eine entsprechende Untersuchung fiir das
nichtlineare Funktional, das dem nichtlinearen Operator (7, 11) entspricht

und dhnlich behandelt wird, miissen wir aus Platzgriinden verzichten.
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9. ABSCHNITT: Anwendungsmaoglichkeiten der Theorie; ein Beispiel liir dic
Abbildung auf dem Hilbertraum.

Voraussetzungsgemiiss ist unsere Theorie stets dann anwendbar, wenn
mit einer Funktion oder Kurve eine Operation ((lineare) Funktionaloperation im
engeren Sinn oder Bildung eines (linearen) Funktionals) vorgenommen wird,
wenn die Funktion nicht exakt, sondern mit Fehlern behaftet in die Operation
eingeht und wenn nur diese Fehler sich auf das Ergebnis auswirken.

Besonders wichtig sind die graphisch-mechanischen Operationen. Hier
sind die verschiedenen Arten von Integriergeridten zu nennen - nicht nur die ge-
wohnlichen Integraphen und Planimeter, sondern auch etwa die Produkt-und

Stjeltjes-Integraphen und -planimeter, die Integrale von der Form

ff(x)h(x)dx bzw. ff(x)dH(x)

(h (x) und H (x) sind Hilfstunktionen) auswerten.ﬂ

Auf die graphisch-mechanische Differentiation hingegen ldasst sich un-
sere Theorie nicht anwenden, da hiebei die gegebene Kurve nicht bloss mit
einem Fahrstift befahren wird, sondern andere Vorrichtungen verwendet wer-
den-.z)

Die Abbildung auf den Hilbertraum ist fiir graphisch-mechanische Ope-
rationen in praktischer Hinsicht unbedeutend, da, wie m-an nachrechnen kann,
die der Q-Funktion (1, 7) (flir das Befahren einer Kurve) entsprechende Q-Ma-
trizen fiir die gebriiuchlichen Systeme von Orthonormalfunktionen die Eigen-
schaft haben, dass ihre Elemente le fiir zunehmende k und | nur langsam ge-
gen Null konvergieren, und sich also fiir zahlenmiissige Rechnungen schlecht
eignen. Das liegt an der besonderen Art der Funktion (1, 7), die nur fiir x =y
merklich von Null verschieden ist.

Wir haben jedoch in den theoretischen Ableitungen die Abbildung auf
den Hilbertraum deshalb mitbehandelt, weil dieser erstens einen natiirlichen,
fiir eine abgerundete Darstellung notwendigen Uebergang vom n-dimensionalen
Raum zum Funktionenraum bildet, und weil es zweitens auch ganz andere Q-

Funktionen gibt, bei denen diese Abbildung sehr wohl eine praktische Bedeu-

1)Zur Anwendung auf die heute sehr weit entwickelten allgemeinen Ditferentialgleichungsmaschinen, die soge-
nannten Anailogrechner, wiire ein Aushbau der Theorie der Fehlerfortpflanzung bei nichtlinearen Operatoren
uind ihre Erweitcerung auf nichtlineare Operatoren mit mehreren variablen Funktionen nitig - all das stosst aul
grosse mathematische Schwierigkeiten.

)Aur Orientierung tiber instrumentelle Fragen sei etwa e, A Willers, Mathematische Maschinen und Instru-
mente, Akademieverlag Berlin 1951, genannt.
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tung haben kann.

Man denke etwa an folgendes Beispiel: eine periodische Funktion ist
durch eine Anzahl von gemessenen Funktionswerten gegeben und wird durch
ein Fouriersches Polynom nach dem bekannten Ausgleichsverfahren angeni-
hert. Als Ergebnis der dabei dvrchgefiihrten Fehlerrechnung hekommt man
eine Matrix der Kofaktoren le, die die Q-Matrix fiir die Unbekannten der Aus-
gleichung darstellt und mit der Matrix (6, 6) iibereinstimmt, wenn man als Un-

bekannte die durch die Gleichung

f(x) = kZﬂakgpk(x)

-mit (,Pk(x) nach (5, 9) - definierten Koeffizienten a, wihlt: (le)nach (6, 6)

ist ja per definitionem die Q-Matrix fiir den Hilbertvektor {ak}?o j)Die a,

stehen mit den Unbekannten der iiblichen Fourier-Ausgleichung natiirlich in
einfachstem Zusammenhang (Proportionalitdt mit dem Faktor -\/1? bzw. —v21=x)
Dass die so erhaltene Matrix endlich von der Dimension n ist, bedeutet nur
den Sonderfall einer unendlichen Matrix, deren Elemente le gleich Null sind
fiir k oder | oder beide grosser als n. Unsere Theorie gilt dann, wie man
leicht sieht, auch fiir den Fall, dass man mit der durch den Nidherungsaus-
druck analytisch gegebenen Funktion eine rechnerische Funktionaloperation
durchfiihrt, sie zum Beispiel analytisch differenziert, oder mit ihr analy-
tisch ein Funktional bildet. In einem solchen Fall konnen die fiir die Fehler-
fortpflanzung im Hilbertraum massgebenden Gleichungen (7, 9) und (8, 8) auch
praktisch von Bedeutung sein, da dann, wie gesagt, das Primire nicht die Q-

Funktion, sondern die Q-Matrix ist. Wir wollen also nun ein Beispiel fiir die

Abbildung auf den Hilbertraum betrachten.

Fortpflanzung der Q-Matrix bei der Differentiation.

Es sei eine Funktion f (x) gegeben, deren Genauigkeit durch die Q-Matrix

(JL = (le) beziiglich des vollstidndigen Orthonormalsystem (5, 9) gekennzeich-
net sei. Diese Funktion werde nun differenziert; gefragt ist die Q-Matrix
()L* = (Q kl) der Ableitungskurve

FX(x) = 0 (x) =20

1) Die Grossen €, nach (6, 2) konnen ja als wahre Fehler der 3 betrachtet werden.

k
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Wir miissen hiezu den Differentiationsoperator/\9 im Orthonormalsystem
(5, 9) darstellen.

Dieses System lautet, um es zu wiederholen:
(x) = 7=
W) = e
Vs 2x
1 v
%v(x) = V-_E— SIN VX

i
“szm(x) T = COS VX

der zu f\9’gehb'rigen Matrix sind nach (5, 20) aus der Gleichung

D= ('&“?1’%)

Die Elemente Dkl

zu berechnen.

Nun ist
IR _
'\9'%1)(x) = V7 C0S VX = +vq)2v+1(x)

Es ist also
(9, 1) D.=D .=D,_=0

und (,.L,v bedeuten hier und im folgenden stets die natiirlichen Zahlen 1, 2,3, ..)

2x
DZP,,Z'U =fv(fzv+1(x) (-FZH(X) dX =0
(0]

T & ) S T

!
—_———

23
DZP,2v+1 b \Of[—’vq)lv(x)] ('FZIL(X) i fur wo* v

(9, 2) X
23 . 1
L fur w=v
D = L
2p1,2v B/‘v(‘ylv+1(x)(‘?2y+1(x)dx { N T
23
D2#+1,2v+1 =f[-vn]02v(x)]%}k”(x)dx =0
0

unter Beriicksichtigung der Orthonormalitit der <.y K Wir bekommen damit fiir
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~AY tolgende Matrix (die punktierte schrige Linie bedeutet die Hauptdiagonale):

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 i 0 ) -1 0 0 0 0 0 0
0 +1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 "0 -2 0 0 0 0
0 0 0 +2 "0 0 0 0 0
~F = TR R S T 02 . S L
RN B e ¢ 4 E e AR
AR SR R S NIRRT
o Mo Ty e e Gy 0 ke g
Die Matrix (Q*kl) ergibt sich nach (7, 9) zu
L, =
G = 51 DD, G,
Es ist also wegen (9, 1)
6.9 Q%= @, = %, - 0
und etwa
AP B IV | M il LN

2u,2v g=1 621 2u,2¢ 2v,26 28,26
D +
g=1 6=1 2u,2¢ 2'\),2(:7*102g,26+1

+
g=16:1 Zp,ZQH DZv,ZG QZQH,ZG

+
M3
M8
O

D Q
g=1 =1 2p,2¢+1 2v,26+1 " 2g0+1,26+1

Die ersten drei Summen auf der rechtén Seite sind Null (wegen(9, 2)), von der
vierten ist nur das Glied mit Q =M und 6 =<V von Null verschieden. Ahnli-
che Verhiltnisse haben wir bei den anderen Q*kl’ sodass wir schliesslich er-

halten:
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s
T L PRI
(9, 4) ;F,Zvﬂ s P'v Q2};+1 y 2V
Q:uﬂ,Zv N T QZp,Zpﬂ
:}L*1,2v¢1 = P'vQZ;,L,Zv 1

Aus diesen Formeln (Faktor ML I') ist die bekannte Tatsache ersichtlich, dass

eine Unsicherheit in der Kurvenbestimmung durch die Differentiation vergros-

sert wird.
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