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DAS NEWTONSCHE RAUMPOTENTIAL
PRISMATISCHER KORPER UND SEINE ARLEITUNGEN
BIS ZUR DRITTEN ORDNUNG.

von Karl MADER, Wien.

Zusammenfassung: Das Newtonsche Raum-Potential und seine Ableitungen bis
zur dritten Ordnung werden fir vier-und dreiseitige Prismen von endlicher
und unendlicher Ausdehnung berechnet.

Resumé: Ie potential newtonien et ses dérivées jusqu'au troisiéme ordre
inclus sont calculés pour des prismes & quatre et & trois faces d'exten-
sion finie et infinie.

Summary: The Potential Newtopniasn and its derivates including the 3.order
are computed for four-and threeflanked prismas with finit and infinit ex-
tension.

Formeln zur Berechnung drei-und vierseitiger prismatischer Kor-
per habe ich in einer Arbeit ,Berechnung von Geoidhebungen in den Alpen" )
veroffentlicht. Hiebei war noch ein Teil in nicht geschlossener Form ge-
bracht und muB8te durch numerische Integration berechnet werden. Die For-
meln habe ich auch in einer Publikation Berechnung der ,Hebung des Geoids
im Harz und in Mitteleuropa" ?) beniitzt.

In der vorliegenden Arbeit wird das Potential in geschlossener
Form dargestellt, auch fir die ersten Ableitungen werden einfachere Aus-
dricke als in der eingangs zitierten Veréffentlichung gebracht.

Zweite Ableitungen des Potentials endlich und unendlich ausge-
dehnter vierkantiger Prismen habe ich in einer anderen Arbeit ¥) verdffent-
licht, Formeln fir dreikantige Prismen findet man sbendort und in einer
weiteren Publikation. *)

Im Folgenden werden sie systematisch und vollstdndig entwickelt.

Dritte Ableitungen sind schon gelegentlich benétigt worden, um
festzustellen, ob ihre Wirkung an die der zweiten Derivierten heranreicht,

) K. Mader.Gerlunds Beitrédge zur Geophysik. Bd.41. S.156. 1934.

2) Gerl.Beitr.z.Geophys. Bd.43. S.134, 1934,

3) Die Tiefenbestimmung plattenfdrmiger horizontal liegender Einschliis-
se aus Ergebnissen von Drehwaagenmessungen. Gerl.Beitr.z.Geophys.
Bd.43. S.156. 1934,

4) Gradient und KriimmungsgréB8e des Segments eines unendlichen horizonta-
len Kreiszylinders.Gerl.Beitr.z.Geophys. Bd.48. S.417. 1936.



einmal bei Messungen mit der Drehwaage von EStvds ®) ®) dann bei anderen
geophysikalischen Untersuchungen. ’) Daher werden hier alle 10 Ableitun-
gen dritter Ordnung berechnet.

Séamtliche Formeln des Potentials und seiner drei ersten Ab-
leitungen werden in dieser Arbeit in geschlossener Form durch elementa-
re Funktionen dargestellt.

Zuerst wird das Potential eines viereckigen rechtwinkligen
Prismas von endlicher Ausdehnung berechnet und anschlieBend seine Ab-
leitungen bis zur dritten Ordnung, weiter fir ein unendlich ausgedehn-
tes Prisma. Dann folgt die analoge Berechnung fiir ein dreiseitiges Pris-
ma in einer speziellen Lage zum Koordinatensystem, entsprechend dem Ab-
hang eines Berges, bei endlicher und unendlicher Ausdehnung, schlieB-
lich sind die Formeln fiir ein dreiseitiges Prisma in einer zur vorigen
syometrischen Lage zum Koordinatensystem zusammen gestellt.

5) K. Mader. Zur Verwendung der Drehwaage von E6tvds bei nahen groBen
Massen. Sitz.Ber.der Akad.d.Wiss.in ien.Bd.133.S.127.1924.

%) K. Mader. Die Bestimmung einer Geoidhebung aus Messungen mit der Dreh-
waage von E6tvos. Geofisica pura e applicata. Milano.Vol.XIII. S.53.
1948,

7) B. Kunz. Die Bestimmung des vertikalen Schweregradienten.
Osterreichisches Ingenieur-Archiv. Bd.II.1947.

H. Haalek. Die o6rtliche Verteilung der ersten drei vertikalen Diffe-
renzialquotienten. Beitr.angew.Geophys.Bd.10. S.121. 1943,



I. DAS VIERSEITIGE RECHTWINELIGE PRISMA VON ENDLICHER AUSDEHNUNG.

1.) Das Newton'sche Potential.

Die Achsen des Koordinatensystems seien parallel den Kanten des
Prismas wie in der Figur 1 orientiert, speziell x und y horizontal, z nach
abwdrts positiv, entsprechend dem von R. v. EUTVOS gebrauchten System.

0 y
X2 Z_I
%2
x,
. y‘l y2
r4
Figur 1
Das Potential ist
X2 y2 22
(1) V = k26 dx dy __d'_z_-—
Vx2+y2+22
X1 y1 z‘l

worin § die Dichte und k? die Gravitationskonstante
k? = 66°8. 10~ cn’ g™? sec™?

bezeichnen. Statt V behandeln wir das unbestimmte Integral

d z
Vx2+y2+22

und setzen spédter die Grenzen ein., Bei der Integration treten Formen

auf, die auch fiir das Spdtere typisch sind. Sie sollen zuerst gebracht

werden.

Die zwel elementaren Formeln

. .
€)) JAii—u—lz—---u-wal‘ctaan-‘:l
u2+w? w



du
) —_—— = log (u + V u2+v2+w2)
Vo veewt

seien nur der Vollstdndigkeit halber angefiihrt.
In

P du

. = J~ (u2 +w?) V u2+v24w?
fihren wir eine neue Verédnderliche ¢ ein mittels

u ="V v24w? tan g

I/ 2 2
(5) du = LA k- d@, u®+vi+wl= (v2+w2)(1+tan2qz) - I
cos?¢g ) cos® @
damit wird
dg cos ¢
.| 2929
w2+v2 sin® @
Mittels
(s") sing = %
wird daraus
1 vt
T1 bl arctan -
und durch Rickfjihrung von t in u gemé8
‘ tan @
5" t =sing = = =
: "V 1+tan? ) V w2 +v2+w?
schlieBlich
(6) I = —du = arctan —0Y¥
) (w?+w?) Vu?+view® v w w V uz+v2ew?
Im Imntegral
P ow du
z (v+ V@ +v2+w?) 1V w?+v2+w?
multipliziert man Zdhler und Nemner mit
- v + V uzeviiw?
wodurch es sich verwandelt in
T2 = -V du + ‘du
(u?+w?) V w2 +v2ew? u? +w?



und mittels (6) in

. du 1 u v
) T, = = - = arctan ———t 4+
2 (v + Vozeview?) V u2+viiw? w w ¥V u2+v24w2
1 u
+ ¢ arctan &
In der gleichen Weise wird
- ‘ du u?
* (v + V w2+vz+w?) Vu? +V2 4w?
behandelt. Es zerfdllt nach kurzer: Umfomung in
T o du J' au du u?
2 V 112+v2+w2 (u? +w?) Vm u? +w2
was nach (4),(6) und (3) ergibt:
(8) T, = du v = - v log(u + V ﬁ2+v2+w2) +
(v + V w®+v2iw2) V usvism?

u v

w V u?+v24w?

+ w arctan +u-warctan;"—v

Die zwei letzten Terme in (8) und der letzte in (7) sind frei von v,
sie werden bei vorausgehender bestimmter Integration nach v wegfallen.
Das unbestimmte Integral (2) gibt nach x integriert

W= J dy J. dz log(x + V x2+y%+ 22)

und weiter partiell nach y :

dz
Q) W= dz log (x + V x2+y2+22) - | dy.§y? v =
v & : v vy (x +V x2+32+22) V x2+y2+ 22

= A+ B
Die zur Abkiirzung mit A und B bezeichneten Terme werden nun einzeln
behandelt. A, partiell nach z integriert, gibt:

dz 22
(x +V x2+32+22) V z2+y2+22
T

A=y 2z log(x +V x2+4y2+22 )~ 5y

und mit Hilfe von (8)

(10) A=y 2z log(x + V x2+32+2%) + x 7 log(z + V x2+4y2+2°) =

X 2

7 V x+y2ez?

- yzt arctan




Die zwei letzten Terme von (8), die hier

2 z
-3y 2+7 a:r:ct&ny

lauten, sind weggelassen worden, da sie bei der bestimmten Integra-

tion nach x von x;, bis x, einmal positiv und einmal negativ auf-

treten, sich also wegheben.
Die Anwendung von (7) auf B hinsichtlich z liefert mit Weglassung

des zweiten Terms von (7):

B-Idyyarctan X2z

vy V x%+32+2?

und nach partieller integration und geringfiigiger Umformung

X

z +x2 | —F . -
7 V x2+y2+22 V x2+y2 +22

B = %2 arctan

- szz dy _x z° dy
(y2+x2) V x24y°+2? 2 (y2+22) V x2+y°+2?

das mit (4) und (6) wird:

2
11) B = —% arctan ——X2 L+ x 2 log(y + V x2+y%+22) -
7 V x2+y2+422 , ]

- Earctan — L2 - Zarcten — 2L
x V x?+y%+2® z V x24y%+2°
Die Berechnung der natiirlichen Logarithmen wird durch Verwendung
von Tafeln der Hyperbelfunktionen erleichtert geméB
x,+ V x2+y2+2? X, X,
(12) log = = MBI ——= - Wit ———
x,+ Vx2ay2 422 Vyi+z® ' Vy2+z?

Durch Addition von (10) und (11) und Einfiihrung der Integrationsgren-
zen von (1) und Beniitzung der Schreibweise von (12) erhdlt man fiir

das Potentialyv einen in x, ¥y und z symmetrischen Ausdruck:

1 X2 Zz
=~z V=52, WGl ———+ %7 WCin ———+
2
k4§ 22 V yi+22 272 % x2+y2
. T2 x2 Y22,
+ x,2, Ur Sin - arctan ————— o
2 Vxivz: 2 x, V xiryiezs
yzz X,2, 222 X, 7.

— — arctan - (x,7,2,) -

2
3. V x2+y2+22 z, V xZ+yiez?

-(x,7,2,) + ( x,7,2,) - (,5,3,) + (x,7,2,) + ( x,57,2) - (x,7,2,)



(4)

15

Die Klammernsymbole sollen bedeuten, daB der vorausgehende expli-
zite Ausdruck mit den Jeweils in den Klammern eingeschriebenen Koor-

dinaten der Eckpunkte zu wiederholen ist.

2.) Die -ersten Ableitungen des Potentials eines endlichen

vierseitigen rechtwinkligen Prismas.

An Stelle von

X2 Y2 Za

V. =wk® | ax | gy | —82 X
x J J y‘[ (V x?+y2+422)°

X5 ¥q Z4

berechnen wir den Ausdruck mit unbestimmten Grenzen:

R e
der, nach x integriert, ergibt:
W, - J' dyJ bz
weiter nach y:
W, - J az log(y + V xiry?ez?)

und durch partielle Integration nach zs:

dz 2?
W, =z log(y + V x?4y2=2%) =
X (7 + V x2ay2+22) V x243%+2°

woraus mit (8) wird

W, = 2 log(y + V x2+y2+2%) + y log(z + V x?+3%+2%) -

X

- X arctan _-—-L.E———
x V x2+y32+2?

Daraus erhdlt man durch Einfiihrung der bestimmten Grenzen und

Benlitzung von (12)

"1 e Z, . I
— T, =3, WtGin —— + 2, WGin —— -
k% : V x2+32 z V x2+32
) .
- x,arctan —— - (X,7,2,) - (%,5,2,) + ( X,5,2,) —
x,V xZ+y2+z

- ( X1Y2zz) + (x,7,2,) + ( X5, 2,) - (x,7.2,)



Durch zyklische Vertauschung gewinnt man daraus:

1 . Z2 . X, X2,
(6e) — V, = x, A Git ———— + 2, At Gin ————= - y,arctan- -
ks 7 ’ ? Vx2+ey2 2 Vysen?2 : Y.V xi+yi+nz
- (x,5,2,) - +...und die weiteren Permutationen wie in (15),
1 o . Y2 . x2 XZR yi/
(17) — ¥V, = x, Yr Gif ~——e—— + ¥, Ur Gif ——— - z,8rcton ————— -
2§ - z V xZ+22 : V y2+22 ® 2,V x2+y2+22
- (x2y2 z1) - 200 dle sechs weiteren Permutationen.
' Bei horizontaler Lage der X ¥ - Ebene bestimmen (15) und (16) die
Lotabweichung, (16) ist die Schwerewirkung der Masse des Prismas.
//f’
.‘3.‘).7NDie zweiten Ableitungen des Potentials eines endlichen
“Vierseitigen rechtwinkligen Prismas. -
Das fir V., maBgebende unbestimmte Integral
- Gx dyds 4z dy 4z x*
W, = dx dy dz .+ 3 dx ¢ zxs
(V x24y2+22) (V x24y2+22)
gibt nach x integriert
dy dz
Wxx =~ X 3
(V x2+y2422
In den zugrunde liegenden Typus
P oo | e du
¢ ( V u24m?)®
substituiert man analog (5)
(18) © u=mtang
und erhilt
1 1 :
T, gy J dgcos P = F sin g
und durch Ricksubstitution mittels
(18") 8in @ = ~—=

V u?+m®



(19) T, = —2 .1l &
¢ (Vu2im?)® m? VYV u2m?®

Demit wird durch Integration nach z:

Wy =-x 2 dy
| (32+x2) V x2+y2+22

Berechnung dieses Integrals nach (6) und Einfithrung der bestimmten
Grenzen éibt V,x und durch zyklische Vertauschung V., und V.,

J, 2 )
L Ty = - aroten —E=t—t (x,7,5,) + (1,7,2,) - (x,7,2,) +
k2§ x, V x2+y2+2? :
+ (x1y222) - ( 111221) -« X7, 22) + ( X9 Z1)
(20) X, 2
1— vyy = - arctan-——i—z-———+ (x2y221) + cosee
k26 Y.V x2+432422 ‘
1 X, J.
A ¥ e arctan ——l 4 (X.T.2.) 4 eeee
k% 2,V x24y2+z? e

Man iberzeugt sich leicht, daB diese drei zweiten Ableitungen im
AuBenraum die Laplace'sche und im Innenraum die Poisson'sche Glei-
chung erfillen,

Zum Nachweis der Laplace’schen Gleichung bilden wir die Summe der
drei ersten Terme, die mit x, , y, , 2z, beschrieben sind und lassen
der Einfachheit halber die Indizes weg.

Mit Hilfe des Additionstheorems der arctan-Funktion

1 arctan u + arctan v = arctan %—%—E—v-

bilden wir die Summe der ersten zwei Terme

- arétan — L% - arctan x 2
x V x2+y2+2? 7 V x2+y2%+22

und erhalten hiefiir nach kurzer Umformung

- - 2 V x2+y%+2® _ _ Xy =
arctan X7 arccot

Die Summe der drei mit x, , y, » 2, beschriebenen Terme in (20)

2

ist dsher

x
-z



Jede weitere Summe von drei zusammen gehérigen Termen gleicher In-
dizes ist daher - %’— oder + g’- ; da vier Gruppen mit negativen und

vier mit positiven Vorzeichen vorliegen, ergibt sich im AuBenraum
Av = 0

Zun Beweis der Erfiillung der Poisson®schen Gleichung im Innenraum
geniigt der Nachweis fiir einen Innenpunkt, als den wir am einfach-
sten den Nittelpunkt der Masse wdhlen, in den wir als Aufpunkt den

Ursprung des Koordinatensystems verlegen, also einfiihren:
- X, = X, o - ¥ = F, 9 v-z‘l = Z,

Hier hat jede der 8 Dreiergruppen mit gleichen Indices als

3
Summe - - , daher :
AVa=-4amxxr2d

Die Funktionen (20) werden einzeln an den Randebenen der Masse un-

8
stetig mit endlicher Sprungweite. )

Die Integration der drei gemischten zweiten Ableitungen gelingt un-
mittelbar nach dem Prototyp des zu Vyy gehorenden unbestimmten In-

tegrals

BJJJhgdzxzz_J ax dz y =J' dz -
(V xPy7+22)° (V xPey?ez? )® V x2+y%+2?

= log( z + V x2+y2+22)

Mit Einsetzen der Grenzen ist daher in der Schreibweise von (12)

i . Z2
[22) E-é ny = r Sin ———x——— _22_*?22 - (X2y221) - ( X4 zz) + ( XY, Z1) -

- (x,5,2,) + ( x,5,2,) + ( x,7,2,) - ( x,7,2,)

. N

) K. Mader. Die Anwendung der Schwerkraftmessungen auf Geologie
und Bergbau in OUsterreich. Berg-u. HiittenmZnnische Monatshefte
Bd. 86. 1938. S. 72.



1 J2

3 Ve = UrGin - (x.5,2,) = «..

k2 V x2+22
(22) — Vyz = Ur Sin . (,7,2,) = eoee
k20 Vyi+z?

Diese Funktionen nehmen einzeln an bestimmten Kanten unendliche

)
Werte an.

4,) Die dritten Ableitungen des Potentials eines endlichen

vierseitigen rechtwinkligen Prismas.

Die 10 dritten Ableitungen zerfallen in drei Gruppen, je nachdem
nach einer Verdnderlichen nur einmal, oder zweimal, oder dreimal diffe-
renziert ist. Die erste Gruppe besteht aus V,,, allein. Das zugehdri-

ge unbestimmte Integral 16st sich unmittelbar, es ist

Wyyz == 15{JJ dx dy dz x 7 2z '\3 JJ =Gy .

(V xE+y2+22)’ (V x2+y2+22)°
(V x24y2+22° V x?+y2+z?
Daher ist
1 1

(23)

- (x2y221) = (sz_‘ 2‘2) + (xzy’l Z_‘) - (x1y2z2) +

e Ve = e
k2§ V x2+y2+22

+ (X1y22'1) + (x1y12'2) = (x1y1z1)

Als Typus der zweiten Gruppe diene Vxxy , oder unbestimmt

W B[JJ dx ay dz ¥y -15 dx dy dz x2 y
o (V xtryieze)y (V xiryiszt)’

das nach y integriert zu
- - dx dz +3 dx dz x2
( V X2+y2+22 )3 ( 1% X2+y2+22 b
wird, weiter nach x

= - x ___9:?____3
(V x2+y2+22)



12

schlieBlich nach (19) seine Ldsung findet, n#émlich

X 2

(x2432) V x243%42°

Damit sind Vyy Dbestim t und die weiteren finf Gebilde durch
zyklische Vertauschung

1 ) X, 2,
= YT + (x,7,2,) + (X,7,2,) - (x,7,2,) +
26 y (x22+y2"’)V—x22—+y2§:;2"'_ 2Jd2 % 271 22 251 %4

+ (x,7.2, )~ x.,5.2,) - (x1y1zz) + (2,7, z,)

1 x2 yz
—2 V xX2 = - + ee0000e
k24 (x2+22) V x§+y22+22
V. 2
l v xyy = = 2 2 - + e0000
k348 (x2+32) V x2+y2+22
(2u) 1y J2 22
"? x2z ® = eo0coee
&) x2+22) V xa+yg+z2
X, Y2
"';‘ V yyz, = = IR N NN
k2. y2+2z2) V x2+y2+2?
1 X, 2,
—;- v yzz = - > esecee
k%8 (33+23) V x}+yi+z;

Fir die drei Ableitungen der dritten Gruppe greifen wir V,,, heraus
und integrieren das entsprechende unbestimmte Integral sofort nach x:

W"""‘9JJJ dx dy dz x _ISJ-JJ dx dy dz x° _
(Vaosgiad (V xisymazty

.-[j_JHEL__ +3xﬂ¢__1____.c+p
v x"’-c-y"‘+zz)‘8 ( V x2+y2+42%)°

Der erste Term C ist mit (19) zu 16sen und fihrt nach Integration
beziliglich z auf die Type T, :

(5)  C=-3z i = - 1 arctan —=L2___
(x%+32) V x24y2+22 x x V xZ+y2+22

In die fiir D typische Form

T, = du
( V u?im)®
fihren wir wieder die Substitution 18)

u= V?ntanq;
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ein und erhalten

=1 s 1 el _2 . 1 .
Ts -sz‘dLPCOS(p 1112Jc‘icpcosqu('l sin?g) = -, (Slnq3-3-51n3<p)

und nach Riickkehr zu u
3

Ts“J' du _1( u _ 1 u
2\ VZem 3 (V @)

(26)
( VuZem)®
Damit wird
dy z " dy 2°
D=3x* J - x? =D, +D
(x2+y2)* V x2+y2+22 J (x2+y2 ) (V x24y2+22 ) ! 2
Beide Typen werden durch die Substitution y = V x?+2%2 tan¢ geldst.
Da sie im Spateren wiederholt auftreten werden, sollen sie in allge-
meiner Form behandelt werden.
Durch die Substitution
(5 ‘u=V viw® tang
verwandelt sich
T, = du
° (2 +v2)? V u? +v2aw?
in
T o a9 cos®®
6 2
(v2+w?gin® ¢ )
(5') Mit sin g= ¢
wird es

(v2+w2t2)?

m, ;J dt (1 = %2)

das durch Partialbruchzerlegung geldést wird:

W2 -~ y2 tanw1:+v2+w2 t
v 2 viw? vi+ w22

T =
¢ 2 viwd

und schlieBlich durch Riickverwandlung von t in u

u

”
e C R e



(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)
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ergibt sich

2 2
W W W
T6 = du = arctan L > +
(u?+v?)? V@@ av2 +wt 2 viy® vV @ viaw

1 u V u?+viiw?

2 v'w?  yu?+ v?

Damit wird
2 _x? 3y VxPay?ea?
D, = (zZ=X) arctan ——ZZe 4 —
2 x 22 x V x2+y2+2? x°+y

Das gleiche Verfahren 16st die zu D, gehdrige Type

du
T, = =
(u?+v2 Y2 ( V u2+v2+w?)

2 2, .2 2
1 u u® +v “+w + X 3varcta.n u w }

u
= — +
W“{ (v2+w?) V w2+view? 2 v2(u?+v?) 2 viw v V uZ+v2iw?

und liefert

D2 =~ 52{ L o TV xPuyPe2® 22 3 X% ropan X2 2}
Ol (x%+22) Vx2ey2+z® 2 x% (x%+3%) 2% z xV x2+y%+2

Durch Addition von (25), (28) und (30) erh#lt man Vyy und daraus

durch zyklische Vertauschung Vyy,y, und Vi Charakteristisch ist

das Herausfallen der Arcustangenten.

1 T2 Z2 1
2 Vixx = V——‘——————( s 2 T 21 2) - (x,7.2,) -
k26 X2+y2+22 \X2+y}  xXF+2]

“(%,5,2,) + (%,57,2,) ~ (£,7,2,) + (x,5,2,) + (x,7,2,) = (x,¥,2,)

1 X, 2,

= Vyy = a -+ L ) - (%5,2,) - «.ss
k%6 V X2+y2+22 \ X2+y; J2+z2

1 X2 J2

= Vzzz = ( i, 2 ) - (x,7,2,) - ....
k2§ V x2+y2+22 \x2+22  y2+z?

9 der 10 Ableitungen dritter Ordnung sind zu dritt in drei Gleichun-
gen verbunden, welche die Ableitungen der Laplace®schen Gleichung
nach x, beziehungsweise y und z sind. Im AuBen-und Innenraum der

Masse gilt:
Vix + Vxyy + Vi =8
vay +Vyyy +Vyzz 39'

Ve + Vye + Ve =€



Alle zehn Ableitungen werden in den Kanten des Prismas unendlich.
Doch sind auch in ihnen die Gleichungen (32) erfiillt.

IT. DAS UNENDLICH AUSGEDEENTE VIERSEITIGE
RECHTWINKLIGE PRISMA.

1.) Es soll sich in der x-Richtung von - oo bis + o erstreckenm, in
der y~-Richtung von y, bis o , in der z-Richtung von z, bis z, ;
den Querschnitt in der yz-Ebene zeigt Figur 2. Die Integration

ist zu erstrecken iber

- + 0o co F
v y
Y424 J de dyJ dz
| 5 - Y4 z,
Y122
z
Figur 2
Man findet
V= oo vx =G
1 2 - z, z,
(33) — VU, = z,1l0g(y3+27) - z,log(y2+22) + 2 y, (arctan= - arctan=.)
K6 T4 pE
yi+z2 v, . )
L v, = 3 log— 22 + 2 g,arctan = - 2 z,arctan — —Z/& £,/
k2 yi+z z, ' z,

Die zweitem Ableitungen sind

xy

1 v N y$+z§
- T, =
k2§ yi+z?

(34) 1 z, z,
— Vy =2 (arctan — - arcten — )
k29 b2 .
1 y1 A
— V,, =2 (arctan — - arctan — )
k2§ z, z,

Vy: nimmt auf den Kanten y, = 0, z, =Ound y, = 0, 2z, = O
unendliche Werte an, V,yz ist an der vertikslen Begrenzungsebene

unstetig mit der endlichen Sprungweite - 4zt k28 , V,, ist analog



(35)

20,)

lings der horizontalen begrenzenden Ebenen unstetig. Diese Unste-
tigkeiten von Vy, und Vy, am Rande einer plattenférmigen Einla-
gerung in der Erdkruste werden an der Erdoberfldche durch eine Ex~
tremstélle von Vy, , beziehungsweise zwei nahe benachbarte Extre-
me von Vy, entgegengesetzten Vorzeichens durch die Drehwaage von
E6tvos sichtbar gemacht. %)

Im AuBenraum ist
Vyy + Vo, =0
im Innenraum - 4 ; k?0. -
Von den dritten Ableitungen verschwinden sechs:
nyz = vxxry = Ve = Vxyy = Vezz = Vox = &

die Ubrigen vier:

1 1 1
—_— V., =27, ( -—)
k2§ 7 U oyiez? yiez?

2 V4

1 2 1
— v 2 ( - )
P yi+z? yiez?

2 2.

1 2 1
— v a=2 ( - )
PO yi+zi Ji+zl
1 1 1
Y Viyz ==2 Ya( o T s
k2§ yi+zs  Ji+e,

erfiillen ersichtlich die Ableitungen der Laplace'schen (leichungen
i d
—_ = —_— AV =
7 AV =0, 32 A Q
An den Kanten y, = 0, 2, = O und y, = O, 2, = O werden die vier
Ableitungen (35) unendlich.
Das in der X-Richtung von - oo bis + oo ausgedehnte Prisma sei

in der Y-Richtung von endlicher Ausdehnung und erstrecke sich von

¥, bis 7. , der Querschnitt ist in der Figur 3 dargestellt.

%) E, Mader.Berg-u. Hiittenm. Monatshefte.Bd.86.S.,72.1938.
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Wenn unter F (y,) eine der Formeln (33), (34) und (35) ver-
standen wird, damnn ist die entsprechende bei endlicher y-Ausdeh-

nung gegeben durch

o y
Y% Y224
F (3'1) - F (y)
Y2, Y22,
z
Figur 3

ITI. DAS DREISEITIGE PRISMA VON ENDLICHER
AUSDEHNUNG.

1.) Das Potential.

o y Die Figur 4 zeigt den Querschnitt des behan-

% ~~ Y124 delten Prismas und seine Lage zum Koordinaten-
system. Die x-Richtung, in der sich das Prisma

iz YaZz von x, bis x, erstreckt, ist senkrecht zur Bild-

Figur 4 ebene vorzustellen. Eine Seite des Prismas ist

parallel der x y-Ebene, eine zweite parallel der x z-Ebene, so daB
ein Kantenwinkel ein rechter ist.

Die Gleichung der schiefen Begrenzungsebene ist
(36) z=2,+ay
wo a = tan
der Steigungswi?kel (% < 90 ) ist.
In den Kanten der schiefen Ebene bestehen die Beziehungen
37) Z, = 2, +ay, uwd 2, = 2, +ay,

Das Potential ist

X2 Y2 Z2
_l V = ax | day 4z ____
k23 V x24+y2+2°
Xy 2 2ot ay

Integration nach x gibt .
Y2 22

J dyJ dz log(x,+ V x2+y%+2%) - (x,)

Y1 Zotay
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worin das abkiirzende Symbol (x,) die Wiederholung des vorausgehen-—
den Ausdrucks, aber geschrieben mit x, statt x. bedeutet.

Partielle Integration nach z fihrt zu
Y2

1 v 2, | dy log(x,+ V xf+y2+2f) - (x,) -
k2§
A Ya
(38) - J dy (2,+ay) log(x2+ 14 x22+:72+(zo+a7)2) + {x,) —
Y2 Yo 22

dz z°
(x,+ V x2+3%+22) V x24y°%+2°

Y1 zg+ay

- | day + (x,) =1+ II + III

wobei die drei Integrale im Folgenden durch die rdmischen Ziffern
bezeichnet sein sollen.
Der Typus von I ist im Integral A der Formel (9) schon behandelt

worden, man erhdlt analog (lo) direkt:

I =7J,2,log(x,+V x2+y2+32) + X,2,l08(y,+ V xf+yi+z}) —

(39) - (E T 2,) = (X F222) + (2,7,2,) -
-zz(arctan———&-———(xy ) - (x,7,) + (x,¥ ))
2 zz@ﬂ 2J1 1J2 1J1

II wird partiell integriert:

(z, + a7, ) i )
II= - ——om——— 1oe(xz+V x2472+(2,+ 87, )2) + (x,7,) + (x,3,) -
Y2
1
- (X1 T4 )+ g—aJ

Y4

dy (z,+ay) v + a(z,+ay)

x,+ V x2+3%+(z,+a y)? V x2+7%+(z,+ay)
-(x,) = A+ B
Im ersten Teil ist nach (37)

Zy, + &Yy = Z, 2, +ay, = 2, .

daher
2

z2 k
(#0) A= - e log(x,+ V x2+yf+22) + (2,7.2.) + (X,7,2,) - (x,7,2,)

Multiplikation von Z&hler und Nemner in B mit

= %+ V xfay*+(z,+ay)

gibt
Y2 2 Y2 N
X, dy (z,+ay) [y+a(z,+2ay))] 9 [ay(z,+ay)y+a(z,+2a )]
B=-23 2 2] 1/ * e 2 - (=)
[y2+(zo+ay)] V x2+y2+(z,+a y)? 28 ¥+ (zo+ay)

Y1 ¥4



Das zweite Integral ist von x unabhdngig, es hebt sich mit
einem genau gleichen, das von der unteren Grenze x, herrihrt,
kann also weggelassen werden.

Durch Addition und Subtraktion von y2 im Zihler wird das

allein verbleibende erste Integral zu

Y2
x, J’ ay [ y(1+a2) +z,] x, ]‘2 dy y* [y+a(z,+a )]
[

B = - Py +
a V x2+324(z,+a y)? 2a
Y4 v
- (z,) = B, + B,

72+(z,+a 7)2) V x2+y2+(z,+a y)?

In B, liegen die zwei auch spidter oft auftretenden Typen
Yo

T &
° Vy2(1+a2)+2 a y z,+22+%2
Ya

Y2

T, = 3y
° V y2(1+a2)+2 a2 3 2,+23+x2
Y4

vor. Durch Einfihrung von

a 2z, X, 2,
(41) =1 —— =t =t
1+a2 1+a° 1+a?
verwandelt sich Tg in
__A dan - il log Mo+ V nZ+82482
y V1+a2 —Vn2+§2+§2 V 1+a? M.+ V nz+g2eg2
Durch Riickkehr auf die urspringlichen Verdnderlichen und unter
Verwendung von (37) wird schlieBlich
y
? dy 1 T, +a Z,+ Viaz V X2+y2+a?
%+2) T, = = , = log = =
V x2+ 7°+(z,+2 7) V 1+a2 v.+a z,+ V1+a2 V xfay2+s?
Y4 -
) Y, +8 2, . y.+a 2z,
- — (?Ir@m - W Gin —
V 14a2 Vx2(1+a®)+22 V x2(1+d®)+2z2
Diese Substitution (41) 18st auch T, :
a - =) VAEEE4EE a ,
R n (0 - A8 VRS o log(n+ NHE22)
V 1+a2 14 112+€2+L”2 V 1+a2 (Vavaz ¥
und nach Riickverwandlung von (41)
Y2
vy ¥ 1 7
CO N - Vxivyieai-
¢ . Vx§+y2+(zo+a y)z W+a2 2 2 2
Y4

az
- —(——V_:‘—_f_—?_)a 1og(y2+a z,+ V1+az, V x22,+y22+zz2) - (x,7,2,)
+a v



Damit wird

x
(44) B, = - 22 V x2+y2+22 + (X,7,2,) + (x,5,2,) - (X,5,2,)

In B, wird der Nenner in den Zzahler dividiert, wodurch es in vier

Teile zerfdllt:
Yo Y2

B. = x z dy + X2 J dy J
2" 72 (1+a? ) 14 x2+y 24(z,+a T)? 2a V x2+y2+(z,+a 3)?
y

1

dy -
2 (1+a® )j [y2+(z,+a ) V xZ+y2+(z5+a 3)°
Y1 Y2 .

X, 25 (1-a? )J dy 3
[

2 a-(1+a%) v2+(zo+a 7)1 V x2+y2+(zo+a y)
Y1

Die zwei ersten Integrale liegen unter (42) und (43) schon berech-
net vor, die zwei letzten werden wieder mit der Substitution (41)

geldst. Man findet fir das dritte Integral: 1
y2 - 2

Y4

dy _ 1 dq
T.,o = - 2 2
j [5’2+(z0+a y)z] Vx22+y2+(zo+a 72 (Vi+g )3J (T]2+7;2)V1]2+§ ,'g

das schon als T, in der Formel (6) vorliegt und daher ist

1 1,5
T 1 arctan — 222 - (n+)
10 (_V 1+a )3 Et E‘l/.q22+&2+t2
schlieBlich riickverwandelt mit (41), ist
1 %, (y2+ a zz)
(45) T, = ——— arctan ——r—————-— - (X,7, 21)
X2 2 2,V X2+y2+22
Der vierte Teil von B, wird mittels (41) zu
Y2
P iy 3y [ dnq
11
[y2+(zo+a 7)1V x2+32+(z,+2 y)2 v ,,+a2 Pl (+ER) VnaEHE?
Y1 .
a 2z, an

T (Ve ) (Ve

Der zweite Teil hievon ist als T,, beziehungsweise T, schon be-

kannt,der erste aber stellt einen neuen Typus dar. Mittels
M =VE*+(2 tang
wird das Integral

d¢psing

= '/é2+t2 J- _—w Sinzm
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Man substituiert

cos g= ¢
und erhilt
r, - —VETEE [
&2_._ «Cz_é)z t2
das durch
_ft .
zu
1+s
S IO - R BN
£ ) 1-s? 2¢ 1-s

wird. Nach Riickfiihrung der Substitutionen ist

=J ann oL 1og St VERTEE
(D VaEERg: 26 - B Ve

(46) T

E+VEZT e V 1+a? tog X2t V xi+yi+as

1
= = — log og
S VnEege e V' yi+zd

Daher wird das vierte Integral von B, schlieB8lich

Y2
v
(47) T, = LT =
" [y2+(z,+a v V x2+3%+(z,+a y)°
¥4
1 (x,+ V x2+32+22) V y2+22
x,(1+a%) (x,+ V xZ+y2422) V y2+z?
X, (¥, +a 2,)
P - S (arctan _2__.3—..2___. - (y1z1 ))
x, (1+a?) z,V x2+yi+a?

Zusammen gezogen wird B, zu

x, V x2+yi+ez? X, 2

270

B =

- log (y,+a z,+ V 1+a® VxZ+y2+z2) +
z 2 a (1+a%) (V 1+a2)° S R 2 2772 72
zZ2 (1-a?) z2 x, (y,+a 2,)
(48) b o—_— log(x,+V x2+y2+22) + — 2  arctan ——————
2 a (1+a2)? 2 (1+a2)? 2,V x2+yi+z}

= (x2y1 Z1) -( x.,y2z2) + (x1y1z1)

Damit ist II von (38)berechnet, das sich aus (40), (44) und (48)
zusammensetzt,
Zur Berechnung des Integrals III von (38) multipliziert man ZZhler

und Nenner des Integranden mit

- X+ V x2+y2+2°
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und erhdlt
Yo Z2 Y2 Z2
2 2
IIT = x, | dy dz 2 - |ay | 22 - (x)
(y2+22) V x2+y2+2° y2+2?
Y4 zgkay 2 zo+ay

Das zweite Integral hievon hebt sich gegen das entsprechende in
dem mit x, geschriebenen Teil weg.

Nach kurzer Umformung bleibt

Y2 Z2 Y2 Z2

dz 2 dz
(49) IIT = x dy ——— - X dy v
‘ Vx2+y2ez? ° (72+22) V x 2+y2+2®

¥4 Z v ay Ya z5-ay

= III, + III,

-(x1 ) =

Beide Terme gestatten direkte Integration nach z gemif (4) und (6).

Es ist
Y2

III, = x dy log(z,+ V x2+y2+22) -
(49&) Ya 1 2 J‘ y g 2 2

¥4
-x, J dy log(zo+a y + V x22+y2+ (zo+a ¥)?) - (x,) =C + D

¥4
Partielle Integration verwandelt C in

Y2
- 2
C = x,3,log{z,+V x24y2+22)=x dy 5 -(x,)
292 2 2 2 2 2 (z2+ V x§+y2+z§-).|/x22+y2+222 1
Yq

Der zweite Teil von C ist als Type T, in Formel (8) berechnet. Da-

mit wird

C = x,7,l08(z,+ V xZ+yZ+z?) +x,2,log(y,+ V x2+y2+z7) -
T2 %2

%,V x2+y2+22

(50) -xZarctan - (2,7, 2,) - (,7,2,) +(x,¥,2,)

¥ v
+ x2arctan iz—(xzm ) - (=,7) +(x7,) - (x,x%,)(F:-7.)

Die gleiche Methode der Integratio per partes liefert auf D ange-
wendet die zwei Terme D, und D, . Unter Beriicksichtigung von (37)

ist
(51) D, = ~X,¥,108(2+ V x2+32+22) + (X,57,2:) + (X,¥,2.) - (x,7,3,)

Weiter ist .
Y2

ay v y+a (z0+ ay)
D, = x, a

: +
zo+a y +V x4y 2+(z +a y)° V x2+3%+(z,+a y)°

¥4



(52)

(53)

(54)

(55)
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Nach Multiplikation des Z&hlers und Nemners mit

—(z,+a §) + V x2+y2+(z,+a §)°

und einigen Zusammenziehungen bleibt
. Y2 Yo

dy y*
D, = =X,z 4y + X —
V x2+7%+(z,+a y)° x2+y?

¥4

- (x)=E+F+G

Y2

Ya,
dy (zo+a y)
+x;°
(x2+32) V x2+3%+(2,+a ¥)°

¥a

E liegt als Typus T, in Formel (42) berechnet vor, F in Formel (3),

daher sind die zwei ersten Integrale
X, z

E+F = - —-—:-_ log(y,+a z,+ V 1+a® V xZ+y2+z2) + (x,7,2,) +
1+&

’ J> R
+ (4,7:2,) - ( £,3,2,) - xfarctan — + (7)) +(x%) -

- (x,7,) + (x=x:)(Fo=¥:)

i)as dritte Integral G von (52) bedarf einer besonderen Behandlung,
die ich schon bei einer friheren Gelegenheit ausfiihrlich entwickelt
habe. °) Eine erweiterte Form von G wird bei den dritten Ableitungen
auftreten, daher soll die Methode der Berechnung von G hier kurz dar-

gestellt werden. In den zwei Integralen

G, = . A und G, = Ay 3
R,V R R, VR

sollen R und R, die quadratischen Formen
ReAy? +2By+C und R, = A'y%+2B'y + C’

bedeuten. R und R, sollen verschiedene Wurzeln haben, R, konju-

giert komplexe. Durch eine simultane Transformation
u=qay+p v=y 3y + §
sollen R und R, in

R, = u’+v®> und R =g u’+ h v°

®)Gerl. Beitr.z.Geophys.Bd.41.1934.5.70-73.



(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(e1)
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verwandelt werden, worin g und h zu bestimmende Konstante sind.
Sei s eine Unbestimmte, daon wird der Ausdruck

SR, -R=y2(s & ~4) +2y (s B -B) +s ¢’'=C

nach den Gleichungen (55)

<

fiir s = g in gR, - R = (g - h) v*
und
fiir s = h in hR, = R = (h - g) uv?

[+

also in reine Quadrate umgewandelt.
Mit den Abkiirzungen

A/C’'-B?=D A'C+AC -2BB'=E AC-B" =D
nimmt die Diskriminante der quadratischen Form (56) die Gestalt

D's? «Es + D

an. Wenn eine Form zweiten Grades ein reines Quadrat ist, dann
verschwindet ihre Diskriminante. Dieses Verschwinden muf nach
(57) fir s =g und s = h eintreten, oder g und h sind die

Wurzeln der Gleichung

Ds2-Es+D=0

also
E +V E?-4 DD’ E - V E?—4 DD’
83—, h=—’
2 2D

Wenn die zwei Wurzeln w, und w, von R, konjugiert komplex sind,

188t sich zeigen, daB g und h reell sind, daB also
E? = 4 DD'>0

ist. Man bildet R (w,) R (w,). Beide Faktoren miissen von O ver-
schj.eden sein. Ware ndmlich R (w1) = 0, dann miiBte auch, weil w,
und w, konjugiert sind, auch R (w,) = O sein; dann wire aber
R, = R, Das Integral G, wdre vom Typus (19) und G, lieBe un-

mittelbare elementare Integration zu. Es sei also

R(w,) R(w,)#0
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vorausgesetzt. In dem Produkt
(62) R(w,) R(w,) = (4w7 + 2 w,B +C) (4w, + 2 w,B + C) =
=8 (w,w,) + 2 AB (w, +w,) w,wy+ AC (w2 + w2)+
+ 4 B*w,w, + 2 BC (w,+w,) + C°

ersetzen wir die symmetrischen Grundfunktionen der Wurzeln w, und
w, durch die EKoeffizienten von R,

r

2 B o
w, +W2=———,— W, W, = -
A A

r

4 B2 2¢
2 1

A= A

2
w:o4wi = (W +W,) = 2 W,W,=

Nach kurzer Umformung und Multiplikation mit dem Nenner A% wird (62)
A? R (w,) R (w,) = E°= 4 DD’
Wenn wir das Produkt in den reellen und imagindren Teil spalten
A R (w) =p-;iq AR (w,) =p=-1a
so ist deren Produkt
E* - 4 DD - p*+ &

wesentlich positiv, also ist (61) erfiillt.
Dann sind g und h nach (60) reelle Konstante. u und v ergeben sich
nach (57) und damit die Koeffizienten o, f, 3,6 in (54).
Doch sind in (57) noch die Vorzeichen zu bestimmen, die dort
nicht angesetzt waren. '
7N und 11' sollen Vorzeichen +1 oder -1 bedeuten, sie sind zu
bestimmen in (57):

g8 R,- R - hR, -R 14

Tl'\T — -‘qu
g-nh h-g

57"

Hiemit und mit (55) und (54) wird
(63) R,= A'y22 Bya’ = (y=n'e®) y2 2.y Y8 -nef ) +76 %

und weiter

(e3') D' = A'C’- B”® = -7 (xb-fy)?



26

D’ ist aber nach (58) die negative Diskriminante von R, .
Da R, na~h Voraussetzung nur komplexe Wurzeln hat, ist seine
Diskriminante negativ, daher ist der Ausdruck (63') durchaus
positiv und folglich

-nn': +1 oder 17 = -7

Welches hievon das Positive ist, wird durch A entschieden,

denn nach (63) ist
A" o= P+ x?)
Je nachdem A’ positiv oder negativ ist, hat man
1=+ oder 1 = -1

Damit sind die Vorzeichen in (57') bestimmt.

Es 148t sich in
D" = (xd-fy)°
immer so einrichten, daB Vo positiv ist, also
+ VD = ab-fp oder + VD = fy-of
Es sei \
£ VD' = OLS—BY
dann gewinnt man aus (54)
wv-yu=ab-f7 =VD

du'-3v - (a§-fy) 7 = VT

oder
- bu-Pv
(64) PR ) A AL A
Vo’ v Vp*

Zur Ausfihrung der Integrationen G, und G, benétigt man noch

oy oy + B b =By Wdz
d(v) d(?y*‘ﬁ)-(‘yy*'G)Zdy- V2

oder

“a(3)

dy =
I[D'
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und
dy 1 a(E) 1
R,V R VD"]+%; V g uz + h v2

Zur Homogenisierung ersetzen wir in G, den Zdhler 1 durch die erste
Gleichung von (64), ebenso y in G, durch die zweite Gleichung (64),

wodurch die zwei Integrale nach Division mit v werden:
u u u u
¢ _'.J_Jd(v) “ ¥yt 1 Jd(v) 6y -#
.=

D’ G = =7 u? 2
1+ 32 I/g%2+h

T u? > 4 ’
T+ 52 v g %’2 +h D
Durch die Substitution

a (7
u u v
7 = tan ¢ oder ¢ = arctan 3 und dcp=1——+-—u)—2—

v2

gehen schlieBlich die zwei Integrale iiber in eine Summe der ele-
mentaren Typen:

sin® 4 @ J cos? 4@
und -
V g sin®g+h cos’g V g sin®p+ h cos’g

Unter der Voraussetzung, daR g — h > O, fiihrt die erste mittels

der Substitution cos ¢ = T auf

art
J Vg - (g-h)T?

also auf einen Arcussinus, den man besser in einen Arcustangens

transformiert gemaB

arcsin w = arctan
1=-w

Die zweite Type wird mit sing = t zu

J at
Vh + (g-h) ¢*

also zu einem Logarithmus oder Areasinus.
Das Vorausgehende wenden wir auf
dy (zo+ a y)
G =x} =
(72+x2) V- 32(1+4a2) + 2 a y z,+22+x2
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aus (52) an. Mit

A=1+a%? B=az , C=22+x2, A =1, B =0,C
wird nach (58)

D' =x?, E=x2(2+2a?), D=(1+a%) x+ 32

und hiemit nach (60)

22 a’x2+ z2
g =1+ a% + , h=1, g=-h-=
x; x3
Weiter wird (57) zu
Y 2, - a X2 a?x2 + z?
2
= v
x2 x2
2,2 2
) a’x2+ z »
(ay+2,) = ——— 1
x?
Damit sind schlieBlich
x,(a 5 + 20) z_ + ax?
2 o =Y Zg ° 2
U= —— V 5 —————
V a?x2+22 V azx2+22

und darin die Koeffizienten o« , f, 7, 6 von (54) bestimmt.

Das

Vorzeichen in v ist hier so festgelegt, daB VD' mit positiven

Vorzeichen erscheint, denn es ist
V]? = @6 - B Y = KXo
Mit (64, (65) und (66) wird

' de ’cénq: V a?x2+22
G = x2 - (x,)

V [(1+a2 )x22+z§] tan®g +x3

das mit cosg= T sich verwandelt in
ZJ a1V a?x2+z?
G = - X5

V (1+a®) x2+22~-(a2x2+22) T2

und direkt ergibt

G = - xZarcsin

Aus -

N u, x,(a Ta+3,)
ancp2 = v;- = —-————-—2
=2 Zpt+ 8 X3

-—‘(V——,]:;z"'T—g:Z—E cosg + (x,9,) + (x,9,) - (x,9,)
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folgt
1 ~Y,Z,+ @& X7
cosp,_ = =
Pa -V Astan?e, V atxZ+zlV yiex?
weiter
F2Zo= 2 X3 &
G = x2arcsin C= (7))

Vgzex2 V (M+a2)x2+z2

Mit Beriicksichtigung von (37) und mittels Ersatzes des arcsin
durch den entsprechenden arctan nach (67) gelangt man zum End-
resultat
2
JoZo~ 2 X
G = X2 arctan —mm———— = (X,7,2,) - (X,7,2,) + (%.7,2.)

x, ¥ xl+yi+z;
Die Addition dieser Formel (70) zu (50), (51) und (53) ergibt den
Term III, von (49).
In ITI, von (49)

Yo Z2 .
az
III, = - x, | 47 J° + (x,)
2 ZJ J (y%2+22) V x2+y2%+2® !
Yq Zgtay

fihren wir mittels (6) die Integration nach (z) aus:

Y2 y2

X, 2, x,(z, +a y)
1II, = - | 4y y arctan ————————o+ | 4y y arctan —= =
vV xZ+y2+22 vV x2+y2+(z,+ay)

¥4 Y,

‘+ (%)= H + J

Durch Integratio per partes zerspaltet sich H in einen fertig
integrierten Term H, und in ein Integral H, .

Es ist
2

Y2 X2,
H, = -« > arctan

——t (X,7,2,) + (X,7,2,) = (%.7,22)
Yo V xj4yi+z?

Das Integral H, zerfdllt nach geringer Umformung in drei Inte-

grale der einfachen Typen (4) und (6):

Yo Y2

3
= iy - X Za dy
He = = %22, V xiroiias 2 oy Voarrorae:
x2+y?+z2 (y%+x2) x2+y2+27
y Y2 Y4
3
. X,2, [ d'y + (x1)
S (y2+22) V xF+y%+2Z

Y1
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und ist schlieBlich

2
" Log( v X2 " J222
= =X,2,108(F,+ V x2+y2+22) + arctan ————————+
T TR TR T % V gemiee
23 X, T,
(73) +(X,7,2,) + (x,7,2,) - (X,7:2,) + = |arctan —————— -
R 2,V x2+y2+2]

- (X2y1) = (x1y2) + (X1Y1 ))

Die partielle Integration des Integrals J in (71) ergibt einen
fertigen Term J, und ein Integral J, , das in mehrere schon be-
rechnete Normaltypen zerfdllt.

Unter Beachtung von (37) ist

2

Y2 X222
(74) J, = — arctan ———————e  ~ (X,7,2,) - (%,7,2,) + ( X,7,2,)
2 v. V xZ+y2ez?

Mit den in den Formeln (42), (43), (45), (47) und (68), bezie-

hungsweise (70) eingefiihrten abkiirzenden Bezeichnungsweisen T,

Tg 9y Tvo s T+« und G fir die betreffenden Normaltypen wird
X,2, (2+a?) 2 X, X, 28 a x,28

A, J
z 2 (1+a2) ¢

/l
— Ty~ ——— Tu -G
2 (1+a?) 1+a 2

oder explizit angeschrieben

X,2
s it 108 (yea 5, + Ve V)
+&
a 2.2 (1-8%) zl X (y2+2 22)
: + ————  log (x,+V xZ+yz+z?) - ————arctan Vo
(75) (1+a2 )2 T2 (ea? ) 2,V xF+y;+2f
a x22 > = = Xf:’ J22o — & x22
+ V x2+y2+22- — arctan —-——e——————rn -
2 (1+2%) 2 %, V xf+yfez]

- (X3, 2,0 = (X,¥222) + (X(F1240)

Die Zusammenziehung von (72), (73), (74) und (75) liefert den
Teil III, von (49). Damit ist die Integration des Potentials V
des dreikantigen Prismas beendet. Wenn man die Teilergebnisse
(39), (40), (44), (48), (50), (51), (53), (70), (72), (73),
(74), und (75) zusemmenfafkt, erhdlt man fir das Potential V

den geschlossenen Ausdruck:
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Y, 2, log(x,+ V xZ+yZ+22) - 3, 2,208(x,+ V xF+yi+zf) +

V xZiviiz? V xZ+y2+z2
Jo+V Xy+¥2+22 2otV X 442,

X,%,108 — - X,7,108 —— +
o+ V xZ4v2ezd 2 +V XZ4yi+z]
2 2 2 2
22 X+ V x2+yi+z? 2] VomrgE
— log = g log(x,+ V x7+y7+22) +
2a (1+a?) Xo+ V' x2+y2+2!
22 Lol E ) X, Zo N Yo +a 2, +V 1422V xZ+y2+22
og(x,+ VxZ+yZ+22) - og -
2 VA+az Fi+a 2, +V 14a2VxZ4yival
z.2 X2 Y2 Xo Y4
o (qrctnn —_——— = arctan
- .V %2 2vy2+z? 2,V x2+y2+2?
x2 Vs 22 122
> arctan - arctan +
.V x2eyiez? X,V x2+y2+22/
¥i X222 X224
- (arctan - arctan —————— |+
7V wiryrezt 7.V xieyieat
zZg X, (242 2,) x,(3:+2 2,)
arctan -~ arctan +
2 (M+a?) z,V x2+y2+2? 2oV x2+y2+22
2 2
xZ J22o-2 X5 T1Zo~8 Xz
= |arctan - arctan — | - (x,)
x, V x2+y2+z? X,V x2+77+2

Das Symbol -(x,) bedeutet, wie schon gesagt, daB von der ge-

samten, vorausgehenden und mit x, geschriebenen Form eine glei-

che, aber in x, geschriebene, abzuziehen ist.

Bezliglich des Ersatzes der natiirlichen Logarithmen durch

AREA SINUS

sei auf (12 und (42) verwiesen.
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2.) Die ersten Ableitungen des Potentlals eines

endlichen dreiseitigen Prismas.

Yo 2y X2
1 dx x
—— YV, = - | dy | dz
S J J [ (V xtay+e®)
Y1 Zgtay Xq
gibt nach x integriert
Y2 Z2
ay | —22_— - (x,)
V x2+y2+2?
y1 Zgt ay
und weiter nach z
V2 Y2

J dy log(z,+V x2+y2%+22) - I dy log(z,+a y +V xZ+y2+(zo+a 7 2) =(x4)

Yq ¥q
Dieser Ausdruck ist von der gleichen Form wie (49a) des vorigen

Abschnittes. Daher ist

4 z,+V x2+y2+22 T+ V XZ+yZ+2}
— Vi = - 7,108 + 2,108 -
e, 2oV xiryieet v,+V xgevieg
2010 Yota z,+ V 1+a2 V x2+y2+2?
@7 V142 V.2 z,+ V 1+a2 V x2+y2 122
Y22, J1 22 .
—xz(arctan —_ - arctan ———— )
X, V X7+y7+23 X, V x2+33+2f
J22,— 2 X22 J12o= & X22 \
+x2<arctan _ = arctan ——————— 1+ (x,)
x, V x2+y2+z? %, V x2+y2+22 )

Bei der Berechnung von Vy sind die Beziehungen (36) und (37):

o 22~ 2o 24~ %o
T =Y TE— =92 —= =T

(78)

zu beachten.

X 2z, z;zo
oy, - |ax |az | 2T |
k20 - (V x2+y2+22)

X1 24 Y4
gibt nach y integriert

X2 -22

. 1 1
= | d&x | dz -
J J (Vx2+z2+(z—220)2 V x2+y2+22

Xq Zq
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und nach x

25 2z,
79) = J dz log(x2+ Vx§+zz+(—-zgz°)2) - J dz log(x,+VxZ+yi+z?) -
24 Zq

-(x)= I + 1II

Partielle Integration verwandelt I in einen Term A und ein

Integral B. Unter Beachtung von (78) ist
(80) A = z,l08(x,+ V x2472+22) =z,log(x,+ V x2+y2+22) - (x,)

Das Integral B besteht aus zwei Teilen
Z z -
*dz 2 [z+g'%2 ? dz z [‘z+ zazo]
Be=w| ————— + x,

22 +( z-zo)z [zz+(z;zo)2]-'/ x22+22+ z—zo)z

+ (X1)

21 a z4q a

Der erste Teil ist von x, unabh@ngig und hebt sich gegen einen
gleichartigen mit entgegengesetztem Zeichen weg.
In das zweite Integral filhren wir ein

Z, a x, a 2z

§= o t=

1+a? 1+a2 1+a2

(1) u=2z -

wodurch es in drei Summanden C + D + E zerfdllt, die &hnlich
T, (42), T (46) und T., (45) gebaut sind, Es sind unter Riick-

bildung von (81)
Y, 48 z,+V 1482V x2+y2+22

(82) a x, du (x) a X, 1
82 C = ——rv - (x = [o]:2
Vi+e? J Vur+E2+82 K V1+a2 5, 48 2, +V 1+22Vx2+y2+25
- (x1)
a X,7Z, du u
(83) D= -(x,) =
(V1422 | (w2+5)V v +E2+E° !
Z, X,+ V x2+y2+z?
= - log + (x,)
1+a8® X+ V x2+y2+22
a®x,z, du ‘
- - . -~ + (x,) =
(V+a2 P°J (u+¢%) V u?+£202
a z, x,(7,+2 2,) :
= arctan = . (£,5:2,) = (X7 z,) + (x,7, 2, )}
1+a? z, V x2+y2+z?

Damit ist das Integral I von (79) ausgewertet.
Der Teil IT von (79) gibt partiell integriert einen fertig inte=-

grierten Texrm F und ein Integral G, Es ist
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(853} F = - z,log(x,+ V x2+y2+22) + (%,7,2,) + (x,7,2,) - (x,7,2,)

Das Tntegral
Z2
dz z2
G = - (X1)

(%,+ V x2+y2+22) V xZ+y2+2®

Z1
ist als Type T, in (8) berechnet, daher ist

X,2,

(86) G = =x,1lo08(z,+ V xZ+yZ+z}) +y,arctan
7.V x34yi+a}

+

+ (X,2,) + (X.2,) - (X—,Z.,)

Die Addition von (80), (82), (83%), (84), (85) und (86) gibt

» X,+ V x2+y2+2 z,+V x2+y2+22
— Vy = z,l0g ——————~X,108 +
2 2, w2402 24g2402
k26 X+ V x2+y2+27 z,+ YV x2+y2+z’
ax Vo+a z,+ Vva2 VxZayiezl 2o XotV x2+y2+22
87) + - 2 log > =~ }08 s +
V 1+4a2 o +a 2.+ V1422 V x2+32+2z2 1+48°  x,+V xf+y2+2!
S X,3z, X,2,
+ y1(arctan.————*~———-—— - arctan | -
Y.V xp4yi+23 7. ) X, ¥75+2,
a z, %, (F.+2 z,) x,(y,+2 2,)
- arctan ———e—— " ~ arctan _ o B (=)
1+a? 2, V xZ+y2+s? z, V x2+y2+23

Durch aufeinander folgende Integrationen nach z und x wird

X2 Yz 2y
1 dz z
PR PO )
k28 z J J ¢ x2+y2+22)3
Xq ¥Ya Zgtay
zu
X2 Y2

ax | ay ( 1 _ 1 >=
T\ VxFayiez2 V x2+y2+(z,+a 3))

Yo Xq ¥4
= de log(x,+ V x2+y2+22)- J dy log(x2+ V x2+y%+(z, +a y)") -

Yq

-(x,)= I + II

Diese zwel Integrale werden wie im Vorigen durch partielle In-
tegration geldst.

Es ist

worin

(88) H = y,log(x,+V xZ+y2+22) = (X.¥,2.) = (X,7,2,) + (X,5,32,)
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und
R Yo
dy y*
= - — + (x,)
(x,+ V x2+y%+22) W
¥q
das nach (8) berechnet wird als
X,¥
(89) J = x,log(y,+V xZ+y2+z?) -z,arctan ——-——i-z—z——;———; -
z, V xi+y7+z]

-(sz) - (XJz) + (X.,',Y.,)

Dzmit ist I berechnet.
IT zerfdllt durch Integratio per partes in die zwei Teile
K und L.

Sie sind
(90) K = - 3, log(x,+ V x2472+22) + (x,57,) + (x,7,) - (x,7,)

und
Y2
L ay v [ y+alz,+a 7))
[x,+ V x2+y2+(z,+a 37 V) V xZ4y2+(z,+a 3)°
¥

- (X1)

Durch Einfiihrung der Substitution (41) wird

= - _an dnn CEYE dq +
- : JVHT&,ZT? *5E J (M2+C?) Vn2rg 22 5% J(n2+§2)VTT2+§2+¢2
+ (x4)

Diese drei Integrale sind unter (42), (46) und (45) berechnet.
Mit Ricksicht auf (37), das die Grenzen von y und z auf der
schrigen Fliche des Prismas verbindet, wird

X2

L= - el Llog(y,+a z,+ V 1+a® V xZ+32+22)
a zZ, z, x, (7,48 2,)
(91) - — log(x,+ V x2+y2+z2) + — arctan —————-
1+a” 1+2° 2,V xZ4yiez?

+(X,7,2,) + (X,722,) - (x,57,2,)

Die Summe von (88), (89), (90) und (91) gibt
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2 2 2
X+ V x2+y2+2

/ 2 2472

N X2 +y2 +Z2
B / 2 2 2
Fit V Xy +Y 42,

+ X,lo08

A vV, = -y,log ————————
k26 x,+ V x2+y2+22
X, N To+a 2+ V Aea? V xZayi+z? a gz, logx2+|/ X2+y2+22
- og — W — Rl
V1+a? v, +a z,+ V 1+a2 V x2+y2+z? 1+a° %o+ V x 24y} 42}
Xzyz xzy'n
—zz(arctan ———— - arctan ) +
z, V xf+yZ+n? zo V xj+y3+z?
o %, (3242 2,) x,(7.+a z,)
- —_— (arctan - arctan -——————-—-—) + (x,)
1+a® 2, V x2+y2+22 2, V x2+y2+22
3.) Die zweiten Ableitungen des Potentials eines
endlichen dreiseitigen Prismas.
In Z-2.0 Z=Z0
oz E Z2 &
1 Ay x ¥ dy ¥
— Vo =3 | d&x | 42 | ———em = ~ | &z x
k28 (V x23y52+2?) (V x2+y°+2%)
. Zp % Z4 Y1 23 24 Y1
dz dz
o J T | T <07
Xy+2 +{T) 3 - X, +Y;+2Z

Z4

verwandelt sich I mit Hilfe der Substitutionen (81) in die

Type (82)
a du a V 1+a?l/
I & e— = log(y, +a z,+V 1+a?/ x2+y2+22) -
V’I+a2J V w2+ 82482 V1122 2 2 R AE O

-(X,5,2,) = (x,7,2,) + (x,7,2,)

und II ist ein Logarithmus, sodaB man erhilt
¥, +a z2+V 1+a2l/ xZ+yZ+z2

z,+ V x2+y2+z2 a
(92) —I—lz— Vyy = = log 2 Lz, log +
k%6 z.+ V x2+y2+422 V1422 g, +a z,+V 1+ad x2+y2+22

+ (x;)

Ebenso berechnet sich
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X2 Y2 23 Y2 22

d
a2 V, =3 | ax | ay .__‘}.z_x__?__s,,- ay z 2 +
') (V x2+y2+22) (Vx2+y2+22)°
x%z yi  ZFohay z, . Y,  Zytay
+(x,) = j y -J 2 2 (x.)
Vx2yiez? V x2+y2+(z,+a ¥)

24 21
Das erste Integral ist ein Logarithmus, das zweite ist die Type
T, (42), daher ist
(037 AL v o reg BV _a ) mes sV TRVERTRE
') .+ V x2+y2+22  V1+8® ¥, +a z,+V 142V x2+y2+2?

- (x1)

X2 y2 22 X2 Y2

1 4z z vy
- V., = -tz J2z .- |ax
k6 ? J = J = J (V x%+y%+22)° J .[ (Vx2+y2+22)° *

X4 Y Zgvay Xq 2

. y2 N
+ J de 4 3 , = I +1II
(V x2+y2+(2z, + ay)z)

X4 Y4

integriert man I zuerst nach y und erhilt
X2 dx x2+ l/ X22+y2+22

2 2

I = J. ————— (Y1) = lOg 5 2

V z2+y2+2? X+ V xX2+yi+zl

- (x,)

X4

II gibt nach x integriert zufolge T, (19)

Y2
dy ¥

[y2+(z,+a 7)1 V x2432+(z,+a y)°
1

II:IZ
y

das bereits als T (47) bekannte Resultat, daher ist

V x2iv2+z2 V xZ+32+z2
X+ ¥V XSy, 42, 1 Xo+ V X +T 42,

A

(94) Vy: = log ~ —— log
K 7 X+ V xZeyiea;  +a® x+ V xZeyieal
X x,(y,+a 2,) x (y,+a 2z, )
- 2 <arctan 2 2 2 - arctan 2 - }—(XJ
1+a’® 2,V X2+32+22 z, V x2+y2+2?

Durch Integration nach x und z wird

X2 ¥z z X2 Y2 z2
1 dz dz x?

2 ¥y, ==-]ax ]| a +3 | ax | ay —z
P J [ yme)a J J (Vxtsy®ead®
x1 ¥q 2gray Xq y¢ = Zotay

Yo z2 Y2

dz dy

= =X —_— — 4+ (x,) = =X, 2 +
’ J v J (Vzisyiedd® ? ZJ (x2+y2)V x2+y%+2;
¥q zgtay Ya ¥4
. J dy (zo+a y) + (x)
2 o 1
(x2+y2) V xZ+3°+(z,+a ¥)

Ya
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Der erste Teil ist durch T, (6), der zweite durch G (68) und
(70) schon berechnet, man hat daher

1 Y,2, T122
(95) — 7V, = - arctan ———————+ arctan +
k20 x, V x2+y7+27 x, V x2+y2+22
X,2,-a X7 ¥.2, - a x?2
+ arctan —————— - arctan + (x;)
X, I x22+y22+222 X2 v x22+y12+z12
Integration in der Reihel}%olge ¥y und x wird angewendet auf
X2 Zp =L X2 z, %o
4 a a d.y y2
1wy e- |ax e | =25 | ax || e -
k2§ ] (Vv x2+y2+z2 » ( = +y2+zz )
X i y X4 2q Yq
= = | dx s+ T dx | ——=
x%+z24 ( ZTE0y (V x®+y2+2®)®
e A A Y
2 z-2 2

4z == 4z
= e - - - +
e J [zz+(—2;z°)2] V x22+z2+('___Z;z‘>)2+ %2 ¥ J (yR+22 )V x2452 422
Zq

24
+(x,)= I +1II

Die Substitution (81) verwandelt I in

S L
1+a? @+ V02 +E2+ 2 13z | (055D 14 ué+E2+t2

+ (x,)

deren Losungen schon in (83) und (84) vorliegen.

II ist durch T. (6) bekannt. Also ist
1 a X+ ! x'zz"'yzz"‘zzz X,2,
— Vyy = log + arctan

2
k26 1+a® X+ V x2+y2+2? 7.V xi+yi+z;

2

X221

a
-arctan ——Fe———+
(96) 7.V xieyiezz 142

- arctan

2. 02,2 ]/—2_2__
2,V X4y, +2; 2,V Xa+Y4 "'212

x,(7.+a 2,) x,(7,+a 2,)
( arctan ) -

- (x1)

SchlieBlich erh&lt man durch Integration nach z und x:

X2 Y2 22 Y2 2

1 v i 4 dz 3 ax ay dz z

k% - (V x%+y2+2?P (V 2 +y%+22)®
X1 y1  Zotay X4 Ya 2048y

X2 Y2 X2 Y2

) de dy j &J ay (zo+a )
= - Z, st =
J (V 22+y%+22)° (V 2243%+(2,42 )Y

X Y4 Xq Y4
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Yo Yo
dy dy (z,+2 y)
= =X, % + X - 4
2me (y2+22)V x2+y2+22 z 72+(z,+2 ¥ PIV xZ+y2s(z,+a y)°
g 2 2 +Y J
1 1
+ (x,)

Der erste Teil wird durch (6) geldst, der zweite durch (45) und
(47), womit folgt
a x2+l/ X 2+yl+nr

1
97) oy V= - Py log -
¥26 1+a X+ V xZ+yZ+z2
X2J2 X7
-(arctan ————————— - arctan --————-) +
z,V xf+yi+a? 2,V xf+yiezl

1 X, (y,+a z,) x,(y, +a 2,)

+ — (ar tan ~——e——————~ arctan -————-———) + (x)
1+a? z,V xZeyZez? 2, V xX2+y2+32

Die Laplace’sche Gleichung.

Zum Beweis, dsB die Formeln im AuBenraum die Laplace'sche Gleichung

AV:VXX +Vyy +V,, =%

erfiillen, brauchen wir nur in den vorausgehenden Ausdricken (95),
(96) und (97) die Arcustangenten mittels ihres Additionstheorems
utv
1% uv

(98) arctan u ¥ arctan v = arctan

zusammen zu 2iehen, da die logarithmischen Terme sich wegheben.

Es ist
1 Y22, Y122
e AV = - arctan + arctan ———————— ~
k2§ x, V x2+y2+22 x, V x2+y2+2?
X527, X274 .
- arctan + arctan = +
z, V x7+y2+22 2, V x2+y3+2]
x222 x2z1
+ arctan - arctan — +
YV xi+yi+z? 7.V xz+yiez]
x,(3,+a 2,) x,(3,+2 2,)
+ arctan - arctan

—_—— 4
zo V X2+y2+22 2o V X2+y2+22
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N - 2
Vo Zo=a X5 J1 2o~ a X
+ arcbtan ———oo———o—u - arctan — * (x,)
x, V x2+y2+2? x, V x2+yZ+a!

Der erste und dritte Term ergeben nach (98) zusammen
Y. V xi+yi+z?

X2 2;

- arctan

welcher Ausdruck mit der siebenten Arcustangente verbunden un-

ter Beniitzung von
20 =2, =8y,

die Summe

2
T22Z,= & X,

x V x}+yivzl

- arctan

liefert, die sich mit der neunten Arcustangente aufbebt. Die
Addition der 2., 4., 5., 8. und 10. Terme fihrt durch sukzes-

sive Anwendung von (98) auf

5, V x2+y2+z? X X, 2,
- arctan —————— = - 5 + arctan ——m———————
X224 ¥,V x2+yi+z?

Wird dieser Ausdruck mit dem 6, Term zusammengefiigt, so bleibt
- -g’- . Wenn wir den zweiten mit x, beschriebenen Teil auf die-
selbe Weise zusammenziehen, resultiert + -‘g’- s so daB also im
AuBenraum die Laplace'sche Gleichung erfillt ist.

Durch eine &hnliche Uberlegung 14Bt sich zeigen, daB die For-
meln beziiglich eines ganz im Innern des Prismas gelegenen Punk-

tes der Poisson'schen Gleichung
AV = - 43x%)

geniigen.
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4,) Die dritten Ableitungen des Potentials eines

endlichen dreiseitigen Prismas.

In
X2 Y2 z2 a Y2 Zp a
1 Z Xy 2 zZ 3y 3z
Vz =-15 | ax | 4y | ———e— = 3 | 4y | e -
T J J J (Vx2+y2+22Y (V'xz+y2+22 F
X4 Vi zgray ¥4 zgray
Y2 Y2
q; 4
-(x1)--J Yy °+J it — +(x,) = I+ 1II
(VxZ+y2ez2)® (V x2+7%+ (2, +a ¥)9)

¥a ¥1

ist das erste Integral ummittelbar:

1

I s —
V xPsvyligt
X +Y2 42,

- (®%7) - &7) + &7

Das zweite wird mit der Substitution (41) verwandelt:

T 1 anm a z, dn
(VW?J ( VP+E2+5%)° (Vsa? )EJ (VnP+£24¢2)°
1 1 2z, 1

- - 1
(VAwa2y VERmag® (V) 87487 Vemenr e

wobei der zweite Teil nach (19) beréchnet ist. Durch Riickfiihrung
von (41) wird

09" 711=-_1_ 1 -1 \-
1482\ V xZay2+22  V xZ+ylaz? )
_ 2 % 1 t Yo+ 2 2, _ y1+az1\+(x1)
148 x2(1+a® ) +22 V x2+y2+22 V x2+y2+22 |

Zusammengefalt ist .

(200) L v, -2 _1 o1 ,a
k%§ 1+a® VxZ+y2+22  VxZ+y2+z? 1487 V x2+y2+2?

a z, 1 ( Y.+ a z, ¥+ a z, ) )
1+a®  x7(1+a%) + 22 V x2+y2+22 V xZ+y2+22 '

Die folgende dritte Ableitung wird zuerst nach y integriert:
b Z-2o0 Xo s z-.

L v 3 J dx a ) vy 151 dx | 4 ) vy x
£26 xxy (1/_x2+"y2+z? 5 T (VxPeyez?)
X4 1

Y1 4 7 Y1
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X2 2 X2 z2
ax dz dz x?
- +
) (l/x2+z2+(—-—z_20)2) x2+22 + z Z°))
Xq z4 2 a *q Z a
X2 Zy

dz dz x
v lax| ———————- 3| ax | == T+ 1I
(V x24y2+22)° (V x2+y2+22)
Z %

Xq X

Xz Zo

Das Paar I ergibt beziliglich x integriert und hierauf mittels der

Substitutionen (81) in die Normaltype (19) iliberfiihrt

Z

(101) d dz =) a’x, du

101 I =-x +(x = - +
J (Y var o (ZZop) VAsa2)®| (Vasere?
24
ax Y2+ & Z,

+(x,) = - : v (X,5,2,) + (£,7,2,) -

x2(1+a?)+22  V x2+y2+2? ;

- (x.3,2.)

Die Berechnung von II erfolgt unmittelbar

2
d dz X, Z,
II=3%| ————— -(x,) = - (x,7,2,) -
(VZeyen?) xpyt  Voxpyiee
Zq )

- (x1y1 zz) + (X1y1 2, )

Daher ist
1 b 2, z,
(102) L ¥y = ( - -
K% xf+yd \Vixaglen?  Vxfeyiez?
ax, Y.+ & Zp ¥, + az,
- - )- (x,)
x2(1+a? Y422l V 22432422V xZayiez?

In gleicher Weise geht die folgende Rechnung mit Hilfe der Sub-

stitutionen (41) vor sich
z2

X2 y2 23 Y2
1 v dz z . dz x°z
— =3 dx dy | ——m—m——————- 15| d&x | dy | ——————— =
k26 XXZ <-| r——'—x2+y2+zz)s ( I/ x2+y2+z2)7
X1 y1 Zotay ¥4 Y1 zo+ay

Xo ¥s X2 Yo

ay dy x2
- ax —-———-____.34. 3 dx .——..__.__——5+
(V x2+y2+2d) v (V x2+y2+22)
X V1 N % -

u X

+ dx - 3 -dx 5=
(V x?+y2+(z,+a y7)° J J (V x2+52+(z,+2 7))

X4 Y4 Xq Yq
Y2 Y2 .
= =X, —_—— 4+ x +Hx,) =TI +
(V x2+y2422)° v x2+y 2+ (2, +a y)2)3 !

¥4

X, Y2

I =~
xf+zf  V xP+y2+z?

+ (X,¥.22) + (X.7,2.) - (x,7,2,).




43

X2 J an X, T2t @ 2,
1

1= =
Va2y | (Vmpeg2eg2y x2(1+a2)+22 V x2+y’+z?

- (x2y1'z1) - (x1y222) + (x1y1z1)

Damit wird
X P2 T
(103) L Ve = ( S }
') x2+2f \V x24y2+22  V x24y2422

X, Y.+8 2, Y.+ a 2,
( ) + (x,)

x2(1+a? )+22\V xZ+y2+22  V x24y2+22

In der Berechnung der folgenden Ableitung begegnet uns die neue

Type
Z2
o J dz z =)
i3 = - \X,
Z=Z 12\ 3
2 (l/xz"’+z2+(._a..z.o)>

Mit der Substitution (81) wird sie transformiert in

a® du u a® z, du
- + A - +(x,)
(Vea? )® | (Va4 g2 482)° (VAasaZ ) (V @+e24r)
daher ist nach' Riickkehr zu den urspriinglichen Verdnderlichen
a? az T2+ a 2z,
(104) T, = = = 1 + 22 1 -
1422  V xZ+y2+zZ  1+a° xF(1+a2)+z2 V xZ+yZ+z?
- (%,7,2,) = (2,722,) + (£.7:2.)
In
X2 Zz z=20 X2 2, 2-20
—v = 15 J o | =T
— Vyxy =3 | &x | d2 | —————e— =~ | dz | ——————— =
PR (V x*+y2+2?) (VxPsyez?)
Xq z Y1 X4 24 ¥4
= z-Zo
2 %Q dy 2 3 dy y2 ( )
= - dz —_—— 4 3 az — (X =
f LC V' xi+yi+z®’ . BTl '
29 2q ¥,
22 - z2
d z __zazo J' az - . . o
= - + 5 ———ee—— - (X = +
(Vx§+z2+(?:£o)2)3 Y (VxZyZesd)® !
a z4q

ist I mittels (104) und (101) zu lésen, II durch (19), daher ist

¥ z z
(105) l,‘ v xyy = - ( . - - }
k2§ x2432\ V x2+y3+22  V x2+y2+22
a 1 1 ) afz, 1 ( Y.t & 3,
+ — - + — e
142\ V xlfeylez? V xZayi+ez?] 148 xi(1+a% )42 V xZ+yZ+al

Y, +a 2,

V x2+v2472
Xy +Jq 424

) - ()
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Die Berechnung einer neuen Type verlangt.auch

X Yo s X2 Y2 Z2 2
1 dz x 5| ax | ay dz x 2z
vl = dx 4 —_—_— -1 ———re
= V=3 V| Ty Varayiazey
X4 Y1 zotay X1 Y1 Zotay

. Y2 22 Y2 22

“-dJ—_EL—+de dz 2° —(x)
T V) (Vamgey J Vxigat)®

y‘l - Zo+ay Yq Zg+ay
y
2 dy ? dy (z,+a )
T - Z, it 3 = I + II
(V x2+y2+22)° (V x2+y2+(z,+a 7))
Y1 ¥q
Darin ist nach (19)
z 7.
I 2 2 + (x,7,2,) + (x,7,2,) - (x,7,2,)

N

und II wird geldst durch (99), beziehungsweise (99') und die
neue Type

Y2

dy
T, = J s ~ (x,)
(V x2+y23(z,+a 7Y)

Y4

Mittels der Substitutionen (41) wird

0 . 1 an .
YTV aeay | (Vameeey

das nach (19) und Rickverwandlung gem&8 (41) wird

1 F.+a 2z,
(106) Ty = - (x2y1 21) - (X17222) + (x1y1 z1)

2 2 2 2 2 2
x2(1+a?) +22 V xZ+yi+z’

womit folgt

1y 2, Y. v, \ a 1
') xz+a? | Vo xieyzesz  Vxieyiem] A+at\Vxiyies;

1 Zs 1 F.ta 2, T, +a 2,

RN S p— -
V x22+y,2+z12) 1+a? x2(1+82 )+22 ( V x2+32+22 V xZ+y2+22

) + (x,)

Léngere Behandlung erfordert die n&@chste drit¥e Ableitung

X2 Yo 2p Yo Z2
1y J dz z dz y’z
L =3 | ax | @y | —————= 15 | dx | 4y | ———————=
s (V x2+y2+22)" (V x2+y242%
X4 4 zgt+ay X1 ¥1 Zotay
X y X
2dx 2 dy , X2 o Yo dy 72
= - — ——
(V x?+y2ez? (Vx2+yiezl )
Xq Y4 X1 Y4
+ rdx [ il 3 xzdx [ S
) ) (V x2+y24(z,+a 7)° J (V x2+57%+(z, +2 7)°)°
1 1 Xq Y1

=1 + II



(107)

(108)

(109)
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Das Paar I berechnet sich einfach als
X2

dx
X4
und nach (19)
P X, P X,

I= - + (x,)

+
2 2 2 2 2 2
Fa+2; V x2+y2+22 v+ 22 -V x2+y7+z]

Auf das Paar II wendet man die Substitutionen (41) an und trennt

darin den Teil der Form

an s dnq® -1
- e —— - =
(V 124x)° (V% +k) (V n2+k)®
ab und behandelt das Ubrigbleibende fiir sich

1 dn J J anm?® ]
Tt Jlag| — -3 | 4% | ———r—
(I/ 1+a? )5 { J J (VW&I (l/.qz.,.EZﬂ;z 6

at dx an 62t de J ann
= . __ann
C ey J J Vamggy | (V] ] (7ameey

-_.zizi.‘[de‘_ﬂ___ = A+B+C+D
(Vawry (Vasegeeoy
Die zwei ersten unter A zusammengefaBten Integrale ergeben nach
Integration hinsichtlich n und Riicksubstitution (41) und kurzer
Zusammenfassmg
Yo+a Z, ¢ dx
" (e ¢ J (V 2Payiezi)

- (Y1 z1)

X4

und weiter nach ( 19)

X, [ 1 - J248 3, 1 ¥, t8 24 ()
- - 1
(142 Y\ y3+27 V xf+yi+zd  yisvzd V xieyiezd

Anwendung von (19) auf das dritte Integral gibt mit Riickverwand-
lung von (41)

X2

& (y,+a 2,) dx ( ;
B (1+a%)? (x2+ 25 ) V x2+y2+22 T
J Traz 2%
1

Mittels der Substitution

x = V yi+2f tan o



(110)

(111)

(112)

(113)

(114)
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und kurzer Umformung mit Zuhilfenahme von (37) wird

a’ (y.+a 2,) dq cos
B2 J Foo8% - Ghze)

2

1+a (72+a 2,)?sin®g+2{

und schlieBlich

a? J.+a 2, X,
B = arctan -
(1422 )z, 2, V' xZ+yi+a}

- (X2Y1 z,) - (X1Y2zz) + (X131241)

Das vierte Integral C ergibt nach 11 integriert

X2
2 a z, dx ( )
= - - + (¥4 2
(22 Y| (Veagzendy
X4
und nach (19)
2 a z, 1 X
C=- \"' (%2912, ) + (X,7.22) -

(42 ) yi+zi  V xlaylez?
- (=7 21)

Das letzte Integral D gehSrt dem schon berechneten Typus T,
(26) an, dem man hier eine andere Form gibt, die fiir spitere
Rechnung geeigneter ist, namlich |

o J du 2 u 1 u
= ———— — +
° ( Vu24m)® 3 m? u’ +m 3m (Vu2+m)?

Damit wird nach kurzer Rechnung mittels (41)

x %2
2 a’z¢ J’z dx (y.+a z,) a?zf J ax (y,+8 z,)
= 2 3 2222]/_'5_2_5- 243 2. %5 Z 2. 5 28
(1+a®) S (x +arly) V xP4yizs (1+a )X1 (x +m2)( Vx2+y2+22)
=E+ F

E und F sind zwei neue Integrale. Mit der Substitution (109) und
singp =t
wird E zu
at (1-t2)
[( Vo+a 2z, ¥ t2+z(ﬂ 2

2 a’z?
E= -

2

1ta (7. +a zz) J

Dies wird geldst durch das elementare Integral



(115)

2= arctan + P
(p*+¢*%*)° 2 p ¢ P 2 g p*+¢’%

2 Jdt (1-%2)  ¢*-p? gt p2+g® T
p%a

Damit und nach Riickfiilhrung der Substitutionen (114) und (109)

wird
a® (7. +a 2, )2' z¢ t Yo+ & 2, X2
Es = —- arctan -
(116 1+a2 2, (y,+a 2,)° Zo V xZ+yi+2s

a? x,V x2+y2+22

- +(X,7,2,) + (%,7.2,) = (X,7,2,)
Y. +2a2z, x7(1+a?)+z?

Mittels der Substitutionen (109) und (114) wird

a?z?2 (y:+a 2,) dt (1-t2)
== 2,2 2 TN 342,
(1+4a%)° (y2+22) (72+ a 2,)°t"+2¢
und weiter wegen
at (1=t2) _y a®+b’ bt )
(117) Ty = —_— e ¢ arctan — wird
a2+b? 42 b*  a v’ a
a®z, 28 Y2+a 2, X,
(118) Feoe—— 14+ ,| arctan T
(1+a2)? (y2+22) (F.+ 2 z,) 2, X475 +2;5 -
a?z? 1 X,

- (x2y1 21) - (X1Y2Z2) +

+
(1+a2)? (yzz"'z'zz )(T.+a 2, ) } x22+y22+z22
+ (x171 2, )

In der Zusammenfassung von (107), (108), (110), (111), (116)

und (118) heben sich die Arcustangensterme weg und es bleibt

1 Va2 X2 A X,
Y Vye = = V x2+v 2122 t V wli? 422 *
k*$ Y22 "’2‘22 x2?+y2 +25 Y1 +22 L2 +¥1 42,
y2 X» y: X,
(119) + = - = Ve ver i
(y5+2:)(F.+a 2,) V x22+y22 +2; (y‘l +22)(3,+a 21) X;+71 +24
a’x, ( V x2+y2+22 V x2+y2+22 ) =)
- - + 1
x5 (1+82 ) + 22 Y242 2, ¥ +a 2,

Ganz &hnlich der vorausgehenden 3. Ableitung berechnet man

Z=2 X Z=Z
1 T ay ? zzd T dy y 2°
v, - ax | a2z | ~——————— - 15| ax | dz
e S (Vxiyiar ) (Vg
X4 b ¥4 X4 Z1 Y1
x2 Z2 X2 22

--deJ dz_ 23+3,[de ed:z:_%zs*
(e (5E) L (et (55Y)

X1 a
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X2 Z2 X2 22

dz dz z°
+ ax ———— 4 3 dx - = I+ 1
(V x2+32+22) (V x24+32+2%)
Xq z4 X4 z4

Das zweite Paar wird umnittelbar
X;
2 & (z,)
Il = 2 —_—— (2
: (V x2ey2+zd’® !

Xq
und nach (19)
' Zy X, Z, 1

(120) II = — et - (x4)
yi+22 V x2eyiez?  yiez? V x2+y2+22

Aus I wird durch Anwendung der Substitutionen (81)

X
2
a3

du
- ——— dx P ———
(V 1+a2 SJ J v u2+gz+§2)3

Xq

I =

3 a° i du u? 6 abz, de‘ du u
* (V1+a® )SJ J (V w?+¢2+82)° ¥ (V1422 )J (V w2 +£2:22°

3 abz? du a° du
a® ~du

=A +B + C + D + E + F

Die zwei letzten Integrale E und F, die sich nur durch das Vor-
zeichen unterscheiden, sind hinzugefiigt, um die Integration von
B leichter durchzufiihren. A + E geben zusammen nach u? integriert
und nach Riickbildung der Substitutionen (81):

x

a(y.+a 22) Jz dx

A+E=- 2 v Z2 2
(1+a?) (x2%+ ,n_gé)l/ x2+y7+z2

+ (712,)

X4

Dieses Integral hat im vorigen Abschnitt unter B (110) seine Lo-

sung gefunden, daher ist
a y,+a 2, X,

(121) A+E=s-—  arctan + (x,¥,2,) +
. (1+a?)z, 2, V xZ+y2+22 2

+ (X,722,) = (x1Y1 z1)

Zusammen beziliglich u integriert, berechmet man

X2
a

5 J‘ dx u
(V1s2 )® (VE2+ uZ+r2P

Xq

F+Ba -
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und mittels Ricksubstitution nach (81) und (37)

X2
a®(y,+a z,) az
F+B=- 2 2 -+ (7,2,)
(1+a?) (V x2+y2+22)
Xq
was mit (19) auf
a® Yo+a 2z, X,

(122) F+Ba=

+ (x5,3,2,) + (£,7,2,) -

2
(1+a2) yi+zl V x2+y2e2?

- (x1»y1 Z,)
Die Integration von C gibt mit (81) und (37)
X
28%z | ax o2 )
B - + y Z
(1+a%)? (V xPay2ezz) T
X4
und weiter
2 a2z, 1 X,
(123) C=- + (1271 z1) + (XJzzz) - (x1y1z1)

(1+a)° yi+zZ V xP+yi+z}

Das Integral D wird mittels (112) und Rickverwandlung gemé&8
(81) und (37) zu

X2

2 az? dx
D s ——— (y,+a 2,) +
243 22 .2
(1+a®) X1 (x2+ —,]+;2) V x2+yi+a?
a zoz R dx

F.2,)

+ —— (7242 32,) J- =
233 2z
(1+a ) X4 (X2+ 1722) (l/ x2+y22'+z§)3

und ist gleich der durch -a dividierten Formel (113) von Vyy: ,
die in (116) und (118) geldst worden ist.

Die Zusammenfassung von (120), (121), (123) und der durch
-a dividierten Formeln (116) und (118) gibt

4 z, X, Z, X
=5 v T V siieiia: | vP+z2  V xiigiesd
) T2+ 2 X2+y2+22 7242 X2+72 +21
2
a z? X, a 2z, X2

(;‘24) - 2 2 + 2 2 |/ 2,2 2 *
F2+23) (3,42 2,) V xZ +yF+2z] (77 +2, )(7.+a 24) X, +Y7 +24

a x, V x2+52+22 V x24y2+2? (x.)
- - (x,

+
x7(1+a2)+22 Y. +a 2, v, +a 2z,
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Die Arcustangensterme haben sich wieder weggehoben.

Vxx bringt wieder Neves. Es ist

Y2 22 X2 Y2 72 X

1 dx x ax x*

—_— T = a; a _— - 15 q; dz —e

(125) Y ox = 9 J J 2 (m)s J 24 ( VXT*'Y?"?-Y
Y1 ayvzg X1 Y1 ay+zg Xq

nach x integriert wird es

Y2 Zy Y2 Zp
dz . dz (=)
.= = | 4a —_— 3% Ay | —e————— + (X
yJ (V x2+y%+2%) ’ (V xZ+y2+z2 ) !
¥Ya ay+zg Ya aytzg

Die Integration nach z erfolgt im ersten Integral nach (17), im.

zweiten nach (112), daher ist
Y2 y2

1 - dy ‘ dy (ay +Z°) .

— =z - 2 +

Y M ?| (x2ey?) V xleyies? (x2+37%)V x2+7%+(ay+2)
Y-

¥q 1

Y2
ay ay (ay + z,)
(126) + 2x72, ~ - 2z}
(x3+y2)°V 2Z+y°+2]
Y1 ¥Yq
Y2

Y2 dy dy (ay +z,)
+ xfz, ~ - x? = = +
(x2+32)(V x2+y2+22) (x2+7%) (V x2+7%+(ay+2o ))

¥4 ¥4

Y2

(x2+32)*V xZ+y*+(ay+z, )*

+(x,) =TI +ITI+IIT+1IV+Va+VI

I liegt unter (6), II als Integral (68) unter (70) bereits be-

rechnet vor:

y.2
(127) I=-21 arctan ———r o 4 (x,5,2,) + (x,5,2.) - (x,7,2,)
X, x, V XJ4y5+27
1 Y. 2,- ax/ )
(128) II = — arctan ——— e (2,7, 2,) = (X.F22,) + (X7, 2,)
X, - x, V x2+y2+z?
III ist genau der Typus T, (27):
Caox? 3.2 v, VErgEar
(129)  III = ? arctan — o e 4 2 P2
. X; 27 x, V x2+y7+22 22 xi+ 37

- (X2y1 Zz) - ( x1Y222) + (213’1 zz)

Vor IV und VI, die Erweiterungen von II sind und eine beson-

dere Behandlung verlangen, mdge das leicht zu berechnende Inte-

gral V erledigt werden.



51

Mit

7=V x?+z? tan ¢

geht es iliber in

v-x,‘?zz J dgpcos®y

2 -
xF+22 xZ+zlsin’ @

und mit

sing =%
wird es

X2z, at (1 - £2)
v =

2 2 2 242
Xi42,; Xi+ 2.6

und ist als T4 (117) bereits bekannt, somit wird V nach Riick-
fihrung der zwei Substitutionen in den urspringlichen recht-
winkligen Koordinaten geschrieben:

xZ Y2 X, Y222
(130) V= + — arctan +
(xF+22)2, V x2432+22 z2 x, V X2+y2+22

+ (Z27122) + (X,7.2,) = (2,7, 22)

In IV verwandelt man mit Hilfe der Substitutionen (54) und
(69) den Ausdruck unter der Wurzel in

g u® + h v?

und die Form (x2+y2)° in (w®+ v2)> Damit wird

u 2
(131) .2 J vzd(v)u V a?x2+2?2 (= yu+ av) - @)
x, (u%+v?)® V [x2(1+a%)+22] v?+ xXv°

Dieses Integral unterscheidet sich von dem Typus G , der
mittels der Formeln (54) bis (70) berechnet wurde, dadurch, daB
u®+ v? im Nenmer im Quadrat vorkommt. Um dies zu homogenisieren,

ist im ZZhler der Ausdruck (64)

-yu +ov -ju +av
1 =

Vv B

X2
im Quadrat hinzugefiigt. Mit Einfiihrung von

Y
(66) %=tancp : dcpzd(v)
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wird

IV =

2 d psin ¢ (zFsin®g+a’xicos® ¢)
x, V a®x2+z2

Vx2(1+a?) +22] sin®@+x2cos?
2 0 ¢ P

4 a z, dp cos gsin®g (x.)
- - (x
Va?x2+al VIx2(1+a?)+z¢] sin®g+xfcos?g !
Im ersten Integral substituieren wir
cos g= T
im zweiten
sing= ¢t
und erhalten
2 A at[zé+ (a2x2- z2)7?)
IV = - -
x, V a’xl+z? VIx2(1+a?)+z2)=-(a*xf+2z2)1”

4a z, at t°
- + (x,)
V a’x2+z? V x2+(a®x2+22) t°
also einfache Integrale der elementaren Typen
av 1 B
——— = — aresin — T
Varpe B w
att’? 2
(132) S 7/?2-[3—'&55 + =_ arecsin —‘3 T
17062-[32‘52 282 2p o

at t° t 2 ——
— e o e 2 2.2 - »
W T «?+B%t 23310g<[31:+l/oc+[3t)

Hiemit und nach Riickkehr zu den urspriinglichen Ver@nderlichen

mittels
(133) v Y 2, - axf u x,(a 3 + 20)
T = - t 2 —————
V u?+v? Va?x2+22 V x2+3° Vurev?  Va?xZ+zlVx2+y?

und Ersatz des arcsin durch einen arctan mit (67) wird schlieBlich

2
Y220= @ X3

4  x(&%xf-zf)
IV - | = + ——eo—— arctan

2 2
x, (a’x2+ 22) x,V x2+y2+22

(134) 2 a xfz, 2,V x2+yiez? X, (
- log Zo+ V X2+y2+22) | +
xivzd) | xiews Vxzegz e

+ (X,7,2,) + (2:522,) - (x171 5,)
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Die gleichen Substitutionen (54), (69) und (131) verwandeln VI
in

X, at [z@+(a?x2- 22)<?)
T Vexize J (Vxi(+a?) +zi-(aziezd )0
2 a x?z, at +°

'I/_azx_,_Tzo?J (V zZ+(a%x2+22) 7Y

+ (x,)
Die zugrunde liegenden elementaren Integrale sind

v T

(135) J ave’ 1 aresin BT T
—_——— = - — arcsin — +
([/ o2 _'132 €2)3 Bs — ﬁzi?ma’z_ﬁz_rz
dt t? % . __
J (Vm2+[32t2)3 = - Bz],—mz*'ﬁz’fz‘ + Flog (Bt+ Vo +p +2)

Der Ubergang auf die urspringlichen Verédnderlichen mit (133)

und die Verwandlung des arcsin in einen arctan nach (67) ergibt

2 2.2 2 2
1 Zg & Xo= Zo T2Zy=8 X,
VI = - +

V x2+y2+z?
2 2 2 2 . 2
2a x7z, Z, x, (a®xf=z5) Y2 %0~ 8 X
+ PY + — P arctzan—----————-22 = -
(a?xi+28) V x24y2+z2 (a®xi+ z5) X,V x2+yiezi
2 a xfz, X,

- log (z,+ V x2+y2+22) + (X,7,2,) + (X,¥,2,) -
(a®xf+z2 ) V_xz—f\ 2 2o ™ etz

+
2
a’xl+z? x2(1+a? )+22 a?x2+zl

(126)

- (3171 2, )

In den Zusammenziehungen von (127), (128), (129), (130), (134)

und (136) heben sich die lLogarithmen und Arcustangenten weg und
es bleibt

vxxx =

k26 x2+ 22

1 z, ( P23 pA ‘ )
V x24y2+22  V xl+yi+es?
A z

( z 2z ;
2 2 2 - 2 2 2 ) -
x2+y2 V x2+32+22 V x2+y24+27

(137) -

z y.+8 2 J.+az
_ o ( 2 2 1 ‘1')—(1{1)

x2(1+a%) + z¢ V x2+y2+22 V x2+32+22
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Bei der Integration von V., treten nur schon bekannte Typen

auf.
2-29
1y = - dyy
s W (l/x+y+z5
X4 24
Xo 2~Zg
Z2 a
5 | ax | az | —L I
-1
(V chagieaty
X1 24 ¥q
Durch Integration nach y wird es:
Xp 2z
1 dz
oy Viyy == dx ——— \3
(138) K26 (]/xz”z*(g__z_ﬂ
X1 z4q a
X2 z Xz 22
(255 [
+ 3 | dx -+ | d&x e "
(l/x +z%+ (z z°)) CV x2+y7+2%)
X4 z, X4q z4
X2 Zy

. : dz o .
-3 ¥ x| ————————= I + II + III + IV~
(V x2+37+2%)° ‘
zq

Xq

Durch Einfiibrung von (81)

2o ax az
(81) U=z — 2 =

L
e T Ve i

und kurzer Umformung nehmen die zwei ersten Integrale die Ge-

stalt an

at aE
I 11 = -« ——rr ai ———n e
* (1+a2)2j a -[ ( '/ €2+u2+t2)3 +

a’ . du - J . J’ du u
+ (’|+8.2 )2{- J E J ( ]/uzfé,z*'tz)a + 3 E) ( ]/ u2+€2+);2)5}—

GaZOJdEJ du u 3 a®zf dEJ‘ du
(1+a® ]V e ERE® T ey | 5T Vw2 E%g)° B
=A+B+C+D

Durch Integration nach € mittels (19) wird

-3.4&2 du
A = 2432 2 2 2 2 2 + (&1)
(1+a?) (u®+2%) Vu +E4C

Dieses Integral ist schon mit (84) gel6st worden, daher ist
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(139) A= - ——— arctan ———=—rx+ (x,7,2,) + (x,5,2,) -

(1+a?)z, . 2, Vx2+y2+22
- (X7 2)

B ergibt nach u integriert

B e at (u,)
= - u,
(1+a? )"J (VE? +u2+22)°

Die Riickfibrung der Substitutionen (81) verwandelt es in

X

a (y,+a 2,) : dx
B=- + (312.)
(1+a%)? (V x%+y2+25)°

Xq
und durch Integration nach (19) bleibt
a Y. +a 2, X2

(140) B=-
(1+a?)*  yi+ 28V xf+yi+z,

+ (£,7,2,) + (x7, z,) =

ind (x171 z1 )

Unmittelbare Integration nach u und Riickbildung von (81) ergibt

X2

2 &%z, ax
(1+a2)? | (V x*+yi+2;)

X4

(v, 2,)

woraus mit (19) wird
z a’z, 1 X,

(141) C = :
(1+a2 ) ya+ 22V x2yi+zs

- x,%2,) - (x,7,2,) +

+ (x1y1 2, )

Die Type T, (112) verwandelt D in

a’zZ u, » ag J ag
D= (,]+a2 )4 { J (&2+ rz)z £2+u22+§2 * (&24'?9)0/&24'!122*-‘(‘2)3
- (u,)

Mit (81) wird nach kurzer Reduktion

X2

a®zZ (y,+a 2,) ZJ dx
(1+a?)? (x%+ Tf-:gz)zlf x2+y5+2f

X1

X2

dx
- 3 \a (y‘l 7‘1)
+J =+ 1) (V w3222

X4
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Die zwei Integrale sind bereits in (113) aufgetreten und in (116)
und (118) ausgewertet worden. Demnach wird
as Y. +2.2, X,
ry arctan — +
(1+a*) z, z, V x2+y:+2,
a® X, Vxiryi+oe asz? X,

V.+a z, x2(1+a2) +22 (1482 ) (o +a 2,)(3F+2%) VxlZeyi+al

D=

(w2) *

= (xzy'l z,) - (x‘lyzzz) + (115’121)

III wird zuerst mittels (19) berechnet:

i &= (z,)
I = 2 - (2
: f(xzﬂf) Vx?oyiess !
X4
und dann nach (6):
(143) III = 1 arctan = (x,7 2,) - ( x,7,2,) + (x,7.2,)
J ¥ VxZeyiez?
IV wird mit (112) nach 2z integriert:
2 r dx 2 i dx
(a44) IV = = 2 572 - e - y%2 .
. T (X2+372)? V x%+y2+22 e (Z2+72)(Vx2+y2422)°
Xq X4

Mittels der Substitutionen
X = Jyi+zf tang und sing =t

geht es in

At (1-t2) y2z, at (1-t%%)
IV = - 2 yiz,

- 2 2
(y3+22%2)? i+ 22 Yi+zit

iiber, also in die zwei unter (114) und (117) geldsten Typen:

‘2 2 2
X, 2, X, Vxs+yivn?

(145) IV = - - arctan - +
¥ ¥, Vx2+yi+as z, X+ yi
yi X,

+ (x2y1 2, ) +-(x1y1 z,) - (x-ly-l z, )

.
2 2 2 *
z,(yi+z2) V xs+yi+al

Die Summe von (139), (140), (141), (142), (143) und (145) redu-
ziert sich auf

(146) 4 v X,2Z, 1 1
Nt o = - ) +
ks V xZ+yi+as <:73+x2"‘ yi+z? )
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' 2
X,2, 1 1 ay;:
* * - 202,52 *
2 2 2 2 2 2 2 2y/7
VxZey2e2? \y24x2  y2+2? (72+23)(3, +a z,) Vxi+yi+z]
2
a y: X,

+ +
(73+23)(F, +a 2,) V x2+yiez?
VxZ+y2+z; Y xZ+yi+z?

* (
2
x7(1+a*)+2l\ 7,42 z, Y, +a 2z,

a® x,

)+ (x,)

Auch in der Berechnung von V,,, begegnet uns nur schon Bekanntes.

X2 Y2 z2 az = Xz Y2 22 az z°
1 :
- v, =9| ax | dy | ———-15| &x | &y | ————
s j J j ST (VxPsy?+27 )"
X4 ¥4 ay+zp - X1 ¥4 ay+zp
wird nach z integriert zu
X Y. X2 Yo
1 T ay \ J' i ay
—_ T = - ax —————— 4 3 Z, ———e—
X326 22z ( -Vm)s 2 ( -V—xz_-l-yT-%;E)s
X1 Y1 X1 ¥
Xo 5
j’ i dy i dy (& § +20)
+ -3 =
(( V=t eyi+(a 7 +20 %) ° j I (( Vx2+y2+(z,+a y)2)5
Xq Yq Xq Y4

= I + IT + IIT + IV

Wt (19) wird

X2

dx _
I--sz + (3,)

(x2+22) V=x2+y2+z?

X4
und mit (6)
X,

2 2 2
z, V xZ+yi+2]

(147) I=~ %zarcta.n + (X,7,2,) + (X,7,22) ~ (£.7,2,)

wird mit (112) nach y integriert

X2 X2
dx ax
IT = 2 5,22 + 3, 22 -
222 J (x2+22)? -‘/ X2 +y2+22 2 “2 (x2+22) (]/x2+y§+z§)3
X4 X1

- (@)

und bezliglich x auf die gleiche Weise wie (144) mittels der
Substitutionen

x = Jy2+22 tangp sing=t

Das Ergebnis ist

3 3
X, T X, Y x5 +35+25

Ilearcta.n——————— + — e———— =

Z 3,,2
Z, 2, VxZ+y;+2] pA Xy 42,
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2

Zs X, :
(148) - - (X7, 2,) = (X,%,2,) + (X7, 22)
Yo (y3+25) Vi+ys+zs S e T
IIT und IV gehen durch die Substitutionen (41)
a 2z, X5 Zo
1) =y +—— = ——y = —
" 1+a° 1+a? 1+a°
und nach geringer Umformung lber in
IIT + IV = ——— x| —————— - 3|dx | —————— +
( 1( 1422’ (-I/n2+&2+t2)3 J’(]/TIE':&?*"C,Z 5
1 o dn 6 a 2z anm
* dx 3. £2 . £2\3 ' 7 dx 522, o6
( V1+a )" (VP+E2+62) (V+a2) E +E+E .
3 zo2 an
- — x| ————ee——e = A+ B+ C+D
(Virary® Varsgrgh)®
A gestattet unmittelbare Integration bezliglich 1 und nimmt nach
Riickkehr zu x, y und z nach (41) die Gestalt an
x
a? (y,+a 2,) : dx
A = ——
(1+a%)* ( Vx2+y2+2Z)
X1
und wird nach (19)
a? T, +8 B, X,
(149) A= - (x5 2,) - (X,5.2,) +
(wa? Y yiezi  VxBeyiezz R
+ (}.’.1 T Z1 )
B gestattet direkte Integration nach 1 mittels (19):
1 dx 12
B = 2 o2 3 > - (711)
CVavar ) | (E+7) VErnit
und wird in den urspriinglichen Verznderlichen zu
X
Y, +a 2, z dx
= 2 \2 2 4§ a5 (7 21)
(1+a2) (x*+ 17%2) V< +yi+z]
X1
also schon in der Form, die unter (110) bereits berechnet vor-
liegt, so daB direkt angeschrieben werden kann:
1
(150) arctan 212 2 e - (x,72,) - (x,7, z,) +

B= —m—
(1+a%)z, 2, Veivyi+tz?

+ (X,7, 24)
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Auch C 188t sich ummittelbar nach m integrieren

X2
2 a 2z,

dx

Xq

C

In den urspringlichen Ver&nderlichen wird
X2

2 a z, dx ( ;
C = - y z
(142 )? [ (V=P+y3+zd)® o

Xq

und mit (19) berechnet:
2 a z, 1 X, .
(151)1 C = - (X25’1 Z1) - (X1YQ 2'2) + (x-:yl Z1)

(+a®)? yr+z}  Vxi+yi+zs

D wird mittels (112) zu

2 Zoﬂ‘z d:x

T | e

X4

D=

Zozn2 r ax
( -lf———?,“_a )9 J> (E’2+t2)(],‘€2+,n22+t2)3 ""(T]1)

X1

und umgeformt nach (41)

X2

5 2 2 (F+a 2,) dx
RI=E | Gor By Ve
z2Z (y2+a 32,) X2 dx ;
- 2y 2 28 'V72 2., 2\3 + (.
(1+a?) (x*+ W) ( x%+yf +28)

X4

Diese zwei Integrale sind bis auf den hier fehlenden Faktor a?
gleich den zwei Integralen von (113), die unter (116) und (118)

berechnet wurden, man findet daher

2 2 2
1 V. +a 2z, X, X, Vxi+yive;

(152) D=~ ———— arctan - +
(ve )z, Zo VrBagiear  ye+a 2, xE(1eat)en
zl 1 X,
+ + (X7, 2,) + (X,7,2%,) -

(1422 )2 (F2+22)(Ta+a 22) VxZeyiez?

- (x1 J1 24 )

In der Summe von (147) bis (152) fallen die Arcustangensterme

weg und es bleibt

+

X, 1 1 ) X T4 ( 1

1
1 -V, = ( +
(153) X268 prad ]/_x§2+Y22+Z22 x§+z§ yé? +z22 Vx22+y$+23

2
X242,
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2

1 ) zZ X, z? X,
+ - p
yitzsd (32+22) (3, +a 2,) VxZ+yl+zZ (3i+27) (7, +a z, )Yxl+yi+zs

X, ( Vx2+yi+z? Vx2§+yf+z1’“

x2(1+a%) +z2

) - (x,)

Jo +& 2, Jata 24

Neun der zehn dritten Ableitungen sind wieder zu je dreien durch
die Gleichungen (32) verbunden, die Ableitungen der Laplace'schen

Gleichung A V = 0 nach x, y und z .
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IV. DAS DREISEITIGE, IN DER X-RICHTUNG

UNENDLICH AUSGEDEHNTE PRISMA.

Das dreiseitige Pfisma soll sich in der X-Richtung von -oo
bis + oo erstrecken, sein Querschnitt sei derselbe wie im vo-
rigen Abschnitt, in Figur 4 dargestellt.

Die Ergebnisse dieses Kapitels werden durch direkte Berech-
nung hergeleitet. Man kann sie auch gewinnen, indem man in den
Resultaten des vorigen Abschnitts den Grenziibergang

X. gegen - oo, X, gegen +oo

macht, was als Rechenprobe dienen mag.

1.) Das Potential und die ersten Ableitungen.

Es ist
T = oo und T, =&
+ oo Zy Z-z0
1 v ax | a * dyy
= - VA —————
k26 v (Vx2+y2+22)°
-0 Zq Y1

gibt nach y integriert

400 Z2
dx J a L _ )
z —eeeeeee e . —
( l/x2+z2+(——z;Z°) 2 V x2+y2+22
— oo 24

und nach x
Z2

x? +zz+(£;—z-°)2 -x + xP+y2+z?
—x+ Jx?+22 +(5;—Z°)2 X + VxF4yzez?

z2

X = o0
Z1

= lim J dz log

dz 1 i 2
= zZ log —5———
2+ ()"
Z4q
Partiell integriert wird es
22 Z2 2-7
1 F2+22 dz 22 dz z [z+ 5 0]
g T EE e m 2 o YR (B
k2§ J2+2; 21 1 +z? z, 2+ (_a—)

=A +B+C
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wobei im ersten schon integrierten Term A die Integrationsgren-
zen durch die Werte an den Kanten der schiefen Ebene
Z,= Z, 2.= Zo

::y2
a a

(37)

=y,

dargestellt sind,
Die zwei Integrale B und C sind von einfacher rationaler
Form. Es ist
Z,4

2,
B= - 2(2,-2,) +2 3, (arctan — - arctan —)
A pE]

C wird mit der Substitution (81) umgeformt und ist
Z2

CxZ]‘dz+

Zq

2z0Jduu 2azz§J‘du

1+a? | u?+¢? (1+a%)2 | u?+t?

Die Riickfilhrung von (81) nach der Integration ergibt

Zo Ji+ 22 2 az, Y. +2 2,
C =2 (2,-2,) + log - (arctan —— -
1+a? T2+ 22 1+ a? Zo

3, +a z,
- arctan ———
%o

Die Addition von A,B und C liefert V, :

y2+ 22 Z, Z,
:5 Vy=—zzlog-—f————2 +2y1(arctan——arctan—) +
N 2 2
(154) k Ji+ 23 b2 b2
Zo Y2+ 22 2 az 3, +a 2, ¥, +a 21)

+ — log - (arctan —— = arctan
N 1+a? Y2422 1l + a2 Z, Zo

Unter Beachtung von (37) fiir die Werte von z an den Kan-

ten des Prismas
(37) ay, +2z2, =2 ay, + 2z, = z,

findet man auf die gleiche Weise wie in der vorigen Rechnung

+ 0o Y2 b2

1 dz z ) T2+ 22
(155) V, = - dx dy J =y, log —— -
- 0O

k2§ (V x2+y2+22)3 Y2+ 22

Ya Zp+ay

log +

pAS A
-2 3z (arctan = - arctan —
2 1+a? Y2+22

a 2z, ¥2 +22
Z )

2 2z,

+ (arctan - = arctan

T, + a2, y1+az1)
1+a? Zo Z,
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2.) Die zweiten Ableitungen des in der X-Richtung

unendlichen Prismas.

Ve = Ty = Vg = ©
1 V +00dx yzd Zy dz, y 2
— = 3 y [
k2§ J J (Vx2+y2+22)°"
- 00 ¥4 ay+zy
gibt nach z integriert .
+00 Y2 4 oo Yo
dx &y dx Wy I+ II
= - —————————— e = +
( VxP+y®s2?)® (Vx2+7°+(a 7 +20)%)°
- 00 ¥q - o0 ¥4
+00 ax : 2 2
T+ 23
I= ——-————(}’122)=l°8—1—'—‘
V x2+y2+2f Y2+ 22
-0

II wird nach (19) beziiglich x integriert:
¥a

dy v X
IT =2 —_— L 1lim
F2+(zo+a 7 )% x=oc0  Vx2+y2+(zo+a ¥)°

Yq

DaA der limes gleich 1 ist, beschrinkt sich II auf das einfa-

che elementare Integral. Man erhdlt

¥2+ 22 1 v2+ 22
(156) —2-— Viz = - log : SR log —22—-—2 -
ol 2+ 27 1+ a? y2+ 22
2 a Y. +a 2, Y.+ a 2z,
- (arctan —— - arctan ——— )
1 + a2 2, Z,

Auf die gleichen elementaren Integrale fiihrt auch die Be-

rechnung der zwei weiteren zweiten Ableitungen

¥2+ 22 Z, z
(157) 2 Vyy = - log =42 (arctan — =~ arctan —1) +
k 6 1 + a2 y12+ z_|2 A ¥
2 a? Y.+ a2, ¥, + a z,
+ (arctan ——— - arctan —— )
1+a? 2o Zo
und
a y2+ 22 .
—l—sz = — log——z——-z-—2(arctan—2-arctan—)+
(158) k2§ 1+a? ¥+ 22 2z, Z;
2 ( . Y2+ a 2, ot y1+az1)
+ — ( arctan - arctan
1+a? 2o Zo
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Mit Benilitzung von (21 findet man leicht, dafB die Summe der
zwel letzten Ausdriicke im AuBenraum -©

im Innenraum

- 43K
ist.
3,) Die dritten Ableitungen des dreiseitigen in
der X ~-Richtung unendlichen Prismas. ‘
Vixx = vxxy = Ve = nyy =V = vxyz = €
. +00 Y2 22 iz z 5+oc>dx yzdy z2 dz yzz
—_— 7 = 3] d& | dy | ———————rr =1 —
TS 3] j yJ rgmarrd [ J (Vaested)
-00 ¥q ay+zg =00 Y4, ay+zg
gibt nach z integriert
+ 00 Ya +00 Yo R
ax , dy 5 | ax dy ¥°
o - —_—— —_—— 4

(VxPeg®+2f) C VxPey?ead)

-0 Y4 - ~-0o0 Y4 )

+ y ~ y

r : ay T r day y?

+ dx’ -3 dx

( Vx2+7°+(a 7 +20)°)° J. ( VL+y2+(ay +20)9)°

-0 ¥q . -0 Y1

Man integriert nach x mit (19) und (112) und geht mit x zur

Grenze =~ iber. Es bleibt
Yo Yo Yo

dy ay y* ay
—"-vyyz = -2 + 4| ——— 4 2| —————— -
k2§ y2+22 (y2+27)? Ti+(z,+a 57 )
¥q Y1 ¥q

Yo
dy y*

- ——
J [72+(20+a ¥)7]°

¥a

Die hier auftretenden elementaren Typen sind

Y2 .
dy 1 T2
—,~ — arctan — - (7
T +2; 2, Z,
¥
Ya a
N v T
— A, 1 arcten = - (7))
(y*+23)° 2 2f yi+zZ 2 23 2,
¢ Tdy y? ¥
2 1
J — = - + —— aretan L& + (y,)
; (7*+22) 2 (y2+z2) 2 z, %y
1 y2
ay 1 J-+a 2z,
—— o — arctan —— - (y1 z,)
72 +(z,+8 7)2 2, Zo

Y2
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Y2

dy y? 1 Y. +a 2z, a z, 1
J——————z A= arctan + = = 2 =
[y +(2,+a y)] 2 z, 2z, {(1+a?)* 32+ z;

2
1-a® Y. +a z,

- . = - (7.24)
2(1+a?)? yi+ 22 T
In der Zusammenziehung heben sich die Arcustangenten weg und es

bleibt
, Y2 JA 2

1
(159) ﬁ v’yyz = =2 (

2 2 2 ) + M
yi+ 22 ¥i+ 27 1+a2

wobei zur Abklirzung

J2-8 2, Y= az,

2 2 2 2
T+ 22 Ji+ 2,4

gesetzt ist. Auf die gleiche Weise werden die andern drei dritten

Ablel tungen berechnet.

1 Z5 2z, 2 a
— TV = 2( - — ) + M
k%8 ¥+ 22 yi+ 22 1 + a?

1 2, 2, 2 a
Yy Vyy == 2( 2. .2 _2 2) = , ¥
k26 Y23+ 27 yi+ 2] 1+ a

1 pE T4 2

28 Vazz = 2( 5 2 2 2 © 2 u
k26 Y2+ 22 Fi+ 27 14+ a

Man sieht unmittelbar, daB die Ableitungen der Laplace'schen
Gleichung verschwinden
g 2

__Av=

3, “é-z-AVv:G

7. DAS POTENTIAL EINES DREISEITIGEN PRISMAS

IN EIRER ZWEITEN LAGE UND SEINE ABLETITUNGEN BIS ZUR DRITTEN ORDNUNG.

Fiir geophysikalische Zwecke bendtigt man ebenso hdufig das Po-
tential und seine Ableitungen fir ein dreiseitiges Prisma in einer

Lage, die zu der in den vorausgehenden Abschnitten III und IV zu-
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grunde gelegten und in Figur 4 gezeichneten symmetrisch ist.
Die neue Lage zeigt Figur 5 im Querschnitt, die positive X-

Achse ist senkrecht in die Pa-

0
y - .
pierebene hineinragend vorzu-
Y224
sreien-
zq ="V 23 Y222
2 Figur 5

Man kann.die Formeln fiir das Prisma in der neuen Lage aus
den in den vorigen zwei Abschnitten berechneten durch eine Um-
stellung des Koordinatensystems gemidB Figur 6 gewinnen. Der
Sinn der Integration nach y wédre hier gegeniliber dem vorigen

umgekehrt; es ist zu ersetzen

~y 0 +y

friher y, durch =~ ¥

_y2 “ Li] yz L1} - y‘l

~¥125 Z -~ Z, Z,= 2
~Y3 22 S~ die Integrationsgrenze ry durch ry
~zo
Figur 6 " Z,+ay " 2,-ay
z

Statt der Beziehungen (37) widre fiir die Kanten an der schrigen

Prismaflédche anzusetzen:
Z, = 2%, —ay: und z, =2, - ay,

Wenn man diese Umstellung in den Formeln der Abschnitte III und

IV vornimmt, muB dann noch das Vorzeichen von
V‘y 9 ny ? V‘yz 3 vxyz ) Vxxy ? Vyzz und Vyyy

umgekehrt werden, um die Formeln dem Vorzeichen nach richtig zu
erhalten. Die iibrigen Formeln werden durch die Umstellung auch
dem Vorzeichen nach richtig berechnet.

Um diese Schwierigkeiten der Umstellung des Koordinatensystems
zu ersparen, werden im Folgenden die Formeln des Potentials und
seiner Ableitungen fir ein Prisma in der Lage der Figur 5 direkt
gegeben,

Die Integrationen beziiglich y und z sind in den Grenzen

J2 22 Zz Yo

I dy Idz oder [ dz J dy

¥a 2p9-ay Z4 Z2o~Z
E3
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auszufihren. Die Gleichung der schiefen Ebene heiBt hier
Z, - 2 :
(36") Y s — oder Z <2, -ay
a

und an den Kanten gilt statt (37) nun
37 Z, = Z, - &a J; und 2, = 2, =872
Der Stéigungswinkel & bleibt unter 90° und
a = t';m‘oc

daher positiv.

Bei der Integration selbst, deren Resultat hier nur gebracht
wird, treten die schon behandelten Typen auf, nur ist (36) durch
(36') und (37) durch (37") ersetzt.

a) Das in der X¥X-Richtumng endliche

dreiseiticge Prisma

in der zweiten Lage.

1.) Das Potential des endlichen dreiseitigen Prismas.

Das Ergebnis der Integration ist:

V = 3,2,loglx,+ VYxZ+yi+22)~y, 2,Log(x+ VYxl+yi+af) +

Yo+ VEE4yitni z,+ Vx2eyiezs

—— P e
2 2.2 %292 Llog 2. 2.n 2

Vot Y XowyT+25 Z,+ Y X34Ys 454

2. — - zé
b 22— - log{x,+ VxlZ+yl+zi) - 2 zi- 2o )log(x,+Vx24+y2+ 87 )~
1+8° 2 a T+ )"

2 a

k6

+ X;2,10g

X, %, 1 Jo~a z,+ |[1+a® VxZ+yliezt

V1+e? Y, - & z,+ ) 148% YxZaylea;

z} ¥ X, 3;
- —2- (arctan ——————— - TGt ) -

- . B B
z, Vx2+yliez} z, VxZ+y+z?
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x2 Y. 2, Y122
-— (arctan — 2 - arctan —————————) -
2 x, X2+T5+25 x, Yxi+yi+a}

hE X222, X224
- —-—_— (arctan —_———- - grctan _‘——""‘_—)+

2 2 2 2 2
2 Y. Vx:+yz+23 Y. Vxi+yi+zs
2 .
Zo X2 (= @ 24) X2 (3, a 2;)
+ (arcta.n -——————— - arctan —— 2)+

2 (1+a?) zo V x22+y22+z1‘7" 2, VxF+yZi+z;

M 2 2

xZ J2%20+ & X, J1 2o+ 8 X5

+ —2— (aI‘ctan — -~ grctan ————2—'—2—') - (x1)
Xo Y xZ+yi+zl X, V x3+yi+2;

Die letzte Zeile stammt vom Integral
v :
’ ay (20 - a 7)
(x2+7%) V3y2(1+a2)-2 a y 2o+ 22+ X7
Y1

Es wird nach der gleichen Methode geldst, wie sie in den For-
meln (54) bis (70) entwickelt worden ist.
Weiter kann

o= & 2, + V1+a® Vxl+yiez?

Yi- a 2, + V142> YxZ+yZez?

log

berechnet werden als

Ya— @ 24 Ji= 8 Z

Ar Sin - Ar Sin — T
Vx2(1+a?) +2z2 Vx2(1+a?) + z{

2.) Die ersten Ableitungen des endlichen dreiseitigen

Prismas in der zweiten Lage.

2 2 F3 P 2 2
1 1 2+ Vxityiez] N Y.+ VxI+yi+z,
—_ Vy = 3,108 ———————u— + 2,108
=T S ree ey SN Vo e se
' Z, Jom a 2, + V148 VxZeylez?

- log -
1+a® Jai- a z, + V1+8® VxZ+yl4z?

J222 T4 22
- X, (arcta.n ——re—— = aPCtan ————————-—) +
X, VxZ+yZ+22 x, VxZ+y2+zs
2 2
. ¥o2o0 +-2 X7 F12o + a X7
+ X, (arctan ~—————— - arctan ———-—-2——-——) - (=)
X, Vxi+yi+2} X, Vx2+yZiez?
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1 o+ VX7 +3i+e;

Zy+ [xZ+yiez’

y = Z,log + X,l08
k%0 : X, + [x2+yiez? 2
a x, Yo- a z,+ V1+a% Vx2+y2+z?
- log -
Y +a® . Ta- a z,+ [ 1+a® Yxi+yiez?

20 X,+ Vxi+y;+z?
- — log
1+a?

eI
Xo+ VxP+yi+as

X, 2,

———-—2——-;—2‘ - arctan
V2 VxE+yE 42

a z,

( . % (-2 2,) .
e arctan ——————0-— - arctan
&a Z, l/X2+y2+Z1

X,z
~% (arctan 2

—_—— )+
Ve )
F2 VX +2 24

X,(F1 - a z,)

+

’ x,+ VERTINEE

+ X,log

Y+ ]/-x22+y22 +zf

V; = 3,108
k%5 x,+ VxZeyzez? Y.+ VEI+yies:

X, 1 V.- a z, + Y1422 VxZ+yZ+z?
- ) - - +

1+8° Y. - az, + Y1+a® VxZ+yZ+z?

a z, Xo+ szz'*‘yg:‘;?

+ 21og - -

1+a | x+ Vxi+vyiezd
X2 Y2 X2F4

-2, (arcta.n ——eree

ey arotan —— )+
z, VxI+yi+z; z, Vxi+yi+2;

20 X (7.- & 2,) (T -2a 2,).
2 (arctan —————— - arctan —————
1+ & 2, V x2+y7+2

3.) Die zweiten Ableitungen des endlichen dreiseitigen

Prismas in der zweiten Lage.

1y N z,+ VxZ+yi+z?
e = Qg B —— -
28

z,+ Vxeyi+z?

a Lo Y- a z;+ V1+a® VxP+yies? x.)
~ o - (x
1+a° T, - az,+  V1ed® Yxi+yiiz? !
1 . Yo + VP+yi+zi
ﬁ sz = _Log -

T+ Vxieyi+n

z,+ Vxi4ys+s?

- (x,)
29 l’xz?’ryffz;) !

- (%)
2, VxZ2+y2+zs ) !
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1 Y- .a z, + Y1+a® VxF+yli+zd

- log - {x;)
‘ 1+a? T~ a8z, + Vl+ax@ VxPeyiezn?
1 x,+ Vx2+yi+z? 1 x,+ VxZ+yi+z?
Vyz = log - - log = +
k%4 X+ Vx2+yZ+z?  1+a® x,+ VxZ+yi+as
x,(y,- a 2,) %, (7, ~ 2 z,)
+ Lz'(arcta.n = = ~_ - arctan = 2)-— (x,)
1+4 Z, Vx2+y2ez? zZy Vx2+yi+2]
1 v t Y2 2, % T+ Z2
—— V, = - arctan + arctan +
k26 x, Vx2syi+z? x, Vx2+yi+z?
Y22, + a X2 Y, Zo* & X3
+ arcten : ~ arctan - + (x,)
x, Vxi+yieal x, Vxi+yi+zs
2 -2 2
1 a x,+ VY x2+yi+z X,2,
— Vyy = - — log — ~ arctan +
k26 1482 x,+ VxZ+yZezl Y. Vxi+yi+zl
X524 az_ Xz (3‘2 - a 24 )
+ arctan + ( arctan = -
Yo Vxleyliez? 1+ Zo [ x2+ys+2?
X (3~ a z,)
-~ arctan ) + {z,)
2, Vxi+yi+zs
1 a X+ l»/ X22+y22+z12 X232
—_— VT, = log - arctan - +
i) 1+a? X,+ | x2+yZ+z? 7, Yxi+yiez
X T4 1 (7.~ & 2,)
+ arctan - —— ( tan -
B, Y xF4yiens  1+8° 2o V xi4y; +27
X, (7~ 2 5,) ’
- arctan )— (x,)
z, Y x2+yi+end
4,) Die dritten Ableitungen des endlichen dreiseitigen
Prismas -in der zweiten Ilage.
1 1 1 1 a® 1
Sp Tz T e T 3 *
k26 V x2+y2ezl 1+a® Y xZeylez? 148> VYxleyi+ez?
az, . 1 ( Y- a z, - a 2, )
— K - - x
1+8° xZ(1+a®) +22 \ VxZ+yiez?  VxZeyiiz? ) !

1 X, Z, zZ,
k28 xy = 2 2 ( Vo z.E. o2 2 o 2 ‘2)
£+ ¥} VxZ+yli+zs Vx2eyi+z
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7

yz - a z1 Y- a z,
* 2 2 2 2. 2. .2 ) + (x,)
x7(1+a%) + 3z VxZiyZ+z2 VaPey2en?
1 x2 'yz y1
> Vixz = = ( 3 ) +
k%8 x5+ 25 VxZ+y2sas fo+y.,2+z22
X2 J2- a z, .- a z,
2 2 2 ( i) ) > )+ (X-,
x2(1+a%) + 2 Vxi+ys+a? Vx2eyZez?
1 v T2 z, Z.
2 xyy = = (
k%4 x5+ 3§ Vx2+y2ez? Vx2+y2+2: 2r
a 1 1
- (e s
1+ a on. +J2 +24 sz +Y1+2;
2
a z, 1 Y- a z, Y.-a z,
* 2 2 2 ol 2 )+ (x,)
1+a’ X22(1 +a ) + 24 VX§+72 +24 sz +Y +zz2
1 2, Y2 ¥
——2 szz = e P , ( = . = 3 - - 2)
k*§ X>+2; VxZ+77 423 x4y ien?
+ 2 ( 1 ) .
1+a? Vx2+y2+2? x2+y24z2
2o 1 2= 2 2, Y- a z,
* 2 2 2 ( ] ) + (x,)
1+a® x2(1+a%) +z¢ VY x2432+2 Vx2+yZea?
1 2 p. & h ] xz
= Twz = - - + — —
L yi+z? XS4Ts +2f izt Vx2eyZan?
2 2
T2 X, Y X,
+ _ v ,
2 2 - -
G2+2]) (32 2 2,)  VeMgieal (32420)(5- a 2,) Vxieyiesd
a'x, Vefegival  Valigies?
S - )+ (x,)
X, (1+a% )+22 - ¥ - a z, Y.~ a 2,
1 2, X, Z, X,
o vz = - re ‘ + -
K8 Vot 2z Vxi+yiend yi+ 27 YxZeyZea
a Z.;z- X, a z«ez X2
+ —
7 2 2 2 2 2
(72+28) (-2 2,) VxFeyZen T (yien Yy= a z,)  Yxfeyi+zf
2 2 2 2
ax, VxZ+yien? Vx24yZez?
eyl - )+ (x,)
x7(1+a?)+z; Fo= a 2z, V.- 2 2, 1
4 T2 2z, z,
2 Vxxx = 2 2 ( 3 5 5 — = 2) +
L X+ ¥ VxS +Ys 12, VEZ+yi+zl
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Z; J2 Y4
xi+ 22 Vxbryiez: | Jxeeyiezt
Z, Y- a 2z, V.- a z, )
xi(1+a® )4zl | Vxpeyiez:  Veieyies: )= &=

1 X,2, 1 1 X,2, 1

Yy = ( + - +
2 2. 2 2, 2
15 VxZsyZee? “xi+ 3i Fi+ zd Vxlayies? xiey

2 2
1 ays X, a i X2

2 +24 (77+422) (Y2 -a 2z, ) VX22+Y22+222 (y7+22) (7 -a 2,) V§22+712+Z'§

3 2 2 2 2 2 2
a X, Vxi+yi+e; Vxi+yi+z] ) x.)
- - - (x,
2 2 2
x7(1+a® ) +2§ Y. - a z, V.- a2
1 LY, 1 1
2 Vezz = 7.2 .2 ( 2 .3 2) =
k26 VxZeyZ+zl ' X2+ 22 i+ 25
X2 1 1
- (. ok
2 2 2 2 2
VX2 +y:+2, X+ ¥i Vit 22
z? x, z7 . X,
+ 2 2 - 2 2 2 2 -
2 2 2
(73+23) (72 -2 2,) xi vyl (yi+22 My -a 2z, ) Xy +Y 122
X, ( VxZ+y3+22 x;f+y12+z2) )
- - - (x,
x2(1+a*)+z¢ Y- a z, Vo= a z, ’

bP) Das in der X-Richtumg unendlich

ausgedehnte dreiseitige Prisma

in der zweilten Lage.

Die Figur 5 stelle den Querschnitt des dreiseitigen Prismas dar,

das sich in der X-Richtung von = oo bis + oo erstreckt.

1.) Das-Potential und die ersten Ableitungen.
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)+

q Ji+ z? 2, i+ 23
==V =-2lo0g + log - —
) Y2+ 22 1+ a? 72+ 22
Z, z, 2 az Y2=-a 2,
-272 (arctan —— - arctan —) + (arctan -
Y2 . Y2 1 + a2 Z,
Y- & Zz
~ arctan )
zO
. 2, 2 ° 2 2
1 Yo +2; a z, Yo+ 24
Yy V; =-73108 > - log -
k2§ J2+z2 1 + a2 72+ 22
A\
¥ A 2 3z, Jo—a 24
-2 z, (arctan — ~ arctan —) + arctan -
2z, Z, 1 + a2 . 2,,
Ji= a 2,
- arctan )
2,
2.) Die zweiten Ableitungen.
Vix = vxy = Vy =€
1y N i+ 2 1 N Yo+ 27
= - log + og —m— +
k2§ ¥ ¥+ 22 1+ 2a° T2+ 22
2 a Y- a z Ji-az
+ (arctan " - arctan —1-————2-)
1+ a° Z, 2o
1 a i+ 22 z, 2,
== Yy = log —— -2 (arctan — - arctan —
k?§ 1 + a? 72+ 22 p£ 2
2 a? Y- a z Y- a z,
+ (arctan - arctan ——— )
1+ @ 2o Z,
2 2
a Yo+ 2 J2
1 Vy == log 2 .2 (arctan 7= - arctan —) +
k2§ 1+ a2 y2+ 22 2
2 Y.-a z : Y.~ a z,
+ , (arctan - arctan )
1+ 2 2z, Z,
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3.) Die dritten Ableitungen.

Vixx = vxxy = Ve = Vxwy = Ve = vxyz =0

1 A ¥, 2 J2+a 2, Y, +8& 3z,

ar wyz =-2(, 2= ‘)+ 2(2 2 2 2)
k268 Y2+ 27 yi+ z? 1+ a2 ‘\yi+ 22 yi+ 2}

1 v » ( 22 Z4 ) 2 a ( y.+a 2, v, +a zz)
k2§ * yi+ 2 yi+ 2Pl 1+ at\yir 2l 3+ 2f

1 Z, Z, 2a Vo 48 2,4 ¥, +a 2z,

Vyyy = 2 < - ) * 2 ( 2 z 2 2 )n
k24 y2+ 22 yi+ 2f 1+ a® \yi+ 21 7+ 27
== Vyzz

1y - ( J2 Y 2 ( Y. ta 2, Ja +a 2, )

o Y2+ 27 y3+ zz?) 1+ a® \yi+ 2?7 y2+ 22

== Vyy,

Dreiseitige Prismen in zwei weiteren Lagen.

Mit den Formeln fiir das vierseitige Prisma (Fig.1) und fiir die
‘dreiseitigen in den zwei Lagen (Fig.4 und 5) wird man im allgemei-
nen das Auslangen finden.

Flir Prismen in den zwei Lagen der Figuren 7 und 8 gewinnt man

die zugehdrigen Formeln als

2 y 2 y die Differenzen der Ausdriik-
1 . ke fir das vierseitige Pris-
iL : ma vermindert um die Formeln
-------- fir das dreiseitige Prisma

z z

in der ersten, beziebungs-

Figur 7 Figur 8 weise zweiten Lage.
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