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Als Zwei-Medien-Photogrammetrie wird nach K. Z a a r Jener
2weig der Photgrammetrie bezeichnet, welcher die Ausmessung von Aufnahmen
behandelt, die durch zwei verschieden dichte, durch eine ebene Fldche ge-
trennte Medien hindurch erfolgt sind. Sie ist aus einer (seinerzeit vom
Verfasser formulierten) Forderung der Hydrographie nach Verfahren zur Aus-
messung von unter Wasser gelegenen Gegenstdnden aus Luftaufnahmen entstanden
und wurde von E. Z a a r in [1] erstmals wissenschaftlich untersucht.

In Ergdnzung zu diesen Untersuchungen werden in den folgenden
Abschnitten drei Aufgaben aus der Zwei-Medien-Photogrammetrie behandelt,
auf welche in [1] nicht eingegangen wurde, die allgemeine mathematische
Formulierung des Abbildungsgesetzes (Abschnitt I) und die Losung der Orien-
tierungsaufgabe fir Einzel- und fiir Stereoaufnahmen (Abschnitt II und III).
Die hierbei gewonnenen Ergebnisse werden in einer SchluBbetrachtung zusam-
mengefalt.

I. DAS ABBILDUNGSGESETZ.

Zur Erkldrung der Abbildungsvorginge werden in [1] an Stelle
des aufzunehmenden Objektes ,Brechungsgebilde® eingefiihrt, welche als Ort
der Schnittpunkte .der Einfallsstrahlen mit den durch die Objektpunkte
gehenden Normalen zur brechenden Ebene entstehen und das aufgenommene Bild
als Perspektive des Brechungsgebildes gedeutet. Diese Annahme gibt zwar
Einblick in die wesentlichen Eigenschaften der Abbildung, gestattet aber
nicht die mathematische Formmlierung eines allgemeinen Abbildungsgesetzes.
Wie im Folgenden gezeigt wird, ergibt sich diese durch Vergleich der Abbil-
dung mit jener Perspektive, welche beim Fehlen des (das Objektiv nicht.ent-
haltenden) zweiten Mediums entstehen wiirde. Die Kenntnis des Abbildungsge-
setzes ermbglicht die Ausarbeitung von Vorschl#igen fiir eine optische Trans-
formation der Abbildung auf eine Perspektive, wodurch fiur die Praxis die
Zwei-Medien-Photogrammetrie im wesentlichen auf die Ein-Medien-Photogremme-
trie zuriickgefithrt wird.

Im einzelnen werden nun erst die allgemeinen Formeln fiir die Ab-
bildung hergeleitet (1) und aus diesen Ndherungsformeln fir die von der
Hydrographie geforderten Aufnahmen von unter der Wasseroberfldche liegenden
Objekten entwickelt (2) . Dann werden die Moglichkeiten einer optischen
Transformation der Bilder (oder Aufnahmebiindel) in perspektive Bilder (oder
Biindel) untersucht und Vorschlédge hierfiir angegeben (3).

1. Das allgemeine Abbildungsgesetz.

0 sei das Aufnahmezentrum, ¢ die zwischen O wund dem Objekt
gelegene Trennungsebene der beiden Medien, n der Brechungsquotient und
h (H8he), t (Tiefe) die Normalabstdnde von O und den Objektpunkten
P von 9t . Die photographische Abbildung pe der Punkte P wird durch



Strahlen vermittelt, welche in den Einfallpunkten P® nach dem Brechungs-
gesetz sinca : s8in B = n gebrochen werden. Dabei liegen immer Einfall-
strahl und gebrochener Strahl in einer Ebene durch h (thebene). In
dieser liegt auch der die Perspektive vermittelnde Strahl, so daB das per-
spektive Bild P° von P in ® immer auf der Verbindungsgeraden der Ein-
fallpunktes PE mit dem FuBpunkt N von h auf 9 (Nadir) liegt. Der
Betrag A R der in der Richtung zum Nadirpunkt erfolgenden Verschiebung
PE— ¥ ist von n,h, t und dem Einfallwinkel x abh#ngig und 1#d8t sich
daher als Funktion dieser GrdSen darstellen. Bei Kenntnis der Kammerorien-
tierung kann aus A R auch der radial zum Bildnadir liegende Abstand A c
zwischen dem (photographischen) Bild pe und dem perspektiven Bildpunkt
pc berechnet werden.

Bezeichnet a den Normalabstand des Punktes P vom Einfall-
strahl OPf , so bestehen nach Abb. 1 die Beziehungen: ’

PPE sin (o - B) PPE =

[\
"

(12)
a= tcosx (tgox - tg B)

Fiir den Normalabstand a° des perspektiven Bildes P¢ von OFF gilt aus
grinden der Ahnlichkeit

h+t ~ 8 (1v)

und aus ( la,b) 1ldB8t sich AR berechnen. Es ist

c

a
LR = (1)

oder, wenn beachtet wird, daB nach dem Brechungsgesetez die Beziehungen

tg B = %9— B w = Vn2 + (n2 - 1) 1:320( (14)

gelten, schlieBlich:

AR= FHB L g - 1), (2)

Nun soll der Winkel A X bestimmt werden, welchen der Einfallstrahl 0Pt
mit dem perspektiven OP® = OP einschlieBt. Nach Abb. 1 bestehen die
Beziehungen :

c.
tgACX = —_’——a—.__—$
0P - pFaC
E h c DELC c )
[0)4 = Sosx ? a” =AR cosx ;3 P°A” = a° tgx

und aus diesen folgt:



2
_ AR cos®x
tg A x “ h~-ARsin X - cos &X (3)
Mit Hilfe dieses Winkels 1dB8t sich nun die Verschiebung des Bildpunktes be-
rechnen (Abb.2). Sind (xnyn) die Bildkoordinaten des Nadirpunktes n und
(x y) die des Bildpunktes pe und f die Bildweite, so kdnnen hieraus die

Strecken 1 p € _c und O ho) € _ p berechnet werden:
¢ = Vx-xy)? + (5-v)% 5 »= Vfé +x% 4 52 (4a)

Aus dem Dreieck n O pe (Abb. 2) folgt
sin € = % sin (4b)

und damit 148t sich aus dem Dreieck O pc pe schlieBlich A c¢ ermitteln.

gin A &
Aec=p gin(X + € = AX) (4c)

Mit Hilfe der Pormeln (2),(3),(4) kann zu jedem Bildpunkt p® sein per-
spektives Bild pc bestimmt, also die Abbildung auf eine perspektive zu-
riickgefithrt werden.

Fiir theoretische fjberlegungen ist es zweckmiRig, diese Trans-
formation nicht in der Bildebene, sondern in 9 durchzufiihren, well dadurch
die erhaltenen Formeln von den umfangreichen Relationen (4) zwischen den
Punkten von T und ihrer Perspektive befreit werden.

Aus (2) kann auch der Abstand A t des Zaar'schen Brechungs-
bildes Q von P abgeleitet werden. Wie aus Abb. 1 zu ersehen, ist

. at - gEget(1-d 5

in Ubereinstimmung mit dem von Zaar in [1] auf anderem Weg abgeleiteten
Betrag.

Nun soll die Abbildung eines beliebigen, ganz im zweiten Me-
dium gelegenen Objektes untersucht werden. Zu diesem‘ Zweck werden Zylinder-
koordinaten mit dem Ursprung N in @ eingefiihrt, so daB jeder Punkt durch
seinen Normalstand r von der Geraden h =[0.l ], dem Winkel ¢ dessel-
ben mit einer willkiirlich gewdhlten Null (Lot)-ebene durch h und seine
Tiefe t gegeben wird (Abb.3). Einem Punkt P (r, P t) entspricht in
9T das perspektive Bild P (Rc @ ), wobei der Radiusvektor aus

R® = I T oder Rc‘zr-ﬁ- =r - ABRC (6a)
. \

zu berechnen ist, und das Einfallsbild PF (R, ¢ ) fiir welches

R= R+ AR="r-A B® + AR, (6b)



oder nach Einsetzen von (2) schlieBlich folgt:
h r t 1
R= 555 [1+ & e - 3] (6c)

Darin muB8 noch < durch die Ausgangskoordinaten und h ausgedriickt wer-
den, was mit Hilfe der Beziehung

r = htgox + t tg B8 n

erfolgen kann. Es ergibt sich fiir den Winkel < eine Gleichung 4. Grades
(siehe [1] ), von deren Wurzeln aber offensichtlich nur eine einzige als
praktische Losung in Frage kommt und durch schrittweise Verbesserung einer
Nzherung bestimmt werden soll. Zu diesem Zweck wird (7) mit Hilfe von (14)
umgeformt:

tg ¢ = —E——————T—= £ (w) (8a)

v = Vnz + (0% -1) tfx = g (x) . (8b)

Eine Ngherung o¢, wird entweder graphisch mit dem von Zaar in [1] vor-
geschlagenen Gerdt oder aus

tgcxy, = % (8c)

bestimmt und aus dieser der Reihe_nach

w, =g (uo)—btg ' = f (Wo)

w' =g kt.'x')—»tg " = f (w') usw. (8d)

berechnet, bis tg o<(n) geniligende Genasuigkeit besitzt. Dies ist dann der
Fall, wenn sich bei Wiederholung des Verfahrens die letzte der geforderten
Dezimalstellen von tgo nicht mehr ¥ndert. Das Verfahren konvergiert im.
allgemeinen rasch und fiithrt fir o < 40° in der Regel ohne viel Rechenauf-
wand schon nach einmaliger Wiederholung zum Ziel. Z2.B. folgt fir h = 100 m,
t=10m r = 61,902 m

™ tg
o, |1,398 0,61902
o' 1,386 0,57770
x -~ 0,57735 o = 30°.

Unter Umst@ndéen ist es von Vorteil nach Bestimmung von 'tg o' Differen-
tialformeln zu benutzen. Bezeichnen

dth(O = tg X' - tgx ,



— (nl - tg X _ 3t tg ox .2
Cw = (n 1) e , Cx = T (—L') s (9a)
80 ergeben sich der Reihe nach die Verbesserungen .
d g0’ = CwoCor d tBX, 5 d tgox = Co Cor d tg X"
usw. (9b)

und der gesuchte Wert ist

n

tgX = tg X+ 2 dtgex - (9¢)

Diesea'Verfahren ist dann bequem, wenn die Koeffizienten C als konstant
angesehen werden konnen, also bei Vorliegen einer guten Ndherung. In dem
obigen Beispiel ergibt sich: '

Cy Coc Cy Co a tg x
«, |0,305 -.0,04132
" «’ |0,288 0,028 0,0856 - 35
x” 0

- 0,04167 + tg X, = 0,57735

Aus (6a,c) folgt, daB die Beziehung zwischen dem perspektivem
Bild P° und dem Einfallsbild P° auch als zentrische Punktverwandt-
schaft angesehen werden kann. Zentrum ist der Nadirpunkt N und fiir die
Abstdnde entsprechender Punkte PE, P° von N folgt wegen R® = n tgoc:

R AR _ % _ a1
'?c—l+—§zz——1+h+t (1 W)

l (10a)

B c
we Yn? - @2 -1 (B2
Dieses ist vom Abstand R und der Tiefe t abhéngig. Ebenso besteht
zwischen P® und dem Grundrif P° (r,@ ) eine solche Verwandtschafi. In

diesem Fall wird mit r - R = Ar , wegen der Beziehungen (S.Abb.1)

Ar "R _
Fa— 3 =T,R..htg0(

und (5) das Abstandsverhdltnis

hw (10b)

2. Nédherungsformeln fiir Aufnahmen von unter Wasser liegenden Objekten.

Bei den fiir hydrographische Zwecke erforderlichen Aufnahmen
von Objekten, welche unter der Wasseroberfldche liegen, betrdgt die Sicht-



tiefe im allgemeinen nicht mehr als 10 m. Dagegen werden Aufnahmehthen
von mehr als 1000 m gefordert (siehe [1], (2] ), so daB das Verhdltnis
t:h in diesem Fall immer klein ist. Da auBerdem Senkrechtaufnahmen und
norfial gedffnete Kammern ( 2x<60°) verlangt werden, ist wegen n = 1,3

- - tg°x £ 0,1,

kann auch der Wurzelausdruck w von (8) in eine Reihe entwickelt werden.
Fir die den Anforderungen der Praxis reichlich geniligenden Genauigkeits-
forderung von£1% im Winkel ,¥5 cm in den Abstidnden und der Tiefe, so-
wie lo~™* 1in den Abstandsverhéltnissen kénnen wegen der aus den Annahmen
folgenden Beziehungen

2
t < _n%=1 . X <
L2000 x=B5l . Iz0,;3

in den Reihenentwicklungen die Glieder 2.0rdnung in t:h wund die Glieder
3. Ordnung in x vernachlédssigt werden. Es gelten somit flir den gesamten
Abbildungsbereich die gentigend genauen Formeln:

2
- n® -1 2
W=D+ o tg°
(11a)
= L R S
tgx = 5 (1= 5% ¢ )
AR = £t
(11v)
_.n-=-1 T .n+l Tt n+1  r2
AR = n 'y [1 n n't 2 02 (TT) ]
n
R n-1l % t n+l Ry2
R P + @9
RS n h[ h 2 n h ]
(11¢)
2
r . 5 _ n° -1 R )2
' = 1+ o hn [1 2 n2 (j;) ]
n -1 n+ 1 ry 2
Lt =ZF—= ¢ [1*'2—:2- ) ] (114)

Um eine Vorstellung von der GrdB8enordnung der einzelnen der Reihe'nach mit
8. 82, 83 bezeichneten Glieder der 2, Gleichung (11b) zu geben, werden
diese fir t =10 m, h = 1000 m, n = 1,3 =zahlenm#Big berechnet:

AR=31+82+33



o ¢ ‘ 5% &> &3 AR
0° | 0,00m 0,00m 0,00m 0,00m
10 0,41 - 1 1 41
20 0,85 - 1 7 92
30 1,30 - 2 . 30 1,60

Hieraus ist zu erseheh, daB die Gesamtverschiebung klein ist und insbe-
sonders der EinfluB8 von 85 fast nicht bemerkbar wird, hingegen nimmt der
von gz bei griBerem X beachtlich zu.

Nun so0ll die Gleichung des Einfallbildes einer Geraden g be-
stimmt werden. Bézeichnet T, den Abstand des Grundrisses g’ (in )
von N, t, die Tiefe des zugehtrigen FuBpunktes S, J den Neigungswinkel

von g (gegen T ) und ¢ den von T, an gezdhlten Polarwinkel, so ist

9 . = - N
r = i b=t -1, tgge- tegy (12)

die Gleichung der gegebenen Geraden in Zylinderkoordinaten (Abb.4).
Durch Einsetzen in (11b) ergibt sich

2
r
A R® cosQ = AROC-——%— tgaﬁ - tgg
AR 2 T
AR cosy = AR, - tgg tegy [ro to ‘LEL * (To_)Z] +
o n

2 r
* tgch nn21 (Tg)a (2111 To ¥ - To tg23b) -

Darin bedeuten ARO ’ AR°° die zum LotfuBpunkt S gehdrigen Werte, welche
durch Einsetzen von to s Tq in (11b) erhalten werden. Nun wird ein recht-
winkeliges Koordinatensystem mit dem Ursprung in N und NS als x-Achse
eingefihrt (Abb.4), so daB '

x
y

R cosg
R sing + = tey . ' (13)

Unter Beachtung der durch (6b) und (12) gegebenen Beziehung folgt hieraus
und (11b) als Gleichung des Einfallbildes gf :

2 3
55 ($)° rx (3 (14a)

k =R = T, ?AROC +‘ ARO (14b)



2_ r ~
ky = - teg [ro( to +_ﬁg)' B;Tl' % (712)2]
221 (Foy2 r 2
k, = nnz E)° FHx 2 to -t o) -~ (14b)
2 _ 4, Ty )d
by = - () m ey |

Ist p= 0, also g parallel T, so verschwinden die Koeffi-
zienten kl und k3 und es folgt die einfache Gleichung:

2 r
x = Ry + 2% ('%)3 "o(‘:’;‘)z (14¢)

Diese kann noch vereinfacht werden. Da k2 im allgemeinen gegentiber ko
sehr klein ist, kann im Glied 2. Ordnung fiir x = Ro =T, gesetzt werden
und es ergibt sich in erster Ndherung die Parabel:

2 r t
n--1 . [o] 0 y2 A (14d)

*= ,Ro * 2 n3 h3

Diese ist symmetrisch zur x-Achse, also zu der zu g' normalen Lotebene

und ihr Scheitel ist um A Ro vom perspektivem Bild des LotfuBpunktes ver-

schoben. Der Abstand der Parabelpunkte von der parallel zu g' verlaufen-

den Scheiteltangente wird durch das guadratische Glied in (14d4) gegeben.
Rir t = 10m, h = 1000m und r = 580m ( o = 30°) folgt

AR®=58m, AR =1,60m, k,=0,91-10"°

und als Gleichung des Einfallbildes:
2 = 575,80 + 0,91 . y° km.

Die Ausbiegung der Parabel ist bei dieser Amnanme sehr gering, die Parallel-
verschiebung des Bildes gegeniiber dem perspektiven Bild dagegen beachtliche=n
Bei Senkrechtaufnahmen mit f = 0,2 m wiirde die Verschiebung am Bildrand
etwa 0,3 mm, die Ausbiegung etwa C,07 mm betragen, also immerhin noch be-
merkt werden, wenn bedacht wird, da8 die photogrammetrische MeBSgenauigkeit
etwa 0,02 mm betridgt.

Denkt man sich g in der Lotebene von 0° bis 90° verandert,
80 dreht sich das Einfallsbild um den Schnittpunkt von g mit iU . Ist
schlieBlich g normal T, so wird r = T, und das Einfallsbild f£#11t in
den Radiusvektor ¢ =0 .

3. Optische Transformation des Einfallbildes in eine Perspektive.

Fir die optische Transformation des Einfallbildes und der



Aufnehme bestehen zwei Moglichkeiten: Die zusdtzliche Einschaltung eines
optischen Systemes in den Strahlengang bei der Aufnahme oder Auswertung
und die Anderung des AuswertemaBstabes entsprechend der nach (410) bestehen-
den Verwandtschaft.

a. Transformation durch ein optisches Zusaizsystem.

Die Abweichung des Einfallbildes PE  von der Perspektive P°
kann durch die als auf der Objektseite liegende Planplatte von der Dicke
t auffassbare Schicht des zweiten Mediums {iber P entstanden gedacht wer-
den. Es liegt daher der Gedanke nahe, diese Abweichung durch eine entsprech-
ende,hinter das Objektiv geschaltete Planplatte oder Linse, welche psrallel zu
7T liegt, zu kompensieren (Abb.5),

Bezeichnet np den Brechungsquotienten einer solchen Planplette
von der Dicke d , so ist die parallel @ liegende EKomponente der hierdurch
erzeugten Verschiebung bekanntlich (siehe Formel (1) und (2))

= d t - tg 8 .
acy (tecx - tg 8,) (15)
Die entsprechende Komponente der durch das zweite Medium erzeugten Ver-
schiebung ist, wenn die Projektion von 55e auf h gleich f' gesetzt
wird, nach (2)

Ac =-%§— (tgox - tg 8) , (16)

wobel das negative Vorzeichen ausdrlicken soll, da8 die Richtung der Ver-
schietung nunmehr entgegengesetzt verldauft. Aus der EKompensationsforderung

Ac+ L&cp = 0 a7)

folgt eine Gleichung fiir die Dicke der Platte:

(18a)

Ist np =n, so wird d gleich der im BildmaBstab ausgedriickten Wassertiefe

£ °? (18b)

ein Ergebnis, das ohne weiteres verstdndlich ist. Fir n_<t n #ndert sich
die erforderliche Plattendicke mit dem Einfallswinkel. Bei Verwendung des in
Formel (1d) eingeftihrten Symboles w folgt aus (18a):

WW - W

1. b
d=--t-f (o) £ (x) =—————wpw_“,p . (18c)

Fiir die gebrauchlichen Glassorten

Crownglas n
Flintglas n

1,65
1,54



gilt die nachstehende Tabelle fur f (o) s

| « =0° 10° 20° 30° 40°
n=1,65 0,586 0,590 0,601 0,619 0,650
1,54 0,658 0,662 0,671 0,686 0,712

Daraus ist zu ersehen, daB die Anderung der Plattendicke d mit o sehr
gering ist und fir die Praxis in den meisten Fdllen fc = 0,60, fp = 0,67
gesetzt werden darf.

Piir kleine Anderungen dn = np - n besteht auch die Differen-
tialformel:

£ =1 - n én .
(o) we (w=1) cos? (184)

Das Bild eines parallel T liegenden ebenen Objektes (t= konst.) kann also
durch eine nach (18) ‘konstruierte Planplatte, welche zwischen Objektiwv und
Bildebene geschaltet wird, mit genligender Ndherung auf eine Perspektive zu-
rlickgefiihrt werden. Bel Objekten mit verdnderlicher Tiefe muB theoretisch
flir jede Tiefe eine eigene Platte benutzt werden; doch fiihrt praktisch die
Verwendung von Planplatten zum Ziel, welche fir mittlere Tiefen berechnet
sind. Hierzu muB jedoch untersucht werden, wie groB8 die vernachldssigten
Tiefenunterschiede sein dlirfen, damit nicht unzulédssige Fehler im Bild ent-
stehen. Aus

Ac:% (tgx - tg B) = £ (t, o)
folgt:
at < . i_é_c& .
zul = Ac (19a)

Wird darin ndherungsweise

.1 _ 1 n-21
AC——D—AR——D—n—'-ttgo(

gesetzt (S. (11b)),s0 ergibt sich:

< n . .
dtzul = g7 cotgxx - d A €l (19b)

Fir die MeBgenauigkeit d A Coul = 0,02 mm, n =1,3 folgt hieraus fir

die in Meter ausgedriickte Zonentiefe dz = 2 dt , innerhalb welcher auf eine
mittlere Tiefe korrigiert werden darf:

m 2%
(82,01 )" = Tooo 9%

(19¢)
dz, = 0,173 - cotg

Zur Yeranschaulichung der GroBS8enverhdltnisse werden die Tiefenzonen fir ver-
schiedene MaBstédbe nachstehend zusammengestellt.



o = 0° 10° 20° 30°

1 : 1000 oo 0,98m 0,47m 0,30m

5000 n 4,9 2,4 1,5
10000 n 9,8 4,8 3,0
15000 15,0 7,1 4,5
20000 " 20,0 9,5 6,0

Es zeigt sich, daB dz mit dem Einfallwinkel rasch abnimmt und fiir groSe
MaBstdbe bald unmaBgeblich klein wird. Daraus folgt, da8 die optische EKom-
pensation der durch das zweite Medium erzeugten Verschiebung mit einer ein-
zigen Planplatte bei groSen AufnahmemaB8stZben nur fiir etwa parallel T
liegende Objekte mit geringen Tiefenunterschieden méglich ist,

Die Korrektur kann aber auch nach erfolgter Aufnahme, bei der
Wiederherstellung des Aufnahmebiindels in einem Projektor erfolgen. Hierzu
werden eine oder mehrere, nach (18) zu bverechnenden Planplatten nun vor das
Objektiv geschaltet, wobel es gleichgiltig ist, an welcher Stelle des
Strahlenganges dies geschieht (Abb.6). Die Zahl V in (18) ist nunmehr die
MaBstabszahl des auszuwertenden Bildes, oder bei Verwendung von Doppelpro-
jektoren, die des erzeugten Modelles. Die zuldssigen Tiefenzonen konnen
wieder nach (19) berechnet werden. Fir die praktische Anwendung, wird man
bestimmte Aufnahmehthen und AuswertemaBstédbe festlegen und fir jeden
einen Plattensatz von 0,5 2z2u 0,5m Tiefe anfertigen. Da der Abstand, in
welchem die Platten angebracht werden, ohne Einfluss ist, 1848t sich durch
Eombination von 2 t solcher Platten eine Tiefe von t Xetern korri-
gieren. Die Ausmessung kann dann zonenweise erfolgen.

Pir die Montage der Planplatten ist es noch von Interesse zu
wissen, mit welcher Genauigkeit.die Planflédche parallel zu & gestellt wer-
den muB8, um unzuldssige Fehler zu vermeiden. Aus (18c) folgt

2 2

_ da - d 8 .
s e " d(coacx cos” B ) ’

wegen der aus dem Brechungsgesetz sich ergebenden Beziehung

n cos 8 = w cos H cosxX dX =ncos B4 8
folgt hieraus

2
dhc = — (1-2)ax. (20a)
w

cos "X

FirS$30 wird w entwickelt und es folgt fiir den noch zul#ssigen Be-
trag der Plattendrehung die Beziehung:

_ n 1 2, _ 3 msl 2 .
e (coa o - 32 einl ) 4A 4
(20b)

Bezeichnet dcxo den Betrag fiir V = 1000, t = 10 m, so kann dieser fr
verschiedene n und & tabelliert werden und es ist:



o V.
(@ 1) ° = Too0 (o)™ d o, (20¢)
o = | o° 10° 20° 30°
n=1,3 4,97 4,06 2,88 1,71
1,65 2,91 2,70 2,07 1,27
1,54 3,25 3,00 2,27 1,13

Z.B. sind fiir V = 25000 und t = 5 m die angegebenen Betrige zu ver-
finffachen.

' Als Ergebnis folgt: Bei anndhernd horizontal liegenden Objekten
mit geringen Tiefenunterschieden ist die optisché Kompensation mit den nach
(18) zu konstruierenden Planplatten schon wdhrend der Aufnahme praktisch
mglich. In allen iibrigen Fdllen kann sie bei der Auswertung durchgefiihrt
werden, wenn die Tiefen genshert bekannt sind. Da hierbei der Strahlengang
bei der Aufnahme wiederhergestellt wird, ergeben sich auch die richtigen
Tiefen, so daB sich das Verfahren auch fiir die rdumliche Auswertung eignet.
Die Auswertung erfolgt dann zonenweise unter Beachtung der in (19) ange-
gebenen zuldssigen Zonentiefen.

b. Transformation durch MaBstabdnderung.

Bezeichnet 1 : V. den AuswertemaBstab des Einfallbildes PF
so besitzt das perspektive Bild P® die MaBstabszahl

Ve =% " Ve = Vet AV, (21)

wobei R® ; R mnach (10) oder (1lc) =zu berechnen ist. Der MaBstabsinderung
A Vg entspricht eine Knderung der Auswertehche im Betrage von

Ahg = £ 'A\)E .

Wird in jedem Punkt Ug berechriet, so ergibt die in diesem MaB8stab durchge-
filhrte Auswertung zwar die richtige Lage von Pc, aber rnicht die richtige
Tiefe. Diese wird wohl verbessert, ist aber noch um

$' = t - Ah,

von der wahren Tiefe verschieden (siehe Abb.7). ‘

' Das Yerfahren wird daher nur dann Anwendung finden, wenn ledig-
lich GrundriBlagen zu bestimmen sind, also bei Entzerrungen. In diesem Fall
wird aber zweckm@Big die Korrektion gieich so erfolgen, daB sich aus dem
Einfallbild ummittelbar der GrundriB P* ergibvt, ohne erst die Perspektive
P° bestimmen zu missen. Der Tiefenfehler wird dabei offenmsichtlich gleich
der Tiefe selbst. )

Kach (10b) ist die Ainderung der MaBstabszahl beim Ubergang von:
PE  aur P° '



R “ hw (22a)

oder nach Entwicklung des Wurzelansdruckes:

2
= g5 [1- —2—: o ('%)2] . (22b)

n
Der erhaltene Ausdruck (22a) ist gleich der aus der Ein-Medien-Photogramme-
trie bekannten Formel fiir die durch einen Hthenunterschied A h = - t ge-
geniiber der Auswerteebene T erzeugte MaBstabsinderung, wenn an Stelle von
h der Betrag (hw) gesetzt wird. Es gelten daher auch die in der Ein-
Medien-Photogrammetrie bestehenden Formeln fiir die zonenweise Entzerrung
hiigeliegen Geldndes, wenn T als Entzerrungsebene gewidhlt und an Stelle von
h die fingierte Hthe ( h w ) = h' eingefiihrt wird. Bei normal gedffneten
Kammern kann noch ndherungsweise w = n, also h' = (h n) gesetzt werden.

Als Frgebnis folgt: Durch Anderung des MaB8stabes kann das Fin-

fallsbild unmittelbar auf den GrundriB zuriickgefiihrt werden. Es gelten dabei
die fiir die Entzerrung hiigeligen Gelédndes in der Ein-Medien-Photogrammetrie
abgeleiteten Pormeln, wenn die fingierte Héhe (wh) = h' eingefiihrt wird.

II. ORIENTIERUNG VON FINZELAUFNAHMEN.
(R&umlicher Riickwdrtsschnitt).

1. Allgemeine LOsung.

Die Orientierung einer Aufnahme hat die Ermittlung der Aufnahme-
daten (Ort und Lage der Aufnahmekammer im Augenblick der Aufnahme) zum Ziel.
Sie kann aus dem Bildinhalt erfolgen, wenn neben der inneren Orientierung
der Eammer (Bildhauptpunkt und Bildweite) noch die Raumlage einer Anzahl
von PaBpunkten bekannt ist.

Um festzustellen, wie groB8 die Anzahl sein muB8, wird der Winkel

€ 12 betrachtet, den die nach 2 PaBpunkten Pl P2 zielenden Einfalls-
strahlen bilden (Abb.8). Dieser Winkel kann aus dem Bildinhalt (bei bekannter
inneren Orientierung) bestimmt und auch als Funktion der Koordinaten der
PaBpunkte und der Orientierungsunbekannten (EKoordinaten des Aufnsbmezentrums
oder Lage des Nadirpumktesim Bild und Hohe) dargestellt werden. Durch Gleich-
setzen der beiden Ausdriicke folgt eine Bedingungsgleichung fiir die Unbe-
kannten.

Der Betrachtung wird ein Koordinatensystem zu Grunde gelegt,
dessen Ursprung in N 1liegt und dessen X-,Y-Achsen in T 1liegen. Aus den
Koordinaten (§ n h) des gesuchten Aufnahmeortes O und der von P;

( x,y t) 148t sich nach I ,1, (8) der Einfallswinkel o als Funktion
dieser Werte darstellen:

x = f (§'Z h, X; Y; % ) (i=1,2)

Auch die Projektion Eéﬂ von Etz auf die brechende Ebene kann durch diese
Werte ausgedriickt werden.



¢ -
. i~
8’12=?2 -9 tg 9; = Xi-_‘;

Aus o< und E,;,z folgt wiederum £, und zwar gilt nach Abb. 8 die Be-
ziehung:

cog £ 12 = ‘coeocl coscx, + eino<:L aino<2 cos £ 12
oder nach dem vorherigen:
cos €., = F(§ ] b, L%, T1¥,, %, %,). (1a)

Anderseits 1dB8t sich £,,aus den Bildkoordinaten XYy und der Bildweite
f berechnen. Bezeichnet €4, die orthgonale Projektion von £,, auf die
Bildebene, so ist (Abb. 9 )

: Jq
€M =0,- 0y te O3 ==
W/ 2 2 ; 583
8y = X{+ Yy tg )y = f_
i ”
cos 512 = cosq oOOBp, + sianl sindﬁz cos 612 (1b)

Aus (la) (1b) folgt eine Bedingungsgleichung fiir die EKoordinaten (f n n)
des Aufnahmeortes 0O .

Q12 (§ 1 B LyXps N)Tp, tyty XY5,¥97p,8) =0 (2e)

Da zur Bestimmung von £ /) h drei Gleichungen (1c) erforderlieh sind, z.B.
noch @ 23= 0 und @31 =0 , 80 gilt wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie
der Satz:

Die Orientierung einer einzelnen Aufnahme, kann in der Zwei-Medien
Photogrammetrie theoretisch durchgefiihrt werden, wer,lh drei PaBpunkte und
die innere Orientierung der Aufnahme bekannt sind. Die so bestimmte Aufga-
be hat jedoch mehrere Losungen. Eine eindeutige Losung ist erst bei mehr
als 3 PaBpunkten oder bei Kenntnis einer N&herung fiur die Losung mdglich.
Aber die zahlenmdBige Berechnung 1d8t sich erst bei Vorliegen einer Ndher-
ung durchfiihren, da schon die Ermittlung der Einfallswinkel & auf prak-
tisch nicht zu bewdltigende Gleichung 4. Grades fiihrt (s. I (1)) .

2. Losung mit Ndherungswerten.

Mit Hilfe von Ngherungswerten lassen sich aus den Differential-
gleichungen der Aufgabe lineare Gleichungssysteme fir die Verbesserungen
der Unbekannten angeben. Die Herleitung der Systeme konnte aus den Gleich-
ungen (1) erfolgen; es erweist sich jedoch zweckmdBiger der Ableitung eine
andere Betrachtungsweise zu Grunde zu legen. Denkt man sich m&mlich die



PaBpunkte P durch die Brechungspunkte Q ersetzt (s.I 1), so wird die
Aufgabe auf den Ruckwidrtsschnitt der Ein-Medien-Photogrammetrie zurickge-
fihrt. Allerdings sind die Tiefen T von Q

P(XY%), Q(xyr = &y

wegen w?

= n2 + (n2 -1) tgza Funktionen des gesuchten Ortes, doch folgen
aus den bekannten N#herungen fiir diesen auch NzZherungen To, also gen#herte

Brechungspunkte Qo' Tie aus den Niherungen O, Q10 o Q30 gebildete Pyre-

mide wird im allgemeinen nicht mit der aus den Bildkoordinaten x,y und

f sich ergebenden (wahren) Pyramide iibereinstimmen, so daB8 sich Unterschie-

de

€ 1, =&~y

in den Kantenwinkeln ergeben. Die Naherunrgswerte §° Mo ho oder X,
n h0 werden nun 80 verbessert, daB8 diese Unterschiede verschwinden.
Im Folgenden werden die Differentialformeln fiir die Verbesserung

des Aufnahmewertes und des Bildhauptpunktes angegeben.

a) Differentialformeln fiir d§ . dQ, dh .
Zur Bestimmung der Formeln wird erst die Anderung d T der Tiefe
T von Q mit d§ N d?, d h und hierauf der Zusammenhang dieser GréBen
mit d4& untersucht.
al) Anderung 4 T
Wie aus Abb. 1 ersichtlich, besteht die Beziehung
(h+T) tgx = v , (2a)
aus welcher durch Differenzieren
(dh + aT) tgx + (h + T) dtgx-dr = O (2v)
folgt. Aus den Gleichungen

1= 1, - @-g)2+@-n)?

lassen sich die in (2b) auftretenden Differentiale 4 tgox , dr als
Funktion von df, dlz s dh wie folgt darstellen:

2

X- Y-n

A tgXx = - —2 — 3dT.dr = X% e - IRy (2¢)
T(na-l) tg T é T

Durch Einsetzen dieser Gleichungen in (2b) folgt der gesuchte Zusammenhang
zwischen Tiefeninderung von Q und Anderung des Aufnahmeortes.



dT = A" d§ +B'dp +C'dh (3a)
A' = ["‘g‘_—‘é‘
2 ,
. - T (n° ~1) 1t
B' = Lu_Y_r’Z- M = (n )_tex (50)

w" h + n®. T

CV

[

(u tg o
32) Anderung 4d& .

Bezeichnet 9 die Strecke O Qi , also 612 den von 93 9
eingeschlossenen Winkel und e1o die 612 im Dreieck Ql Q2 O gegen-
dberliegende Seite, so besteht die Gleichung (Abb. 8 )

e, = q12 + q22 -2aq q, cos £ 12 (4a)
und aus dieser folgend die Differentialgleichung:

e1p deyp = (a1-apc08€ ;) day- (a,m9)c08E€,,) day-ayapein€, a4, = 0

(4v)
Mittels der Beziehungen
g?= (5 -8)2 ¢ (x -p)f+(r+1)? 5 121,23
."‘122 (% -x) %+ (1, 1) % (1 - 1y) ? (52)

lassen sich die Differentiale d e , d q als lineare Funktionen von d§ ,
drz , dh darstellen:

éi dq; = - (x4 -§) ag - (yy -n) anp + (h+Ti)(dh+dTi) o

e1p deyp = (T1-T,) (a; - a1y) .

Diese Gleichungen und (3) in (4b) eingesetzt ergeben die gesuchte Be-
ziehung: '

A12 d% + 312 dlz +C12 dh+F12d12=O, (6)

deren Koeffizienten aus dem folgendem Gleichungssystem zu berechnen sind:
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Ay, =879 c08 € 4,

A9,y = 9,-0, co8 & _ _
21 = 97% 12 Ax = X -¢
A DYy = Y -p (7a)
Tho=1 -7 An, = h+1y
1
ATy = T, -1
AX
1 A X
A”IZ -—"Aqlz—qT Aq21 — 2
%
Ay, AY
" - -
By == A9, 3 Aty g
Ao Bm A,
cn = Qy 5=  + q.
12 12 q 21 o, (7v)
An,
Dyp = AT, + Agy, g
An,
B, = AT12 + Aq21 5
A1p = A" + Dyp A+ Epp Ay
Byp = B"5 + Dyp By' + Eqp B!
(7e)

*

L
C12=C12+ D12 01" + B G

F12 =q q sin512

Fir die praktische Rechnung werden mit §° N '20 s ho und den Koordinaten
X,Y,t der PaBpunkte P,,P, erst nach I,1, (8), Ndherungen O 5 Wy
und T = Tto' berechnet. Diese in Gleichung (5b) eingesetzt, ergeben
Ndherungen fir gq , e, mit welchen in (7) einzugehen ist.

Zur Ermittlung des Absolutgliedes F d€ = W wird entweder

nach (4a)
2
1 Y0 220 ) € 120
cos & = 5 (—— + | - e
120 = 2 {9y, 910 95 92 (8a)

und nach (1b) cos &12 berechnet, hierauf die Differenz
d cos &€ 12 = cos E 1o — co8 [ 120 (8b)
und aus dieser

12 = Fp @€ 15 == Qp Ay, d COBE (8e)
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gebildet, oder dieser Wert aus der Differenz der sich aus den Koordinaten
X,Y, T von Qlo Q20 und aus. dem Dreieck (qlo D 512) ergebenden Seiten
e. abgeleltet Nach (4a) ist

2 =
de;,° =2 gy a, 8ing 4, a€ 15, = 2 F12 e€.5
8o daB die nachstehende Beziehung besteht:

I d 2
W12 = 5 “%2° _ (9)

2 _ /y 2 2 Loy 2 2 2
deq, =(x2-xl) +(Y2-Y1) +(T10-12°) -(q_lo+q 202916900 °°"512)

Zu demselben Ergebmnis (6),(7) fihrt auch die folgende Betrach-
tung: Gleichung (4a) stellt eine Bedingung fiir § = §o+ dé s D= N, +d?,
h = ho + dh dar: ’

F(g 7 B) = ep° - o'~ a0 +29 g c08€ 3, = 0 (10)

Die Funktion F , welche den Ort aller Punkte O definiert, aus welchen

die beiden Punkte P1 9 P2 unter dem gleichen Winkel 612 gesehen werden,
wird zwar durch die N&herung §°, o s ho nicht genau erfiillt sein;
gsie kann aber in der Umgebung der hiedurch bestimmten Stelle wie folgt

entwickelt werden:

F(§'2 k) =F(§o Mo ho)+ dF(§o7o ho>=°

OF OF JF (11)
aF = 3350 d)e+a?° dp + §F an .

Ein Vergleich Aer mit den linearen Gliedern abgebrochenen Entwicklung (11)
mit den Formeln (4),(6),(7) zeigt das Bestehen der Beziehungen (12) :

2
F ($0 70 hy) = dejp = 2 ¥
' (12)
OF, JE, JF,
a; =2h2 3, = P2z 9r <% %2

d.h. Gleichung (1lla) ist identisch der mit 2 multiplizierten Gleichung (6).

a3) Bestimmung von d§ s dQ s dh

Irgend 2 PaBpunkte Pl’Pz geben AnlaB zu einer Gleichung (6).
Zur Bestimmung der 3 Unbekannten df ,d7 ,dh werden 3 solche Gleichungen
bendtigt, welche aus 3 PaBpunkten ]?1,]?’2,133 hergeleitet werden kOnnen.

Aik d§ +BikdI) +Cikdh+wik=0
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ik = 12, 23, 31 13)

Die Roeffizienten A, B, C, W 1lassen sich nach (7) bestimmen, wenn da-
rin fiir die Indizes 1 und 2 die Indizes i,k eingeftihrt werden. Die
verbesserten Koordinaten des Aufnahmeortes sind

f:=§0+d§’ n = rzo+drz,h=h°+dh.

Liegen mehr als 3 PaBpunkte vor, so ergibt (12) ein {iberbe-
stimmtes Gleichungssystem, dessen Ausgleichung nach der Forderung erfol-
gen miiBte, die Quadratsumme der verbleibenden Bildkoordinatenfehler mog-
lichst klein zu erhalten. Fir die Praxis wird indessen die Ausgleichung
nach der eine wesentlich einfachere Rechnung ermdglichenden Forderung

. [vw2] = . Min

ein geniigend genaues Ergebnis liefern.

Bemerkt sei noch, da8 n PaBpunkte nur zu n ,Fehlergleichun-
gen" (6) AnlaB geben, da von den (%) moglichen Winkeln € lediglich n
voneinander unabhérngig sind.

a"t) Bestimmung der N&herungswerte.

Bei Luftaufnahmen wird zwar die Aufnahmehthe h in der Regel
bekannt sein, nicht aber die Lage des Aufnahmeortes. Dafiir kann aue Hilfs-
einrichtungen (mitphotographierte kiinstliche Horizonte, Libellen) eine
Ndherungslage fiir den Bildnadir angegeben werden, aus welchen sich §°, Ro
in einfacher Weise rechnerisch ermitteln lassen.

Bezeichnen X1 ¥n die Bildkoordinaten des Nadirpunktes n,

G n den Richtungswinkei geiner Polarstrahlen (h n) und die Nadirdis-
tanz, so bestehen die Beziehungen (Abb. 9) :

X,
. n N Ry
tg Sn= —}7; tgy = F/*n + ¥n (14)
f = Bildweite .
Aus Gp o VY 1&aB8t sich deif Einfallswinkel o« des nach dem Bildpunkt p'E

(x y) ziehenden Strahles ermitteln. Der Richtungswinkel 6 von (h p®) und
der Winkel J* zwischen Lot und Bildachse sind durch die Gleichungen

x 1 2 2
tg G = T s tg d" = —r— X +y (15a)
bestimmt und,wie aus Abb. 10 zu ersehen, gilt die Beziehung:

coscx = cosV cosy + 8inV sin y cos (6 - G'n) . (15v)

Aus ¢ folgt w? = n? 4+ (a? - 1) tg20< und die Tiefe

(15¢)
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des Brechungspunktes Q von P , sowie die orthogonale Projektion
r = 0P von OP auf die brechende Ebene T :

r= (h+7T) tgx . (154)

Die Projektion O' auf U kann nun durch Bogenschnitt aus Pi' (Xi,Yi)

und Ty festgelegt werden.lDas Vorhandensein von 3 Punkten P macht die
an sich zweideutige Aufgabe eindeutig und gestattet auBerdem eine einfache-
re Rechnung und Kontrolle.

Erfolgt die Bestimmung von O' graphisch, so ergeben sich 3
Kreisbogen, welche zufolge der benutzten Ndherungen nicht durch einen Punkt
gehen, sondern ein Fehlerdreieck bilden werden.

Fir_die Rechnung werden zweckm#éBig @us den 3 Gleichungen

(5, -§)2+ (s -0)% = =% (1-123)
die beiden linearen Gleichungen

b4

1

(21 -%)8 + (11 -7Y)2 12

(2 - %) + (W -%3)p 13 (16)
Ky = 3 [(Xel -1 (P - 1) - (P - rf)]

abgeleitet. Wird in das System (14),(15),(16) mit den Ndherungen X1019n0
eingegangen, so folgen hieraus die Ndherungen §C)’70 fiir den Aufnahmeort.
Unter Umstdnden ist es aber vorteilhaft, die gegebenen Ndherungs-
werte fiir Nadirpunkte und Hdhe unmittelbar, ohne erst den Aufnahmeort zu
bestimmen, zu verbessern. Die Formeln hierfiir werden im folgenden Abschnitt

abgeleitet.

K

b) Differentialformeln fiir dv, d S dh .

Da sich Ndéherungswerte fiir Nadirpunkt und Aufnahmehthe technisch
leicht beschaffen lassen, kommt den direkt zur Verbesserung dieser ¥erte
dienenden Formeln auch praktische Bedeutung zu. Zur Herleitung solcher
Formeln, in welchen aus rechnerischen Griinden V und G'n als Koordinaten
des Nadirpunktes eingefiihrt werden, wird Gleicbung (10) benutzt, aus wel-
cher nunmehr eine Funktion von v , 6}1, h foigt:

F (v o,b) = (%, -%) 2+ (v, -1y)% + (13-1,) 2 -
- (°~§*P22‘2‘11‘12 cos €,,) = 0 .

Die Entwicklung an der Naherungsstelle (V, G ho) ergibt

F (v, Gpo Bo) +aF (Yo Sno h°)=o, (17a)



worin filir
aF = 2 (e); ey, = Dayy dgy - Aty dgp) (17v)
zu setzen ist. Um de, dq &als Funktion von 4V ,d C n dh darstellen

zu konnen,wird erst die durch dv , dGn bedingte Anderung des Einfalls-
winkel o untersucht.

bl) Knderung d cosox , d g, de.

Die Differentation der Gleichung (15b) ergibt die Beziehung
zwischen dv, d G n und d cos x .

dcosx = Edv + J—BdGn

E' = - ginvcos § + cos V &in y cos (G - G,) (18)
B' =

sin Vv sin(rein (G-sn) .

Aus der Gleichung

- 1 t 1
a=(a+1) cos x (h+T)coscx

folgen wegen der nach I ,1,(8) bestehenden Beziehung

nz-l

dw = —1—3 - dcos x :
w co8”" &x

1 d cos & 4
dq:coscx’dh'coszcx\ h + o )

und nach Einsetzen von (18) das System:

dg = A"-dv +B". 4 5 + C".an,
I" =Iv?,
- = (19)
B =B'¢,
. 1 t
& 1 = - h +—=).
cr cos x P coslex ( W )

wird in die 2. der Gleichungen (5b) die aus (15c) folgende Differential-
gleichung

2
n- -1
= 3 d cos o

W ocoB” X

4aT

]
4

eingefiihrt, so ergibt sich fiir die Anderung de; , :
9’
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—m =1

e., dey, = A dv+}312d6*,
12 %12 = A12 n (20)
Ko = (=m) (R T - T, Ty, »

T =-t2 =1 .
_ - - Y3
Bip = (11-Tp) (B0 T 1 -5 T 5)s (w cose)

b2) Bestimmung von dv ,d¢& ., dh .

Aus (17), (19), (20) folgt eine lineare Gleichung ftir 4 v ,

d()‘n, dh .

— - —1

(21)

2 1
Wip = ?, =5 F (Vg Gpe» )

rof

Darin sind alle Koeffizienten mit den aus Vor Gpo 3 ho folgenden Ngherun-
gen fir x, @ und e 2zu berechnen und fiir A q die Ausdriicke (7a) zu
verwenden. (Reihenfolge der Formeln: (14),(15a),(18),(19),(20),(21).

Die Verbesserungen dV,dG,, db kinnen aus 3 Gleichungen (21),
also aus 3 PaBpunkten bestimmt werden. i )
gy 4v + By, d6 + Ty dh+ Wiy = 0
, (22)

ik = 12, 23, 31.

Die EKoeffizienten sind hierin nach dem obigen Formelsystem zu bilden, wo-
bei die Indizes i,k an Stelle von 1,2 2zu setzen sind.

Sind mehr als 3 PaBpunkte gegeben, so wird wie in a) das sich
ergebende {iberbestimmte System (22) zweckm#Big nach der Forderung

[V2 W] = Min

ausgeglichen.

c) Senkrechtaufnahmen.

¥Wird als Senkrechtaufnahme eine Aufnahme bezeichnet, deren
Achse orthogonal zur brechenden Ebene 7T liegt, 80 fdllt bei solchen Auf-
nahmen der Nadirpunkt mit dem Bildhauptpunkt zusammen. Es wird daher
V =0, sowie S unbestimmt und das a.ngegebene_Gleichungseys'tqm ver-
sagt ( A wird unbestimmt und B = O ) . Bei gentherten Senkrechtaufnahmen
muB also das in a) abgeleitete System benutzt werden; wobei wegen Vo = 0
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“sich noch Vereinfachungen ergeben. So folgh aus (15a,b,c)

X, = 4= arc tg (—%—Vx2+}'2) ’

o und schlieBlich § 0 ?o nach (15d) und (16) ein-
fach berechnet werden kdnnen.

so da8 w_,T,,T

3. Gefzhrlicher Ort.

Wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie besitzt auch der Riick-
wartsschnitt der Zwei-Medien-Photogrammetrie einen geféhflichen Ort 2. Art.

Ein solcher liegt vor, wenn im linearen System (12) oder (22a)
die Gleichungsdeterminante verschwindet, also die Bestimmung der Verbesser-
ungen nicht mdglich ist. Wegen der nach (11) bestehenden Beziehungen besagt
diese Bedingung, daB die Normalen auf die 3 durch’ Fik =0 (ik = 12, 23,
31) bestimmten Fldchen in den Punkten des Ortes in einer Ebene liegen,
oder, was dasselbe ist, sich ihre Tangentialebenen in jedem Punkt des Ortes
in einer Geraden schneiden. Ein Punkt des Ortes ist als Schnittpunkt von
3 Fldchen Fik = 0 zwar eindeutig bestimmt, doch ist seine Lage in der
Richtung der Schnittgeraden der Tangentialebenen unsicher, weil Lagednder-
ungen erster Ordnung in dieser Richtung nur Knderungén 2. Ordnung in den
zur Orientierung benutzten Winkeln und Strecken hervorrufen.

Aus Uberlegungen, die den aus der Ein-Medien-Photogrammetrie be-
kannten entsprechen, folgt als gefdhrlicher Ort der durch die 3 PaBpunkte
normal zur brechenden Ebene verlaufende Kreiszylinder.

4. Transformationsformeln.

Nacﬁ Bestimmung der Orientierungselemente (2a, 2b) kann fiir je-
den Bildpunkt der seine Abbildung vermittelnde Strahl vor und nach der
Brechung an T angegeben werden, welcher den durch die vorliegende Auf-
nahme bestimmten Ort fiir den Objektpunkt darstellt. Hierzu miissen aber im
Fall 2a erst die Raumlage von Aufnahmeachse und Bildebene; im Fall 2b
hingegen die Koordinaten des Aufnahmeortes bestimmt werden.

é) Réumlage von Aufnahmeachse und Bildebene.

Py bezeichne den Richtungswinkel von - N P,' (siehe Abb.9)

i
I ~ ¢
1
tg gy = Y—i-:;?— (23a)

und -t den Einheitsvektor in der Richtung des Einfallsstrahles 0 p® .

[}

g8in x cos ?,

v = e, = gin o 8in P, (23b)

- co8 & .
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®
Demit folgt fiir den nach dem Eildpunkt »° 2ielenden Vektor:

= f 1 2 2 [
< _WWO, tg(r + Y=+ (23c)

Bezeichnet ‘Fo den Einheitsvektor der Aufnahmeachse Oh , 80 muB jeder
Vektor 'y die Bedingung ’

f)p"Po = £ oder Wo"?o = cos jJ (24a)

erfiillen. Nun ist VvV der Einfall swinkel der Achse Oh (s.Abb.10) und
sei der Richtungswinkel der Projektion der Achse in 7 ; dann ist
nach (23b)

f1=sinv cos 501“

<o
o

1

H
N

"

sinV sin ¢ | ) (24v)

- cos V ,

W
1l

und asus (24a) folgt eine lineare Gleichung fiir die P

i i i _ .
Ty e Ty ey + I3 egn = cos gy (258)
Ta ‘?o ein Einheitsvektor ist, besteht noch die Bedingung
£2+ 22482 =1 ’ (25b)
1 2 3 - ’

so daB die fi theoretisch schon aus 2 Gleichungen (25a) also aus 2 PaB-
punkten ermittelt werden konnen, wdhrend die dritte zur Verfiligung stehende
Gleichung (2-55) die Auswahl unter den mdglichen Losungen gestattet. Man
kann aber auch die f aus den drei linearen Gleichungen (25a) bestimmen
und die durch (25b) gegebene Eeziehung als Rontrolle benutzen.

Aus den fi ergeben sich v “und (f’n wie folgti

f
2 o .
tg Pp = —f—— - cos vV = f3 (26)
1 t, £,
SV = S, T s g,

und dsmit ist die Aufnahmeachse im System der PaBpunkte festgelegt.

Die Lage der dazu orthogonalen Bildebene wird durch die Lage
des Nadirpunktes im Bild bestimmt. Bezeichnen (wie bisher) G, Sy
die auf den Eildhauptpunkt h bezogenen Polarkoordinaten des Bildnadirs
n , so sind diese nach (15b) aus

cos (G - s,) = md—;(cosa - cosv-cosé*),

(272)

7]
it

£ tgv
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bestimmt und aus ihnen folgen die Bildkoordinaten:

yn = Sn cos Sn,

(27v)
X

it

G .
n Sp sin n

Bei drei PaBpunkten miissen die drei aus den 3 mdglichen Gleichungen (27a)
folgenden Werte Gn R Bn (innerhalb der Rechengenauigkeit). iibereinstimmen.

Sind hingegen mehr als 3 PaBpunkte gegeben, so folgt schon aus
(25a) €in iiberbestimmtes Gleichungssystem fiir die fi , welche stremg nach
der Minimumsforderung fiir die Quadratsumme der Verbesserungen der Bild-
koordinaten unter Beachtung der Nebenbedingung .25b) ausgeglichen werden
miiBte. Fin praktisch geniigendes Ergebnis wird aber auch aus der Ausgleichs-
forderung

[v2 cos‘r] = Min

erhalten.
Die Bedingung (25b) wird dann zwar bloB n¥herungsweise erfiillt sein; doch
treten nur dann beachtbare Abweichungen auf, wenn die angenommene Bild-
weite f fehlerhaft ist (was in der Praxis kaum vorkommen wird).

Fir die Ermittlung von C steuert jeder der /n' PaBpunkte
nach (27a) einen Wert & f bei; der beste Wert wird durch das Mittel

[Gni]
Sp = Tm

ni °*

gegeben.

b) Koordinaten des Aufnahmeortes.

Wurden (nach'2 b) h, G'n,\) ermittelt, so ergeben sich die
Kcordinaten »p des Aufnahmeortes nach den in 2a4 abgeleiteten Formeln
(15a,b,c,d) und (16).

Zur Ermittlung des Richtungswinkels Pn der Achse wird das
aus den Einfallstrahlen nach dem Nadir (Lot auf 7 ), Bildhauptpunkt h
und einem beliebigem Punkt p® gebildete Dreikant betrachtet (s.Abb.9).
Von diesem sind die 3 Eantenwinkel o« ( = Einfallswinkel von @), \Y
( = Nadirdistanz) und 4 ( = Winkel zwischen OP und Aufnahmeachse) be-
kannt, wdhrend die sich in der Nadirlinie schneidenden Fldchen den Winkel
Ay = ¥ - $n einschlieBen. Dieser kann daher aus dem sphdrischen
Dreieck, das von der um O beschriebenen Finheitskugel aus dem Dreikant
ausgeschnitten wird (nach dem Halbwinkelsatz) berechnet werden:

+ Y4 VBin (s = V)gin (8 = ox)
g 2 sin 8 s8in (s -J) ’

.(283)
8 = X+ V +d" .

Dajo nach (23a) bekannt ist, folgt:
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.= P -Lp, " (28b)

wobeli die aus den 3 PaBpunkten sich ergebenden Werte (innerhalb der Rechen-
genauigkeit) iibereinstimmen miissen.

Liegen mehr als 3 PaBpunkte vor, so wird das System .(16)
zweckmiB8ig (ndherungsweise) nach der Forderung

[vzk] = Min

ausgeglichen.
) Fir den Richtungswinkel der Achse folgt aus jedem PaBpunkt ein
Wert A ¢y ; man bildet das Mittel

ap [Asf;ﬂ . (29)

und fiihrt diesen Wert in (28b) ein.

Mit Hilfe der bisher errechneten Werte § R h, v ®Pn» Fn
Yn kann die Aufnahme in einem optischen Gerdt orientiert und ausgewertet
werden. )

Pir die rechnerische Auswertung muB noch die Gleichung des die

Abbilldung vermittelnden Strahlenbiindels angegeben werden.

¢) Gleichung des (Licht-) Strahlenbiindels.

Das die Abbildung vermiftvteinde (Licht-) Strahlenbiindel besteht
aus Strahlen, welche in den Einfallpunkten an T gebrochen (geknickt) sind.
) Da ¢, mnach (26) oder (28b) bestimmt sind, kann fiir jeden
Bildpunkt nach (28a) A(p und daher der Richtungswinkel seines Einfall-

strahles

p = $n +A_A 14 7 (30a)
bestimmt werden. AuBerdem ist die polaré» Entfernung R = N—PE bekannt.
R = h tg x . (30b)

und daher auch der Ortsvektor des Einfallpunktes.

g = § + R co8 x,
’?E = Y = P + R ein«, (31a)
ZE = 0

Der an Tt gebrochene Strahl bildet mit dem Lot (auf T ) den Winkel 8 ,
welcher nach dem Brechungsgesetz

gin § = n sin x

zu berechnen ia_f;. Da er in der Lotebene auf 7Tt durch den Einfallstrahl
liegt, besitzt er den gleichen Richtungswinkel wie dieser und es ist



27

8in B8 cos P
G, = sin 8 sin ¢, (31v)
- cos B 4

der Einheitsvektor seiner Richtung. Bezeichnet Aeo den Ortsvektor des Auf-
nahmeortes, so ist

A4 =A (40 —#0) (7\ = Parameter ) (32a)
die Gleichung des Einfallsbiindels und
Y = Yet A Y ,(/\ = Par-ameter) (32b)

die Gleichung des Bindels nach der Brechung. Als Parameter treten hierin
die Bildkoordinaten auf.

III. ORIENTIERUNG VON STEREOAUFNAHMEN.

Die Orientierung eines Stereopaares bereitet in der Zwei-Medien-
Photogrammetrie erhebliche Schwierigkeiten, da wie schon Z a a r in [l]
erwdhnt hat, sich im allgemeinen zwei zusammengehidrige Strahlen auch nach
erfolgter Orientierung nicht schneiden, so da8 die fiir die Orientierung ge-
wohnlicher Stereoaufnshmen abgeleiteten fundamentalen Begriffe der Kern-
punkte und Eernebenen nicht mehr gelten.

Im folgenden wird nun die Mtglichkeit einer rechnerischen und
optischen Orientierung untersucht (2), (3) und zuvor zur Erhdrtung des
von Z a ar empirisch gewonnemen Ergebnisses des Kreuzens zusammenge-
hsériger Strahlenpaare, deren kiirzester Abstand berechnet (1). Hieraus er-
geben sich auch die Orte, fiir welche dieser Abstand verschwindet, in denen
also auch in der Zwei-Medien-Photogrammetrie das Schneiden der Einfall-
strahlen eine Bedingung fiir die Orientierung ist (ein Ergebnis, welches
filr die optische Orientierung Bedeutung hat). ‘

1. Der kiirzeste Abstand eines Strahlenpaares.

PP, sel ein entsprechendes Strahlenpaar, daB8 sich nach der
Brechung an % im Objektpunkt P schneidet. Nach I,1, schneiden sowohl
131 als auch- Py die durch P gehende Normale zu T (Lot). Bezeichnen
Ql und 02 diese Schnittpunkte (Abb.10) und

Jt = Q9 =At2‘At1
go ist nach I,1,(5),
= P S
$v = v (50 - 50)- (1)

Der kiirzeste Abstand K von Py und Py ist nun nach Definition z.B.
gleich dem Normalabstand irgend eines Punktes der Geraden von p, von
der parallel P, durch P, gelegten Ebene B8 . Bezeichnet Q'2 die
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Orthogonalprojektion von 02 auf diese Ebene, und ¥ den Winkel,den
Q] Q, =Jt mit B bildet, so ist:

K= 3, T, = St « siny . (2)

Umn Y ermitteln zu kdnnen,wird ein rechtwinkeliges Koordinatensystem ein-
gefiihrt, dessen Ursprung im Aufnahmezentrum 01 ‘der ersten Aufnahme liegt
und dessen 'n/l-,/h/g- Achsen parallel T siz_1d, gso daB die Ebene [41/1 /h/3]

den Basisvektor b enthdlt. Sind 0(1 s X die Einfallwinkel von Py

Py und b =(02 Ol pl') s Po =(01 O2 pé% , die ¥inkel, welche die Grund-
riBprojektion p' mit #7 einschlieBen, so sind die Einheitsvektoren

1
(Richtungen) von 1 durch (die Kugelkoordinaten) Py 0(i bestimmt.

P10 = sinx, cos @, #7) + sinX;sin ¢, 7, - cos Xy /ﬂ/3,

f?o

Der Lotvektor # auf die durch Y1 ¥ gegebene Ebene B bildet mit »~
den Winkel (90 - l//) und es ist daher:

(3)

sino(2 cos f > My~ sin 0(23111_992 #n, = coslX, 41/3 .

3

slny = W W5 - (42)

Bezeichnet A den Winkel zwischen ‘/1 ?02 , 80 bestehen die Beziehungen

910 P20 > |[4v|= sin A

W =
B : (4b)
YWo T Bin & w cos A ='y10 ?20
und aus diesen folgt fiir den gesuchten Winkel:
siny = g (W ) (4c)
¥V = Sina 3 F10 ¥20 c
Die Auswertung der Vektorformel (4c) ergibt schlieBlich:
sin = - =1 sin x sin sin( + )
¥ =< %in & 1 2 P11+ P2l
()

cos A = sino; sinc, cos (‘Pl + tpz) + cosxXc08 O ,-

Nach (2),(5) 1dB8t sich nun fiir jedes Strahlenpaar der Betrag k des
kiirzesten Abstandes bestimmen. .
Nun sollen noch die Koordinatenunterschiede

dx:xF—x H dy:yF-y R dt:tF °At

'deerauf Py gelegenen FuBpunktes Fl von -k gegeniiber P ermittelt
werden. Bezeichnet dp = Ql Fl und r den Normalabstand eines Punktes
von h , 80 ist wie aus Abb. 10 ersichtlich,
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rp=r =- dpsinal
fF'th =—dp¢:osc>(l
und hieraus folgt:
dx = - dp sinalcos P
dy = - dp sino(i sin ¥ (6a)

dat

- (Atl + dp coso<1)

Die Strecke dp kann aus dem Dreieck Ql Q'2 Fl berechnet werden, dessen
Seite Ql Q'2= Jt‘ und Winkel O('l und O('2 bei Ql und Q'2 durch

_ ' _ ecos
St = cSt cos , co8s X = _cost// (6b)

bestimmt sind:

1
sin o
2 (6c)
Jer gin (o<1' + X,

Fir hy =h, = 1000m, t =10m, b=700m, o;=3°, ¢; =90°
ergibt sich z.B.:

t = 0,56m, K = 0,28m, dx = o, dy = - 0,23m, dt = - 3,18 m.

Ein Strahlenpaar Py Py schneidet sic¢h nun, wenn k = O wird.
Dies ist nach (2) der Fall, wenn

1) siny =0 oder 2) dJt=o0. (7)

Die erste Bedingung ist nur in der (Kern-) Ebene [hl h2] erfiillt, doch
liegen die Schnittpunkte um die nach (6) zu berechnenden Betridge gegen-
{iber P verschoben. Wegen ¥ = 0, s8ind in diesem PFalle &' = ox, Jtr= rSt
und 9= 0 =zu setzen.

Die zweite Bedingung ist mach I,(5) erfiillt, wenn

2™ S = %K.

In diesem Fall ist die seitliche Verschiebung gegeniiber P gleich Null, .
widhrend die Tiefenverschiebung dt = Atl = Atz wird.

Um nun den Ort aller Punkte zu finden, fiir welchen die obige Bedingung be-

steht, wird von der nach I,(7) geltenden Beziehung

r1=hltg<x+t tg 8,

r, =h, tgx + %t tg 8.

ausgegangen. Durch Subtraktion erfolgt hieraus
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r2-r1=(h2- 1) tgx . ' (8a)

Diese Gleichung ist fiir hl = h2 identisch erfﬁllt,_v_venn Ty =T, und
dies ist fiir alle Punkte der Symmetrieebene von 01 02 der Fall. Fir
hl = h2 ist also diese Symmetrieebene der gesuchte Ort. Ist hingegen

h, - hy = Ah+0 , 80 bestimmt (8a) eine algebraische Fldche hoherer
Ordnung, weil nach I,1l, tg x als Wurzel eines Polynomes 4. Ordnung mit
von ry , hl und t abhdngigen Koeffizienten dargestellt werden kann. Um
eine Vorstellung von dieser Fldche zu erhalten, wird in .,erster Ndherung
tg @ durch die Formel (I,lla) ersetzt. Es ergibt sich:

“—:f =1+Ah_*11 (1 -Tth_l)= O (8b)

welche Gleichung; fiir t = const. einen (Appollonischen) Kreis darstellt,
dessen Mittelpunkt auf der Schmittlinie Nl > Vvon [hl h2] mit der Ebene
t=konst. liegt. Der Ort aller Punkte, fiir welche Jt = 0 1ist in erster
Ndherung (r2 2 Py = h2 : hl) durch die Gleichung

(g-)&n)z-& y2=32,

T~ Db b d (8c)
t) = 52— %) = _2_11“_ .
*n () w? 1 a (%) u

-1

(d' = Nl N,, Projektion der Basis,b = 0, 0, auf T) -
bestimmt. Im allgemeinen wird nun A h gegeniiber hl sehr klein sein, so
daB in (8b) das Glied mit dem ebenfalls als klein vorausgeeetzten Verhdlt-
nis t : h vernachldssigt werden kann.
Mit diesen Annahmen wird

h h )

Xp=- % xi-- konst ; &= —2—(1+Ah = konst

und der ge‘suchte Ort ein gerader Kreiszylinder. Dieser enthdlt die Gerade

x=?(1+ 2Al}11) H y=o0

und schlieS8t immer den Aufnahmeort mit der kleineren Hohe ein.

Fir W o= konst. wdchst der kiirzeste Abstand mit der Differenz
(r2 - rl) und erreicht innerhalb eines Bildes am Bildrand seinen maximalen
Wert. )

2, Die rechnerische Orientierung.

Wegen der durch die Brechung der Strahlen verursachten Schwierig-
keiten in der optischen Orientierung kommt der rechnerischen Losung des
Problemes auch vom Standpunkt des Praktikers erhhte Bedeutung zu. Abge-
sehen davon ist sie die notwendige Grundlage fiir die Herleitung von Néher-
ungsverfahren und ist auch vom theoretischen Standpunkt unerlé#Blick. Vor
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Beginn der rechnerischen Entwicklungen sollen nun die allgemeinen Grund-
lagen klargestelit werden. )

Infolge &e; Brechung schneiden sich, wie in 1) bewiesen, die
in die Aufnahmeobjektive gelangenden Einféllet;ahlen,_welche von ein und
demselben im zweiten Medium gelegenen Punkt ausgehen, im allgemeinen nicht,
es schneiden sich lediglich die im zweiten Medium verlaufenden Teile der
Projektionsstrahlen, aber diese bilden kein Ebenenbiischel und sind aus den
Aufnahmen allein auch nicht wieder herstellbar.

Ist jedoch die Lage der brechenden Ebene zu den Aufnahmeorten
bekannt, so kann wieder, wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie, ein Modell
hergestellt und die Orientierung selbst in die Modellherstellung und die
Modelleinpassung zerlegt werden.

Zum Modell gehtren also zusdtzlich zur gegenseitigen Lage der
Aufnahmekammern noch deren Lagen zu 7t ,wobeli wegen der Homogenitdt der
Medien und @ die Lage eines Aufnahmeortes und das Azimut der Basis beliebig
angenommen werden kann. Die fiir die Modellherstellung erforderlichen Orien-
tierungsunbekannten sind daher: drei Drehungen fiir die erste Kammer, drei
Drehungen flir die zweite Kammer, das Verhdltnis der Basisldnge zur Hohe
(Basisverhdltnis) und der Neigungswinkel der Basis gegen T . Fir die Her-
stellung eines Modelles s8ind in der Zwei-Medien-Photogrammetrie daher 8
Unbekannte zu bestimmen. Zu dieser Zshl kommt man auch, wenn beachtet wird,
daB zusdtzlich zur gegenseitigen Lége,der Aufnahmekammern (5 Unbekannte)
noch die Lage von T ( 3 Unbekannte ) zu ermitteln sind.

Die Einpassung des Modells besteht in der Bestimmung des MaB-
stabes, der GrundriBlage eines Aufnabmeortes und des Azimutes der Basis.
Diese vier Unbekannten ktonnen aus der GrundriBlage zweier PaBpunkte, oder
Raumlage eines PaBpunktes und einer Koordinate (nicht Tiefe) eines zweiten
bestimmt werden. Als Ergebnis dieser allgemeinen Uberlegungen folgt:

Pir die Orientierung eines Stereoaufnahmepaares in der Zwei-~
Medien-Photogrammetrie sind, wie bei der Orientierung in der Ein-Medien-
Photogrammetrie, insgesamt 12 Unbekannte zu bestimmen. Von diesen werden
acht fiir die Herstellung des Modelles und vier fiir die Einpassung desselben
benotigt. Die Herstellung des Modelles ist theoretisch mdglich, wenn in
beiden Aufnahmen acht Punktpaare identifiziert werden konnen. Fiir die Ein-
passung geniigen zwei PaBpunkte, von denen die GrundriBlagen, oder die Raum~
lage eines Punktes und eine GrundriBkoordinate des zweiten bekannt sind.

Im Folgenden werden nun erst die OrientierungsgroSen fir das
Modell und aus diesen die Modellkoordinaten bestimmt und hierauf wird die
Eilnpassung durchgefiihrt.

a) Bestimmung der OrientierungsgridBen fiir das Modell.

Die beiden Aufnahmen seien mit der gleichen Kammer, also mit
gleicher Bildweite f, in den Aufnehmeorten 0, und O, erfolgt, deren
gegenseitige Lage durch den Basisvektor & gegeben sei. Ein Punkt P wer-
den in pel und pe2 abgebildet, deren Bildkoordinaten - Xy und X555
den Aufnhhmen entnommen werden kénnen. Die Abbildung erfolgt bis zur
brechenden Ebene U durch die Einfallstrahlen, deren Richtungen durch die
nach den entsprechenden Bildpunkten zielenden Vektoren gegeben sind. Die
Ortsvektoren der Einfallpunkte PE s bezogen auf den zugehdrigen Aufnahme-
ort O, sollen mit yE bezeichnet werden, die Richtung der gebrochenen
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Strahlen sei durch v} gegeben. Nach durchgefiihrter Orientierung miissen
sich die zu entsprechenden Bildpunkten gehorigen Vektoren 9 Yk
schneiden, wdhrend 1{'{1 «yz im Allgemeinen windschief zu einander stehen.
(Abb, 11).

Die Abbildung erfolgt durch die an T gebrochenen Strahlen-
blindel

€1 = %1+t A1
P2 £+ YE*T A2 G2 »

deren Strahlen durch die entsprechenden Bildpunkte einander zugeordnet wer-
den. Die Orientierung ist durchgefihrt, wenn sich fiir jedes Strahlenpaar

€, ¢, FParameter )\1 /\2 bestimmen lassen, so daB ¢, = ¢, wird.
Diese Forderung ergibt die Fundamentalgleichung fiir die Modellherstellung:
Qig + Mg = {”*3’213*;\24’!'2' (9a)

Bezeichnet man den Verbindungsvektor der beiden Einfallpunkte mit

6 = % + Yo - Y15 (9b)

80 erhdlt diese Gleichung die Gestalt:

6+ Ay Gy =~ 2111 =0 . (9¢)

Aus dieser Fundamentalgleichung kdnnen nun sowohl die Formeln
fiir die Bestimmung der OrientierungsgroBen, als auch die Pormeln fiir die
Ermittlung der Modellkoordinaten abgeleitet werden.

Zuvor sollen die darin auftretenden Vektoren ‘Y '?E N 4Jr 'g'
-durch die Orientlerungagroﬁen, das sind die Verkantung o€, die Léngsnei-
gung ¢ und die Querneigung «r flir jede Kammer getrennt, das Basisver-
hdltnis 1:V =b : h und der Neigungs- (Hohen-)w:mkel £ der Basis gegen

7 ausgedriickt werden. Hierzu wird ein rechtsschraubiges Koordinatendrei-
bein (’IVl 71/2 41/3) mit dem Ursprung in 0 eingefﬁhrt dessen 71'3—Achse
normal 9 verlduft und dessen 1»2—Achse m:L‘t: dem Basisvektor in einer Normal-
ebene von @ 1liegt (Abb.13) . In diesem System ist:

6’ = b cos & 71/1 +b 8in & 7V3 . (10)

Der Ortsvektor 54 eines Bildpunktes p° habe die Koordinaten ( u v - w),

so daB

y = uwy + v1y2 - vv'lt/3 . (11a)

Wie der Verf. in [3] gezeigt hat, bestehen zwischen u vw , den Bild-
koordinaten x, y und den OrientierungsgréBen die nachstehenden Beziehun-



33

gen:
~

u = u' cos¢y - w' 8in '

v = v' cosw + ¢ sin w

w = w' cos¢ + u' sin @,

> (11b)

u' = Xcos¥ - Y sin A

vi= Ycosa + X sin <

w' = fcosw -~ V' sinw .

-
Aus diesen ktnnen (u v w) berechnet werden, wemn x,y und f gegeben

sind. Der absolute Betrag von Y ist durch

2 = Rav?in? =x24 g2y 2 (1lc)

gegeben. Da ‘50 und - 4}/3 den Einfallwinkel o einschlieB8en, ist auch:

(p sincx)2 = u? ¢ ve ; pcosxX =W : (114)

Fiir den Ortsvektor des Einfallpunktes PE besteht wie aus Abb. 12 er-
sichtlich die Beziehung

h h 12
fe - wrx 4 WY (2

Der gebrochene Strahl bildet mit - ﬂv3 den Brechungswinkel 8 und liegt
in der Ebene (- ’1V3 oy) ; er 1dB8t sich daher ale Linearkombination dieser
Vektoren darstellen.

g = -u 44-3 + D»yo .
Wie aus Abb. 13 ersichtlich, bilden die Absolutbetrdge das Verhdltnis:
-“—:— =——B—i—§ﬁ(%£)—=ncosla-coao: ,

80 daB die nachstehenden Gleichungen gelten:

p»(,,, = pe4s/3+,§p

pe = wW-pnscos 8 (13a)

Der darin auftretende Ausdruck p e , der spdter noch ofters bendtigt

wird, soll nun durch die OrientierungsgrdBen ausgedriickt werden. Nach dem
Brechungsgesetz ist

cos 8 = L n2 - sinzot
n
und hieraus, sowie wegen
(p 8in o )2 = 112+v2

folgt schlieBlich:



34

Man erkennt leicht, daB der Ausdruck fiir n = 1 verschwindet.
Wird nun die Fundsmentalgleichung (9¢) innmerlich mit Y X%
multipliziert, so folgt die Schnittbedingung

(64, 9) = 0,

welche immer erfiillt ist, wenn entsprechende Strahlen ‘Ul,l, q2 sich
schneiden. Unigekehrt kann sie auch zur Bestimmung der OrientierungsgrdBSen
benutzt werden. Durch Einsetzen von (9b), (13) in (14) erhdlt man:

(691 92) +ep (B -guzsmzsgo) + epp(b+ Gop, gy -15) =0

Hieraus ist zu sehen, daB8 die Schnittbedingung fiir die gebrochenen Strahlen
die Detez-minam:e(Cvfé:1 ﬂ’z) enthidlt, welche die Schnittbedingung fiir urnge-
brochene Strahlen darstellt und zusdtzlich noch zwei Determinanten, welche
mit dem Faktor ep multipliziert werden. Da ep fiir n=1 gleich null wird,
ergibt (14) in diesem Fall die Schnittbedingung fiir ungebrochene Strahlen,
wie .es ja auch sein muS.

Nun werden in (14) Eoordinaten eingefiihrt. Bezeichnen (ue Ve C)
die Koordinaten von & , so erhidlt man:

Yg ol Uy
Ve V1 Vo =0 .
0 €& P =W &P - W '

Bei Beachtung der Beziehungen

h h
1 - v 2 —-%1— +—g—=\7+siné

ergeben sich nach (9b) und (12) fiir u s Vg die Ausdriicke:

a u u
2 1 2
u =blcos€& + Vv —-——+—-ainEJ9
8 (w2 wl) )
(158)
v v v .
2 1 2
=D -l L= ) == . in & | .
Ve [ v (w2 wl) W, an]

Diese Werte in (14a) eingesetzt, ergeben einen Ausdruck, der suSer dem
Orientierungsunbekannten xl 1 Wy i x2 Ps w2 >V, € nur noch beksaonie
GroBen (Bildkoordinaten Xy ¥ 0 X3 ¥, 5 £ ) enthdlt. Pithrt man rech éie
Abkiirzungen

AT = v (epy = W) — ¥, (g1 - W)
(15b)
AV = uy (egpy = Wy) —uwy (epy - W)
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ein, so erhdlt die Schnittbedingung die Form:

USAU—UEI AV =0 - (15¢)

Eine derartige Gleichung kann fiir jedes Bildpunktpaar, das in den Aufnahmen
jidentifiziert werden kann, aufgestellt werden. Zur Ermittlung der acht Un-
bekannten sind acht solche Gleichungen, also die Bildkoordinaten von acht
entsprechenden Punktepaaren erforderlich. Man erkennt aber leicht, daB eine
allgemeine Aufldsung dieser komplizierten, irrationalen und transzendenten
Gleichungen praktisch unmdglich ist. Auch die theoretisch leicht durchzu-
fiihrende Aufstellung von linearen Fehlergleichungen wiirde fiir den allge-
meinen Fall auf praktisch kaum zu bewdltigende Formelsysteme fiihren. Aus
diesem Grund wird im Folgenden nur der Fall gendherter Senkrechtaufnabmen,
welche auch praktisch in der Regel vorliegen wird, weiter verfolgt.

Fur gendherte Senkrechtaufnahmen, die aus Sichtgriinden immer
gefordert werden und sich wegen der hoch entwickelten Aufnahmetechnik (autec-
matische Steuerung des Vermessungsflugzeuges und Kreiselsteuerung der Kammey
auch mit groBer Giite erreichen lassen, werden alle OrientierungsgréBen mit
Ausnahme des Basisverhdltnisses v = h : b differentiell klein. Aber fiir
dieses geben die Aufnahmedaten eine gute Ndéherung vV, , 80 daB Vv = v, o+
+ dv in die Gleichung eingefilhrt und nur mehr dv bestimmt zu werden
braucht.

'Nach [3] wird nunmehr aus (11lb)

u =x-ydx -fdeg,
v =y +xdx + f dw, (16a)
w =f+xdp -y dw.

Hieraus folgen auch:
2
%:%-%dx-(l+%)ds&’+—§g—.dw
» (16Y)
-%- = g? + -%- dx - %%— dp + ( 1+ i%?) dw.

- ®
AuBerdem kann der Wurzelausdruck in (13b) entwickelt werden. Setzt man

2
m = n \/1 + _E__g_l_ (—%02 , wobei e = ul 4 v2, (17)
n

80 ergibt sich nach einigen Rechnungen

2,2 .
wn {f1l - —ELégL --2—%!—- = fm + ;%:(x dgp -3y dcu).
n w

Damit wird
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pe=(1-m)f+ (1--.'}—{)(xdtp—ydw),

1 1 (18)
pe-w=-fMm- % dy+ x v dw .
Fir die Koordinaten von 6 erhdlt man
BT v 22Xy T2 gk vy L oax, - 3
v =+t YoT T ot 2+t Y% T 1
2 2
x x x5y
2 1 272
-, (1 +—£§—-—)d ¥y + Vo1 +—;2—)d(p1 +Vo —o3= dw, -
X, ¥ X,~X] Xy
-vo—%g—l aw, + ~LL avs 2 ae, |
> (19a)
v ¥ou¥ x x ¥
-8 . 2271 ~2 - -1 - 2°2
v =Vo T * Vor 3% -Vo ¥ 9% -V—57dF2
2 2
X,y y y
1 Y1 2 1
+ vo——f2 dyl + \)0(1+ Tf ) dw2 -v°(1+——f2 ) dwl +
¥,-¥ ¥y
% —2—1 dy + —f—i aé
f P
und die Unterdeterminanten Au, Av nehmen die Form an:
N\
Au = f(m) y,-m, y;) + My X, 4%, - £My x; A2, =
2 1 2., 1
- (f m, +—TF1 ylyz) dwl + (f m, o+ £ ylyz) dw2 +
1 1 ’
+ == X.y, d - X, ¥y, d
1 21T m; TN 9f S (20w
Av =2f(m) x, -Myx;) + fm, y) dX) - Imy y, 4, +
2 1 2 1
+ (£fmy + ™y I17p) apy ~(e7my + 5, x%p) AP, -
1 : 1
my 21801 twmy Y2 99 . .
Mit diesen Werten folgt aus (15c¢) eine lineare Gleichung von der Form
aq + 8, 4T,y + 3, dpy + 8z, dw,
(202)

+ a5 dx2 + 85 dy:é’_+ ay3 dw2 +ay dy s agd€ =0,

»
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in welcher die Koeffizienten durch das nachstehende System zu bestimmen
sind:

8, = £(My) ¥, ~M, 31) + Vo Am(xy - 1y,)
alo= -fm2 xl + \’oAm(XIXZ + ylyz) b

851= Ty X, =V Am(Tx, + 713,) ,

_ 1 * 1
a,,= _ml X3, + YV, fAmy2 + \>o ——f é{lye-xzyl)(ml - H—l-) ,

.. A - *2 1
802% ", N1 Vo fAmy; - V5= gxlyz"‘zyl)(mz‘ Tz) )

- 21 Ty 1
B30= = £ =717, Tt Vo TAM Xy + 0, —(Xp¥1 Xy ¥p)(my - )

_ g2 1 ‘ J2
By3= £My + y;yz g T Vo TAM X - vy ‘f‘“(xzyl' 195) (M o- _ﬁlz—)’
a, = Am(x2 yl - xl y2) N
(am = m, -m)

1-™
20b)
8 = ~Mp(xyy - X ¥,). (

Die GrdBen m kdnnen nach (17) bestimmt werden, fiir die praktische An-
wendung ist es u.U. vorteilhaft, den Ausdruck fiir m noch zu entwickeln:

moeafied =2 (5]
n

Fir n = 1 folgen wegenM = 1 ,AM =M - == = o aus (20b) die

EKoeffizienten fiir die Fehlergleichungen der Fin-Medien-Photogrammetrie.

b) Bestimmung .-der Modellkoordinaten.

Nach Ermittlung der Orientierungsunbekannten kdnnen fiir ein be-
liebig gewdhltes b erst die Hohen h1 = bv und h2 = hl + b-8in &
«und schlieBlich die Koordigaten U, V, W der Modellpunkte Pm berechnet
werden. Zu diesem Zweck wird wieder die Fundamentalgleichung (9c¢) be-
trachtet. Gelingt es, hieraus einen der Parameter Al oder A zu be-
stimmen, so lassen sich die gesuchten EKoordinaten (U V W) des Ortsvektors

€ = ?m.*')‘l'ofl
= B+ Popr A

‘angeben. Multipliziert man (9c¢) innerlich mit dem Vektor A7V3 x% 80
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verschwindet das Glied mit 7\2 und man erhdlt:

(s 6 o)

- (22a)
17 (w3 o o)

Enteprechend ergibt die Multiplikation mit #7 x O den Parameter:

A b ) (22b)
2 7 (W3 %1 %)
Das Verhdltnis )\1 . AZ kann aus (22a,b) oder auch durch innere

Multiplikation der Fundamentalgleichung mit 4‘13 , bestimmt werden.

A g% (w356 ) (22¢)
Ap T M ("3 6°n)

Nach Einfiihren von Koordinaten ergeben sich die Gebrauchsformeln:

Al A _ Ug¥2 T Vg%

Dy = ol T WV, - u,vy ’
M| Dol | %P2 T2 (5
A2 Ao2 €p) - W

Ap N _ugh - vguy

P, - 02 T WV, - UV

Fiir den Ortsvektor
'8 = U 11/1 + V’H/z - W/"VB

besteht somit das Formelsystem (siehe (12) und (13a) ) *

h
- U=(—1~+ Aol)ul . .

w

1
h
1
v =(T1 + )‘01) o > (23b)
W = h

Oder auch:

U=D"bcosé& +(—§ + )\02) u,,
h
V= (w_z + )‘oz) V2 - (23c)
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Fir die praktische Rechnung werden die Formeln in der Reihenfolge (11b),
(15a), (23a,b) benutzt.

Liegen geniherte Senkrechtaufnahmen vor, so wird man 2weckm#Big
lediglich die Werte wu,v,w nach den Reihenformeln (16a) berechnen, dann
aber wieder das angegebene Formelsystem (15a), (23a,b) verwenden.

c) Einpassung des Kodelles.

Zur Einpassung des Modelles in das gegebene Landeskoordinater~
system sind zwei PaBpunkte erforderlich, von welchen vier Koordinaten ge-
geben sind. Es miissen also entweder die beiden GrundriBlagen (Fall 1),
oder die Raumlage eines Punktes und eine Koordinate X oder Y des
anderen bekannt sein. In beiden F&Zllen kann die Einpaasung auf eine Dreh-
streckung zuriickgefiihrt werden.

Fsll 1: Aus den gegebenen Koordinaten Xl Yl N Xz Y2 der PaBpunkte Pl P2
werden Richtung und Abstand von Pl P2 ermittelt und mit den aus den
Modellkoordinaten folgenden Werten verglichen.

2 2 2 _ AY
D¢ = AXS + AYS, g6 = ZFx o
2 2 2 : Fa%'s

D =AU + AV 4 tgG: Z.—U—

Der Quotient der Entfernungen gibt die MaBstabzahl m , mit welcher alle
ModellmaBe in wahre Werte iibergefilhrt werden kdnnen,die Differenz der
Richtungswinkel die erforderliche azimutale Verdrehung des Modelles.

m=% H w = G- G'.

Das Modell kann nun durch eine Parallelverschiebung und eine Drehstreck-
ung eingespannt werden. Bezeichnen

m cos w

P » 2 )
meinw= g } Kontrolle: p° + q° = m® ,

so ergeben sich die gesuchten Landeskoordinaten der Modellpunkte aus:

X=X1+(U-U1)p+(v—vl)q,
Y+ (V=Vy)p~(0-7y) 0,
T=m(¥-n).

Fall 2: 1In diesem Faile muB erst aus der vorgegebenen Tiefe tl deg Pal~
punktes Pl ( Xl Yl tl) die MaBstabzahl errechnet werdean.

S
D= Dm ; AY = VD2 -« a1%  oder A% = D% - AYE
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gebildet und somit der Richtungswinkel O bestimmt werden.

cog 7 = ——A% H sin G =

AY

D

Die weitere Rechnung erfolgt wieder nach (24a,b,c). Die Angabe der Tiefe
t2 des zweiten Punktes als Koordinate, zusdtzlich zu den Koordinaten von
Pl wirde nichts Neues bringen, weil t2 ja schon aus tl durch t2 =
(W2 - hz) m gegeben ist.

3. Optische Orientierung.

In der Zwei-Medien-Photogrammetrie stehen der Durchfiihrung
einer optischen Orientierung (entsprechend dem in der Ein-Medien-Photo-
grammetrie gebrduchlichen Vorgang) groB8e Schwierigkeiten entgegen, weil
das Verschwinden von Parallaxen im allgemeinen kein Zeichen fiir die er-
reichte Orientierung ist.Im groBeren Teil des Modelles miissen auch nach
durchgefiihrter Orientierung Parallaxen auftreten, so daB ohne Einschaltung
eines brechenden Mediums sogar die stereoskopische Betrachtung unmdglich
wird.

Eine optische Orientierung, welche nach den in 2) durchgefiihr-
ten Uberlegungen in zwei getrennten Arbeitsgingen (Modellherstellung und
Einpassung) erfolgt, ist nur denkbar, wenn die Aufnahmeverhdltnisse genau
wieder hergestellt und ein zweites Medium, das dem bei der Aufnahme ent-
spricht, in fester und gleicher Lage wie bei der Aufnahme eingeschaltet
wird, wie dies Zaar in [1] vorschligt. Hierfiir miissen aber noch Vor-
richtungen angegeben werden, durch welche der Verlauf der Strahlen in
diesem Medium beobachtet und ausgemessen werden kann. 'Aber auch unter diesen
m.E. praktisch schwer zu verwirklichenden Voraussetzungen diirfte eine
praktische Orientierung noch auf erhebliche Schwierigkeiten stoB8en, da fiir
8 Orientierungsunbekannten ein einfaches Verfahren einer succesiven Be-
stimmung  durch Betrachten der Parallaxen an charakteristischen Punkten
schwer denkbar ist.

Im Folgenden wird nun fiir gendherte Senkrechtaufnahmen ein
Ndherungsverfahren angegeben, fiir welches N&gherungswerte fiir die gegen-
seitige und absolute Orientierung erforderlich sind, so da8 die Mdglich-
keit besteht, die Einfallbiindel in perspektive iiberzufiihren und die Ndher-
ung dann schrittweise zu verbessern. Hierdurch werden Modellherstellung
und Einpassung mit einander verkniipft und das Modell nach erfolgter erster
Einpassung wieder verbessert, usw. Obwohl sachlich nicht mehr ganz zu-
treffend, werden die beiden Arbeitsginge wieder als erste, zweite usw.
Modellherstellung und Einpassung bezeichnet.

a) Erste Modellherstellung.

Fir die Herstellung des Modelles, dessen OrientierungsgroBen
ndherungsweise bekannt vorausgesetzt werden, sollen vor allem jene Punkte
betrachtet werden, deren zugehdrige Strahlen sich nach erfolgter Orien-
tierung schneiden miissen. Das sind die in der Lotebene durch die Aufnahme-
zentren gelegenen Punkte, die Punkte der nach II,8b bestimmten Fldche,
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welche in erster Nédherung durch die Symmetrieebene von 01 02 ersetzt
werden kann und allenfalls vorhandene Punkte, welche in oder iber ‘T liegen.
Wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie werden nun charakteristische Punkte
ausgewdhlt und in diesen die Parallaxen durch zugeordnete Orientierungs-
groBen korrigiert. Diese Punkte sind die beiden Hauptpunkte 1,2,  zwei im
gleichen Abstand dariiber-(oder darunter-)liegende Punkte 3,4 und ein etwa
im Abstand 13 unterhalb (oder oberhalb) in der Symmetrieebene von 01 02
liegender Punkt 5 (Abb. 14). .

Da fir die durch 1,2 gehenden Strahlen die Schnittbedingung
gilt, konnen die Bilder in diesen Punkten wie in der Ein-Medien-Photogram-
metrie ausgekantet werden. Hierauf werden die Punkte 3, 4 betrachtet. Da
ihre Tiefen ndherungsweise bekannt sind, konnen entweder EKompensations-
filter eingeschaltet und die Parallaxen durch die Léngsneigungen P 1 [4 2
beseitigt, oder ohne Verwendung von Filtern bis auf den nach 1II,1, zu be-
rechnenden Betrag korrigiert werden. Fir die verbleibende Restparallaxe
folgt mit guter N#dherung:

dy = = &t ein V2,

wye § See e3P (-7 B @R BP)).

Die im Punkt 5 (fiir den ebenfalls die Schnittbedingung gilt) vorhandene
Parallaxe wird dann, wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie [1 + (%;)2] -
fach mit der Querneigung ufz Uberkorrigiert und das Verfahren wiederholt,
bis ndherungsweise die geforderten Bedingungen erfiiilt sind. Das Verfahren
geht in das schon bekannte Verfahren der Ein-Medien-Photogrammetrie iiber,
wenn in der Ndhe von 3,4 iber dem zweiten Medium gelegene Punkte vorhanden
sind. Nun folgt

b) Die erste Modelleinpassung.

Bei dieser werden in bekannter Weise MaBstab und Lage des Model-
les gegeniiber T verbessert. Hierzu sind drei PaBpunkte erforderlich. Bei
der Messung werden in diesen Punkten wieder Kompensationsplatten benutzt.
Sodann erfolgt die Verbesserung des Modelles durch die zweite Modellher-
stellung, usw.

Die Orientierung ist schlieBlich erreicht, wenn sich durch Ein-
schalten von fiir die gleiche Tiefe berechneten Kompensationsfilterpaaren
in jedem Punkt Parallaxfreiheit also stereoskopischer Effekt zeigt.

Bei der Auswertung werden dann ebenfalls solche Filterpaare be-
nutzt die durch Probieren aus der Forderung nach dem besten Stereoeffekt
bestimmt werden und diese dann fiir die nach I 3 zu berechnenden Tiefen-
zonen verwendet.

ZUSAMMENFASSUNG.

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit wurden die allge-
meinen Abbildungsverhdltnisse in der Zwei-Medien-Photogrammetrie (Z-M-P)
untersucht. Es ergaben sich allgemeine Formeln fiir die Transformation
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‘eines vorgegebenen Einfallbildes in eine Perspektive oder orthogonale Pro-~
jektion und aus diesen die Erkenntnis, daB dieser Zusammephang immer als
zentrale Punktverwandtschaft, mit dem Nadir als Zentrum und einem von der
Tiefe und dem Radialabstand abhéngigen Streckenverhdltnis angesehen werden
kann. Fir die Abbildung eines beliebigen, im zweiten Medium gelegenen Ob-
jektes konnten keine geschlossenen Formeln angegeben werden, da sich der Ein-
fallwinkel aus n , r, t und h nur aus einer algebraischen Gleichung 4.
Ordnung herleiten 1dB8t. Doch wurdem fiir den in der hydrographischen Praxis
vorkommenden Fall von Luftaufpshmen von unter Wasser gelegenen Objekten
Néherungsformeln entwickelt und aus diesen die Abblldung einer beliebig ge-
legenen Geraden diskutiert.

Aus .den Untersuchungen iiber eine optische Kompensation der durch
die Brechung erzeugten Abweichung von der Perspektive folgten Vorschliége
fiir die Ronstruktion von Kompensationssystemen (Planplatten oder plaukon-
kave Linsen), durch welche die Einfallbiindel in perspektive {ibergefiihrt wer-
den. Dieses kann bei der Aufmahme von ebenem horizontalen Geldnde gleich
bei der Aufnahme hinter das Objektiv geschaltet werden, in allen iibrigen
Fdllen aber erst bei der Auswertung verwendet und dann vor das Objektiv ge-
bracht. Flir Entzerrungen, bei welchen nur GrundriBlagen zu bestimmen sind,
fiihrt wie bei hligeligem Geldnde in der Ein-Medien-Photogrammetrie eine
zonenweigse Entzerrung, aber mit einer fingierten Aufnahmehthe zum Ziel.

Die im 2. Abschnitt durchgefiihrte Untersuchung iiber den rédum-
lichen Riickwidrtsschnitt ergab ein #hnliches Ergebnis wie fiir die entsprechen-
de Aufgabe der Ein-Medien-Photogrammetrie. Die Aufgabe kann (theoretisch)
geldet werden, wenn 3 PaBpuvkte vorliegen. Eine prsktiasech verwendbare
Losung folgt aber erst bel Kenntnis von Nsherungen fiir die Orientierungs-
unbekapnten. Die hierfiir erforderlichen Differentiglformeln wurden abge-
leitet und dazu Formeln fiir die recbhnerische Auswertung einer einzelnen
Aufnahme angegeben.

Im 3, Abschnitt wurde die Orientiexrung von Stereopsaren behandelt.
Nach der mathematischen Erhédrtung des vcn Zaar festgestellten Kreuzens ent-
sprechender Einfallstrahlenpaare wurde die rechnerische Orientierung unter-
sucht, Ea ergab sich, daB die Herstellung eines Modelles mdglich ist, wenn
in den Aufnabmen 8 Punktpaare identifiziert werden kommen. Die rechmerische
Behandlung fihrt jedoch im alligemeinen Fall euf e€in System von 8 trans-
zententen uxnd irrationalen Gleichungen fiir die 8 Orientierungsunbekennten,
deessen Aufldeung, auch bel Vorliegen von Nédherungswerten prsktisch nicht
in Frage kommt. Hingegen ergeben sich fiix die auch von anderen Gesichts-
punkten zu fordernden Semkrechtaufnshmen hsndliche linesre Formelsysteme
deren Aufldsung ohne weiteres denkbar ist. Fur die Bestimmung der RModell-
koordinaten und die auf eine Drehstreckung zuriickfilhrbare Einpassung konnten
einfache Formeln angegeben werden. Alle abgeleiteten Formeln gehen fiir
n =1 1in die entsprechenden der Ein-Medien-Photogrammetrie iiber. Nach
Meinung des Verfassers kommt der rechnerischen Orientierung von Stereopaaren
trotz des groferen Rechenaufwendes in der Zwei-Medien-Photgrammetrie eine
groBere Bedeutung zu als in der Ein-Medien-Photogrammetrie, doch wird auch
hier fiir eine im grtBeren Umfang erfolgte praktische Anwendung nur die
optische L&sung in Frage kommen. PFlir diese wurden desher in Anlehnung an
den aus der Ein-Medien-Photgrammetrie bekannten Vorgang ein Ndherungsver-
fahren angegeben.
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Eine praktische Erprobung der abgeleiteten Formeln und vorge-
schlagenen Verfahren war nicht mtglich, da keine Versuchsaufnahmen zur Ver-
fiigung sfanden und Verf. derzeit auch keine Moglichkeit besiizt, solche zn-~

zufertigen.
Besonderen Dank mdchtve ich meinem verehrten lLehrer, Herrn

Prof.Dr.-Ing. Karl 2 a a r sagen, der mir unier Hinweis auf die noch
offenen Probleme vor der Verdffentlichung Einblick in sein Manuskript tiber
die Zwei-Medien-Photogrammetrie gewdhrte und dadurch die Anregung zu dieser
Arvbeit gegeben hat.
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