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Ale Zwei-Medien-Photogrammetrie wird nach K. Z a a r jener 

Zweig der Photgramro.etrie bezeichnet, welcher die Ausmessung von Aufnahmen 

behandelt, die durch zwei verschieden dichte, durch eine ebene Fläche ge­

trennte Medien hindurch erfolgt sind. Sie ist aus einer (seinerzeit vom 

Verfasser formulierten) Forderung der Hydrographie nach Verfahren zur Aus-

messung von unter Wasser 

und wurde von K. Z a a r 

In Ergänzung 

gelegenen Gegenständen aus Luftaufnahmen entstanden 
in [l] erstmals wissenschaftlich untersucht. 

zu diesen Untersuchungen werden in den folgenden 

Abschnitten drei Au�gaben aus der Zwei-Medien-Photogrammetrie behandelt, 

auf �elche in [l] nicht eingegangen wurde, die allgemeine mathematische 

Formulierung des Abbildungsgesetzes (Abschnitt I) und die Lösung der Orien­

tierungsaufgabe für Einzel- und für Stereoaufnahmen (Abschnitt II und III). 

Die hierbei gewonnenen Ergebnisse werden in einer Schlußbetrachtung zusam­

mengefa.13t. 

I. DAS ABBILDUNGSGESETZ. 

Zur Erklärung der Abbildungsvorg!inge werden in [l] an Stelle 

des aufzunehmenden Objektes 11Brechungsgebilde" eingeführt, welche als Ort 

der Schnittpunkte.der Einfallsstrahlen mit den durch die Objektpunkte 

gehenden Normalen zur brechenden Ebene entstehen und das aufgenommene Bild 

als Perspektive des Brechungsgebildes gedeutet. Diese Annamiie gibt zwar 

Einblick in die wesentlichen Eigenschaften der Abbildung, gestattet aber 

nicht die mathematische Formulierung eines allgemeinen Abbildungsgesetzes. 

Wie im Felgenden gezeigt wird, ergibt eich diese durch Vergleich der Abbil­

dung mit jener Perspektive, welche beim Fehlen des (das Objektiv nicht.ent­

haltenden) zweiten Mediums entstehen würde. Die Kenntnis des Abbildungsge­

setzes ermöglicht die Ausarbeitung von Vorschlägen für eine optische Trans­

formation der Abbildung auf eine Perspektive, wodurch für die Praxis die 

Zwei-Medien-Photogrammetrie im wesentlichen auf die Ein-Medien-Photogramme­

trie zurückgeführt wird. 

Im einzelnen werden nun erst die allgemeinen Formeln für die Ab­

bildung hergeleitet (1) und aus diesen Näherungsformeln für die von der 

Hydrographie geforderten Aufnahmen von unter der Wasseroberfläche liegenden 

Objekten entwickelt (2) • Dann werden die Möglichkeiten einer optischen 

Transformation der Bilder (oder Aufnahmebündel) in perspektive Bilder (oder 

Bündel) untersucht und Vorschläge hierfür angegeben (3). 

1. Das allgemeine Abbildungsgesetz. 

0 sei das Aufnahmezentrum,'iC die zwischen 0 und dem Objekt 

gelegene Trennungsebene der beiden Medien, n der Brechungsquotient und 

h (H�he), t (Tiefe) die Normalabstände von 0 und den Objektpunkten 

P von '1t • Die photographische Abbildung pe der Punkte P wird durch 
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Strahl en verm ittel t, w el che in den E infall punkten pE nach dem B rechungs ­
ges etz s ina : s in ß = n gebrochen werden. Dabei l iegen imm er E ini'all­
s trahl und gebrochener S trahl in einer E bene durch h (Lo tebene). In 
dies er l iegt auch der die Pers pek tive verm ittelnde S trahl , s o  daß das per­
s pek tive B il d  Pc von P i n  'ir imm er auf der V erbindungs geraden d er E in­
fall punk tes pE m it dem Fußpunk t N von h auf '1t" (Nadir) l iegt. D er 
B etrag 1l R d er in der R ichtung zum Nadirpunk t  erfol genden V ers chiebung 
pE� P c is t von n, h, t und dem Einfallwink el ex abhängig und l äß t  s ich 
daher als Funk tion dies er Größ en dars tell en. B ei Kenntnis der Kamm erorien­
tierung kann aus 1l R auch der radial zum B il dnadir li egende Abs tan d  D. c 
zwis chen dem ( photographis chen) B il d  pe und dem pers pek tiven B il dpunk t  
pc berechnet werden. 

B ez eichnet a den Normal abs tand des Punk t es P vom E ini' all­
s trahl QpE , s o  bes tehen nach A bb, 1 die B ez iehungen: 

a ppE s in (ex - ß )  

a t cos ex ( tgcx - tg ß )  

Für den Normalabs tand ac des pers pek tiven B il des pC von opE 
gründen der Ähnlichk eit 

. a 

und aus ( la , b )  l äßt si ch llR berechn en .  Es is t 

.6 R 

(la )  

gil t  aus 

(lb) 

(l c )  

oder, wenn beachtet w ird , d aß nach d em B rechungs ges etz di e B ez iehungen 

tg  ß 

gelten, s chl ießl ich: 

tg ()( 
-w- w 

t h 1 h+T . tg 0( ( 1 - w- ) . 

(1d) 

(2) 

Nun s oll der W ink el f1 ex bes timm t werd en, wel chen der E ini'allstrahl OFE 
m it dem pers pek tiven OPc = OP e ins chl ieß t. Nach Abb. 1 bes tehen die 
B ez iehungen 

und aus dies en fol gt : 

tg L'i.cx 

h 
cos Ol 

(3) 
ac = ll R cos ex a0 tg cx 
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tg 11 Oe 6 R cos2cx (3)  h - D. R sin ex • cos ex 

Mit Hilfe dieses Winkels läßt sieh nun die Verschiebung des Bildpunktes be­
rechnen(Abb.2). Sind (xnyn) die Bildkoordinaten des Nadirpunktes n und 
(x y) die des Bildpunktes pe und f die Bildweite , so können hieraus die 
Strecken n p e = c und oP e = p berechnet werden: 

c 

Aus dem Dreieck n O pe (Abb. 2) folgt 

sin e 

( 4a) 

� sin ex ( 4b) 

und damit läßt sich aus dem Dreieck 0 p0 pe schließlich � c ermitteln. 

p ein!:!. oc (4c) ein (oc + e - c.oc) 

Mit Hilfe der Formeln ( 2) , ( 3) , (4) kann zu j edem Bildpunkt pe sein per­
spektivee Bild p0 bestimmt, also die Abbildung auf eine perspektive zu­
rückgeführt werden. 

Für theoretische Überlegungen ist es zweckmäßig, diese Trans­
formation nicht in der Bildebene , sondern in 'Ir durchzuführen, weil dadurch 
die erhalt enen Formeln von den umfangreichen Relationen (4) zwischen den 
Punkten von 'Ir; und ihrer Perspektive befreit werden. 

Aus ( 2 ) kann auch der Abstand /:!. t des Zaar' sehen Brechungs­
bildes Q von P abgeleitet werden. Wie aus Abb . 1 zu ersehen, ist 

si: ex = t ( 1 - ; ) ( 5 )  

in fibereinsltimmung mit dem von Zaar in [l] auf anderem Weg abgeleiteten 
Betrag. 

Nun soll die Abbildung eines beliebigen, ganz im �weiten Me­
dium gelegenen Objektes untersucht werden. Zu diesem Zweck werden Zylinder­
koordinaten mit dem Ursprung N in 'ir eingeführt ,  so daß j eder Punkt durch 
seinen Normalstand r von der Geraden h = [ 0 J_ 'fC] , 'dem Winkel cp dessel­
ben mit einer willkürlich gewählten Null (Lot )-ebene durch h und seine 
Tiefe t gegeben wird (Abb . 3).  Einem Punkt P (r ,  cp , t) entspricht in 
1t das perspektive Bild P0 (R0 , cp ) ,  wobei der Radiusvektor aus 

c r h R = 1i+t oder r t - h+t 
\ 

zu berechnen ist , und das Einfallsbild pE (R, Cf ) für welches 

R 

( 6a) 

( 6b) 



4 

oder nach Einsetzen von (2 ) schließlich folgt : 

R = h\\ [ 1 + ; tg ex (1 - ; ) ] . (6c) 

Darin muß noch ex durch die Ausgangskoordinaten und h ausgedrückt wer­
den, was mit Hilfe der Beziehung 

r h tg 0( + t tg ß (7) 

erfolgen kann. Es ergibt sich für den Winkel ex eine Gleichung 4 .  Grades 
( siehe [l] ), von deren Wurzeln aber offensichtlich nur eine einzige als 
praktische Lösung in Frage kommt und durch schrittweise Verbesserung einer 
Näherung bestimmt werden soll . Zu diesem Zweck wird (7) mit Hilfe von ( ld)  
umgeformt : 

tg oc f (w) (Sa) 

g (ex) (Sb )  

Eine Näherung oc0 wird entweder graphisch mit dem von Zaar in [l] vor­
geschlagenen Gerät oder aus 

tg CX0 r 
h (Sc) 

bestimmt und aus dieser der Reihe nach 

w' = g (cx') �tg °'" = f (w') usw. (Sd ) 

berechnet, bis tgcx(n) genügende Genauigkeit besitzt . Dies ist dann der 
Fall, wenn sich bei Wiederholung des Verfahrens die letzte der geforderten 
Dezimalstellen von tgcx nicht mehr ändert .  Das Verfahren konvergiert im . 
allgemeinen rasch und führt für oc <40° in der Regel ohne viel Rechenauf­
wand schon nach einmaliger Wiederholung zum. Ziel. Z.B . folgt für h = 100 m, 
t = 10 m, r = 61 , 902 m 

w 
<X0 l , 39S 
ex' 1,386 
ex 

tg 
0,61902 
0 , 57770 
0,57735 <X = 30°. 

Unter Umständen ist es von Vorteil nach Bestimmung von tg ex' Differen­
tialformeln zu benutzen. Bezeichnen 

d tg cxo tg ex• tg ex 
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(n2 - 1) tg 
w
cx (9a) 

so ergeben sich der Reihe nach die Verbesserungen • 

d tg ex:' Cw0 Coc• d tg <X0 d tg O< cw' Coc" d tg ex" 
usw. (9b) 

und der gesuchte Wert ist 

tgQ( tg cxo + f d tgCX • 0 (9c )  

Dieses Verfahren ist dann bequem , wenn die Koeffizienten C als konstant 
angesehen werden können, also bei Vorliegen einer guten Näherung. In dem 
obigen Beispiel ergibt sich: 

()(� 0 ,305 
(l(' 0' 288 
cx" 

0,028 0,0856 

d tg ()( 

- 0,04132 
35 
0 

- 0,04167 + tg oco = 0 , 57735 

Aus (6a , c )  folgt , daß die Beziehung zwischen dem perspektivem 
Bild pC und dem Einfallsbild P� auch als zentrische Punktverwandt­
schaft angesehen werden kann. Zentrum ist der Nadirpunkt N und für die 
Abstände entsprechender Punkte pe, Pc von N folgt wegen Re = b tgcx:: 

1 + ( 1  - l) w } (lOa) 
w 

Dieses ist vom Abstand R und der Tiefe t abhängig.  Ebenso besteht 
zwischen pE und dem Grundriß P' (r,cp) eine solche Verwandtschaft. In 
diesem Fall wird mit r - R = /1 r , wegen de'r Beziehungen (S.Abb. 1) 

ti r 
t - Lit 

R 
h 

und (5) das Abstandsverhältnis 

r lf 1 + li r 
li 

R h tg oc 

t 1 + h w (lOb) 

2 . Näherungsformeln für Aufnahmen von unter Wasser liegenden Objekten. 

Bei den für hydrographische Zwecke erforderlichen Aufnahmen 
von Objekten, welche unter der Wasseroberfläche liegen, b eträgt die Sicht-
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tiefe im allgemeinen nicht mehr als 10 m. Dagegen werden Aufnahmehöhen 
von mehr als 1000 m gefordert (siehe [l] , [2] ) , so daß das Verhältnis 
t:h in diesem Fall immer klein ist. Da außerdem Senkrechtaufnahmen und 
nor1hal geöffnete Kammern ( 20(<60°) verlangt werden, ist weg.en n = 1,3 

n2 - 1 
ll2 

kann auch der Wurzelausdruck w von (8)  in eine Reihe entwickelt werden. 
FUr die den Anforderungen der Praxis reichlich genügenden Genauigkeita­
forderung von :t 1 c im Winkel ex , :t 5 cm in den Abständen und der Tiefe, so­
wie lo-4 in den Abstandsverhältnissen können wegen der aus den Annahmen 
folgenden Beziehungen 

� � 0,01 n2-1 X =  --
2

-
n 

� ;; 0 ,13 

in den Reihenentwicklungen die Glieder 2.0rdnung in t:h und die Glieder 
3. Ordnung in x vernachlässigt werden. Es gelten somit für den gesamten 
Abbildungsbereich die genügend genauen Formeln: 

li. 
Re 

li.R 

R 
Re 

r 
1f 

.t. t 

w 

tgcx 

r t h 

,,, n - 1 t r [1 n h 

n + n2 - 1 tg2 oc 2 n 

r ( 1 - 1 t h h h 

_ n+l 
n .1 + .!L.:!:....1. ( ..!'..) 2 ] h 2 n2 h 

1 + n-1 .1 [1 - t + n+l ( �) 2 ] n h h � 

1 + t [1 - n2 - 1 ( : )2 J n h  2 n2 

= n - 1 t [1 + n + l ( �) 2
] n 2? 

} (lla) 

} 
(llb) 

} (llo) 

(lld) 

Um eine Vorstellung von der Größenordnung der einzelnen der Reibe· nach mit 
g1, g2, g3 bezeichneten Glieder der 2, Gleichung (llb) zu geben, werden 
diese für t = 10 m, h "' 1000 m, n "' 1,3 zahlenmäßig be�echnet: 

li.R 
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ex gl g2 g . .6. R 

00 O,OOm O,OOm O,OOm O,OOm 
10 0,41 1 1 41 
20 0,85 1 7 92 
30 1,30 2 30 1,60 

Hieraus ist zu ersehen, daß die Gesamtverschiebung klein ist und insbe-
sonders der Einfluß von g2 fast nicht bemerkbar wird, hingegen nimmt der 
von g3 bei größerem O< beachtlich zu. 

Nun soll die Gleichung des Einfallbildes einer Geraden g be­
stimmt werden. Bezeichnet r0 den Abstand des Grundrisses g' (in Ir ) 
von N, t0 die Tiefe des zugehörigen Fußpunktes S, lt _den Neigungswinkel 
von g (gegen TL ) und p den von r 0 an gezählten .Polarwinkel, so ist 

r -3L___ 
cos <p (12) 

die Gleichung der gegebenen Geraden in Zylinderkoordinaten (Abb.4). 
Durch Einsetzen in (llb) ergibt sich 

r2 
/:::,. Re cos cp = /:::,. R0 c - ---%- tg0 · tg 1f 

.6.R /:::,. Ro - tg g> 
/:::,. 

Ro n2-1 COS 'f tgt [ro -t- � 
to 0 

+ tg2
p 

n2-l 
--;;_z- ( �

o)2 
(ln 

ro 
h 

(�)3 ro h 
tgg-. 

to 

(�OJ2 J + 

- r.o tg2Ö) -

Darin bedeuten /:::,. R0 , /J. R0 
c die zum Lotfußpunkt S gehörigen Werte, welche 

durch Einsetzen von t0 , r0 in (llb) erhalten werden. Nun wird ein recht­
winkeliges Koordinatensystem mit dem Ursprung in N und NS als x-Achse 
eingefßhrt (Abb.4), so daß 

x = R cos <p 
y = R sin cp L 

X tg <p • ( 13) 

Unter Beachtung der durch (6b) und (12) gegebenen Beziehung folgt hieraus 
und (llb) als Gleichung des Einfallbildes gE 

X k k Y k (
xY)2 

o + 1 x + 2 ( 14a) 

(14b) 
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(14b) 

n2 - 1 (�); - ----,,-- h r o 2 n1 

Ist lt = O, also g parallel 1L , eo verschwinden die Koeffi­
zienten k1 und k; und es folgt die einfache Gleichung: 

X (�) 3 
( 14c) 

Diese kann noch vereinfacht werden. Da k2 im allgemeinen gegenüber k0 
sehr klein ist, kann im Glied 2. Ordnung für x = R0 = r0 gesetzt werden 
und es ergibt sich in erster Näherung die Parabel: 

X (14d) 

Diese ist sym:netrisch zur x-Achse, also zu der zu g' normalen Lotebene 
und ihr Scheitel ist um !!. R0 vom perepektivem Bild des Lotfußpunktea ver­
schoben. Der Abstand der Parabelpunkte von der parallel zu g' verlaufen­
den Scheiteltangente wird durch das quadratische Glied in (14d) gegeben. 

Für t =
· lOm, h 1000m und r = 580m ( ex 0 = 30°) folgt 

t!.R0 = 1,60 m , 

und als Gleichung des Einfallbildes: 

.yfI1 = 575,80 + 0,91 . y2 km. 

Die Ausbiegung der Parabel ist bei dieser Annahme sehr gering, die Parallel­
verschiebung des Bildes gegenüber dem perepektiven Bild dagegen beachtlichen 
Bei Senkrechtaufnahmen mit f = 0,2 m würde die Verschiebung am Bildrand 
etwa 0,3 mm, die Ausbiegung etwa C , 07 mm betragen, also immerhin noch be­
merkt werden, wenn bedacht wird, daß die photogrammetrieche Meßgenau:l,gkeit 
etwa 0,02 mm beträgt. 

Denkt man sich t in der Lotebene von o0 bis 90° verändert, 
so dreht sich das Einfallsbild um den Schnittpunkt von g mit 'IT: • Ist 
schließlich g normal 1l • so wird r = r0 und das Einfailsbild fällt in 
den Radiusvektor p = 0 • 

3. Optische Transformation des Einfallbildes in eine Perspektive. 

Für die optische Transformation des Einfallbildes und der 
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Aufnahme bestehen zwei Möglichkeiten: Die zusätzliche Einschaltung eines 
optischen Systemes in den Strahlengang bei der Aufnahme oder Auswertung 
und die Änderung des Auswertemaßstabes entsprechend der nach (10) bestehen­
den Verwandtschaft. 

a. Transformation durch ein optisches Zusatzsystem. 

Die Abweichung des Einfallbildes pE von der Perspektive pC 
kann durch die als auf der Objektseite liegende Planplatte von der Dicke 
t auffassbare Schicht des zweiten Mediums über P entstanden gedacht wer­
den. Es liegt daher der Gedanke nahe, diese Abweichung durch eine entsprech­
ende,hinter das Objektiv geschaltete Planplatte oder Linse, welche parallel.zu 
'it liegt, zu kompensieren (Abb.5). 

Bezeichnet np den Brechungsquotienten einer solchen Planplatte 
von der Dicke d ,  so ist die parallel'il: liegende Komponente der hierdurch 
erzeugten Verschiebung bekanntlich (siehe Formel (1) und (2 ) ) 

d tg 0( - tg ßp ) • (15) 

Die entsprechende Komponente der durch das zweite Medium erzeugten Ver­
schiebung ist, wenn die Projektion von Op8 auf h gleich f' gesetzt 
wird, nach ( 2 ) 

f' t - h + t (tgcx - tg ß) , (16) 

wobei das negative Vorzeichen ausdrücken soll, daß die Richtung der Ver­
schiebung nunmehr entgegengesetzt verläuft. Aus der Kompensationsforderung 

0 

folgt eine Gleichung für die Dicke der Platte: 

d f' t tgoc - tg a "1l""+t tgcx tg ßp 

(17) 

(18a) 

Ist np = n, so wird d gleich der im Bildmaßstab ausgedrückten Wassertiefe 

d l 
V 

t " h + t „ ::: f'' (18b) 

ein Ergebnis, das ohne weiteres verständlich ist. F!ir np=f= n ändert sich 
die erforderliche Plattendicke mi� dem Einfallswinkel. Bei Verwendung des in 
Formel (ld) eingeführten Symboles w folgt aus (18a): 

d 1 
V t . f ( 0(); 

Ftir die gebräuchlichen Glassorten 

Crownglaa 
Flintglas 

f (ex) 

n 1,65 
n 1,54 

(18c) 
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gilt die nachstehende Tabelle für f ( 0() : 

ex = do 10° 20° 30° 

n=l,65 0,586 0,590 0,601 0,619 
1,54 0,658 0,662 0,671 0,686 

Daraus ist zu ersehen, daß die Änderung der Plattendicke 
gering ist und für die Praxis in den meisten Fällen f c 
gesetzt werden darf. 

0,650 
0,712 

d mit ex sehr 
0,60, fF = 0,67 

Für kleine Änderungen dn � - n besteht auch die Differen-
tialformel: 

f ( ex ) 1 - n dn 
w2 (w-1) cos2 CX (18d) 

Das Bild eines parallel 1t liegenden ebenen Objektes (t= konst.) kann also 
durch eine nach (18) ·konstruierte Planplatte, welche zwischen Objektiv und 
Bildebene geschaltet wird, mit genügender Näherung auf eine Perspektive zu­
rückgeführt werden. Bei Objekten mit veränderlicher Tiefe muß theoretisch 
für jede Tiefe eine eigene Platte benutzt werden; doch führt praktisch die 
Verwendung von Planplatten zum Ziel, welche für mittlere Tiefen berechnet 
sind. Hierzu muß jedoch untersucht werden, wie groß die vernachlässigten 
Tiefenunterschiede sein dürfen, damit nicht unzulässige Fehler im Bild ent­
stehen. Aus 

t 
v (tg ex - tg ß) f (t,CX) 

folgt: 

Wird darin näherungsweise 

L:::.. c _l n - l 
V n t tgcx 

gesetzt (S. (llb)),so ergibt sich: 

cotg ex • d L:::.. czul . 

(19a) 

(19b) 

Für die Meßgenauigkeit d .6. czul 0,02 mm, n = 1,3 folgt hieraus für 
die in Meter ausgedrückte Zonentiefe dz = 2 dt , innerhalb welcher auf eine 
mittlere Tiefe korrigiert werden darf: 

dz0 0,173 • cotgcx 
(19c) 

Zur Veranschaulichung der Größenve_rhältnisse werden die Tiefenzonen :für ver­
schiedene Maßstäbe nachstehend zusammengestellt. 
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0( = 00 100 200 30° 

l 1000 00 0,98m 0,47m 0,30m 
5000 4,9 2,4 1,5 

10000 9,8 4,8 3,0 
15000 15,0 7' 1 4,5 
20000 20,0 9,5 6,0 

Es zeigt sich, daß dz mit dem Einfallwinkel rasch abnimmt und für große 
Maßstäbe bald unmaßgeblich klein wird. Daraus folgt, daS die optische Kom-
pensation der durch das zweite Jllledium erzeugten Verschiebung mit einer ein­
zigen Planplatte bei großen Aufnahmemaßstäben nur für etwa parallel 'it 
liegende Objekte mit geringen Tiefenunterschieden möglich ist. 

Die Korrektur kann aber auch nach erfolgter Aufnahme, bei der 
Wiederherstellung des Aufnahmebündels in einem Projektor erfolgen. Hierzu 
werden eine oder mehrere, nach (18) zu berechnenden Planplatten nun vor das 
Objektiv geschaltet, wobei es gleichgiltig ist, an welcher Stelle des 
Strahlenganges dies geschieht (Abb,6). Die Zahl V in (18) ist nunmehr die 
Maßstabszahl des auszuwertenden Bildes, oder bei Verwendtmg von Doppelpro­
jektoren, die des erzeugten Modelles. Die zulässigen Tiefenzonen können 
wieder nach (19) berechnet werden. Für die praktische Anwendung, wird man 
�estimmte Aufnahmehöhen und Auswertemaßstäbe festlegen und für jeden 
einen Plattensatz von 0,5 zu 0,5m Tiefe anfertigen. Da der Abstand, in 
welchem die Platten angebracht werden, ohne Einfluss ist, läßt sich durch 
Kombination von 2 t solcher Platten eine Tiefe von t Metern korri­
gieren. Die Ausmessung kann dann zonenweise erfolgen, 

Ftir die Montage der Planplatten ist es noch von Interesse zu 
wissen, mit welcher Genauigkeit.die Planfläche parallel zu n- gestellt wer­
den muß, um unzulässige Fehler zu vermeiden. Aus (18c) folgt 

d .6 c d ( dO( 

cos20( 
d s ) 

cos2 13 

wegen der aus dem Brechungsgesetz sich ergebenden Beziehung 

n cos s = w cos ex cos OC d O< = n COB S d B 

folgt hieraus 

d..6.c (20a) 

F!iroc�30 wird w entwickelt und es folgt für den noch zulässigen Be­
trag der Plattendrehtmg die Beziehung: 

d ex zul = pv n�l + ( cos2<X 3 n+l 2 ) 2 7 ein c< d..6. zul • 
(20b) 

Bezeichnet dcx0 den Betrag für V = 1000, t = 10 m, so kann dieser für 
verschiedene n und c< tabelliert werden und es ist: 
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(d ex zull 0 � d cxo (20c) 1000 (t}m 

ex = 00 100 20° ;oo 

n 1, 3 4,97 4,06 2,88 1, 71 
1, 65 2,91 2,70 2,07 1,27 
1, 54 3,25 3,00 2,27 1,13 

Z.B. sind für V = 25000 und t = 5 m die angegebenen Beträge zu ver­
fünffachen. 

Als Ergebnis folgt: Bei annähernd horizontal liegenden Objekten_ 
mit geringen Tiefenunterschieden ist die optische Kompensation mit den nach 
(18) zu konstruierenden Planplatten schon während der Aufnahme praktisch 
möglich. In allen übrigen Fällen kann sie bei der Auswertung durchgeführt 
werden, wenn die Tiefen genähert bekannt sind. Da hier'tl.e:i. der Strahlengang 
bei der Aufriabme wiederhergestellt wird, ergeben sich/auch die richtigen 
Tiefen, so daß sich das Verfahren auch für die räumliche Auswertung eignet. 
Die Auswertung erfolgt dann zonenweise unter Beachtung der in (19) ange­
gebenen zulässigen Zonentiefen. 

b. Transformation durch Maßstabänderung. 

Bezeichnet 1 ; vE den Auswertemaßstab des Einfallbildes pE , 
so besitzt das perspektive Bild Pc die Maßstabszahl 

(21} 

Re : R nach (10), oder (llc) zu berechnen ist. Der Maßstabsänderung 
entspricht eine Änderung der Auswertehöhe im Betrage von 

Wird in jed€m Punkt VE berechnet, so ergibt die in diesem Maßstab durchge­
führte Auswertung zwar die richtige Lage von Pc, aber nicht die richtige 
Tiefe. Diese wird wohl verbessert, ist aber noch um 

von der wahren ·Tiefe verschie.den (siehe Abb. 7). 
Das Verfahren wird daher nur dann Anwendung finden, wenn ledig­

lich Grundrißlagen zu bestimmen sind, also bei Entzerrungen. In diesem Fall 
wird a'ber zweckmäßig die Korrektion gleich so erfolgen, daß sich aus dem 
Einfallbild umnittelbar der Grundriß P' ergibt, ohne erst d_ie Perspektive 
Pc bestililfllen zu müssen. Der Tiefenfehler wird dabei offensichtlich gleich 
der Tiefe selbst. 

Nach (lOb) ist die Änderung der Maßstabszahl beim ttbergang von· 
pE auf P' 
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t 
hW 

oder nach Entwicklung des Wurzelansdruckes: 

A j)' = t 
Ll n h [1 - n2 - l 

2 n2 

(22a) 

{22b) 

Der erhaltene Ausdruck (22a) ist gleich der aus der Ein-Medien-Photogram.�e­
trie bekannten Formel für die durch einen Höhenunterschied /1 h = - t ge­
genüber der Auswerteebene 'TC erzeugte Maßstabsänderung, wenn an Stelle von 
h der Betrag (hw) gesetzt wird. Es gelten daher auch die in der Ein­
Medien-Photogrammetrie bestehenden Formeln für die zonenweise Entzerrung 
hügeliegen Geländes, wenn 1L' als Entzerrungsebene gewählt und an Stelle von 
h die fingierte Höhe ( h w ) = h' eingeführt wird. Bei normal geöffneten 
Kammern kann noch näherungsweise w= n, also h' = (h n) gesetzt werden. 

Als Ergebnis folgt: Durch Änderung des Maßstabes kann das Ein­
fallsbild unmittelbar auf den Grundriß zurückgeführt werden. Es gelten dabei 
die für die Entzerrung hügeligen Geländes in der Ein-Medien-Photogrammetrie 
abgeleiteten Formeln, wenn die fingierte Höhe (wh) = h' eingeführt wird. 

II. ORIENTIERUNG VON EINZELAUFNAHMEN. 
(Räumlicher Rückwärtaachnitt) .  

1. Allgemeine Lösung. 

Die Orientierung einer Aufnahme hat die Ermittlung der Aufnahme­
daten (Ort und Lage der Aufnahmekammer im Augenblick der Aufnahme) zW!l Ziel. 
Sie kann aus dem Bildinhalt erfolgen, wenn neben der inneren Orientierung 
der Kammer (Bildhauptpunkt und Bildweite) noch die Raumlage einer Anzahl 
von Paßpunkten bekannt ist. 

Um festzustellen, wie groß die Anzahl sein muß, wird der Winkel 
l 12 betrachtet, den die nach 2 Paßpunkten P1 P2 zielenden Einfalls­

strahlen bilden (Abb.8) . Dieser Winkel kann aus dem Bildinhalt (bei bekannter 
inneren Orientierung) bestimmt und auch als Funktion der Koordinaten der 
Paßpunkte und der Orientierungsunbekannten (Koordinaten des Aufnahmezentrums 
oder Lage des NadirpUlllktesim Bild und Höhe) dargestellt werden. �urch Gleich­
setzen der b e iden Ausdrücke folgt eine Bedingungsgleichung für die Unbe­
kannten. 

Der Betrachtung wird ein Koordinatensystem zu Grunde gelegt, 
dessen Ursprung in N liegt und dessen X-,Y-Achaen in 'iL liegen. Aus den 
Koordinaten Cf � h) des gesuchten Aufnahmeortes O und der von Pi 
( x,y t) läßt sich nach I, 1, (8) der Einfallswinkel 0< als Funktion 
dieser Werte darstellen: 

(i=1,2) 

Auch die Projektion E�,2 von E1,2 auf die brechende Ebene kann durch diese 
Werte ausgedrückt werden. 
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tg Pi 

Aus ex: und E-�,2 folgt wiederum C:1,2 und zwar gilt nach Abb. 8 die Be­
ziehung: 

oder nach dem vorherigen: 

(la) 

Anderseits läßt sich c1,2aua den Bildkoordinaten xiyi und der Bildweite 
f berechnen. Bezeichnet C: �,2 die orthgonale Projektion von C: 1,2 auf die 
Bildebene, so ist (Abb. 9 ) 

l "12 = er 2 -

Bi V xi + yi 
2 

cos c 12 = cos Öl 00Bf2 

61 tg oi 

Bi tg oi f 

+ ainy1 ainr2 

21. 
xi 

E," cos 12 (lb) 

Aus (la) (lb) folgt eine Bedingungsgleichung für die Koordinaten (,f 'l h) 
des Aufnahmeortes 0 • 

Da zur Bestimmung von f 1 h drei Gleichungen (lc) erforderlich sind, z.B. 
noch ljl 23= o und ljl 31 = o , so gilt wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie 
der Satz: 

Die Orientierung einer einzelnen Aufnahme1kann in der Zwei-Medien 
Photogrammetrie theoretisch durchgeführt werden, wetpi drei Pa.Bpunkte und 
die innere Orientierung der Aufnahme bekannt sind. Die so bestimmte Aufga­
be hat jedoch mehrere Lösungen. Eine eindeutige Lösung ist erst bei mehr 
als 3 Pa.Bpunkten oder bei Kenntnis einer Näherung für die Lösung möglich. 
Aber die zahlenmäßige Berechnung läßt sich erst bei Vorliegen einer Näher­
ung durchführen, da schon die Ermittlung der Einfallswinkel ex auf prak­
tisch nicht zu bewältigende Gleichung 4 .  Grades führt (s. I (1)) • 

2. Lösung mit Näherungswerten. 

Mit Hilfe von Näherungswerten lassen sich aus den Differential­
gleichungen der Aufgabe lineare Gleichungssysteme für die Verbesserungen 
der Unbekannten angeben. Die Herleitung der Systeme könnte aus den Gleich­
ungen (1) erfolgen; es erweist sich jedoch zweckmäßiger der Ableitung eine 
andere Betrachtungsweise zu Grunde zu legen. Denkt man sich nämlich die 
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Paßpunkte P durch die Brechungspunkte Q ersetzt (s.I 1), so wird die 
Aufgabe auf den Rückwärtsschnitt der Ein-Medien-Photogrammetrie zurückge­
führt. Allerdings sind die Tiefen T von Q 

P (X Y t) , Q (X Y T = ! ) 
wegen w2 = n2 + (n2 - 1 ) tg2ot Funktionen des gesuchten Ortes, doch folgen 
aus den bekannten N!lllerungen für diesen auch Näherungen T0, also genäherte 
Brechungspunkte Q0• Die aus den Näherungen 00 Q10 Q20 Q30 gebildete Pyra­
mide wird im allgemeinen nicht mit der aus den Bildkoordinaten x, y  und 
f sich ergebenden (wahren) Pyramide übereinstimmen, so daß sich Unterschie­
de 

in den Kantenwinkeln ergeben. Die Näherungswerte S 0 rz 0 h0 oder xn 
Yn h0 werden nun eo verbessert, daß diese Unterschiede verschwinden. 

Im Felgenden werden die Differentialformeln für die Verbesserung 
des Aufnahmewertes und des Bildhauptpunktes angegeben. 

a) Differentialformeln für d���� 

Zur Bestimmung der Formeln wird erst die Änderung d T der Tiefe 
T von Q mit df , d'(, d h und hierauf der Zusammenhang dieser Größen 
mit d6 untersucht. 

ai) Inderung d T 

Wie aus Abb. 1 ersichtlich, besteht die Beziehung 

(h + T) tg ex (2a) 

aus welcher durch Differenzieren 

(dh + dT) tgcx + (h + T) d tgcx - d r 0 (2b) 

folgt. Aus den Gleichungen 

T = t 
w. 

lassen eich die in (2b) auftretenden Differentiale d tgcx , dr als 
Funktion von d_f, d'(, dh wie folgt darstellen: 

d tgcx w2 Y-&. d Y-n dT • dr = -7- Go - --r'°<-d'? T(n2-l) tgoc 'l (2c) 

Durch Einsetzen dieser Gleichungen in (2b) folgt der gesuchte Zusammenhang 
zwischen Tiefenänderung von Q und Änderung des Aufnahmeortes. 
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dT A' df + B' d? + C.' d h 

B' µ y -Q_ - r 

c• !-'- tg cx 

T (n2 ·• 1) tg6c 
vi h + n2 • T 

(3a) 

(3b) 

Bezeichnet ci.i die Strecke 0 Qi , also c 12 den von q1 q2 
eingeschlossenen Winkel und e12 die c 12 im Dreieck Q1 Q2 0 gegen­
überliegende Seite, so besteht die Gleichung (Abb. 8 ) 

(4a) 

und aus dieser folgend die Differentialgleichung: 

el2 del2 - ( ql-q2cosc 12) dql- ( ci.2-q1cosE12) dq2-ql q2sincl2 d c 12 o 

(4b) 

Mittels der Beziehungen 

lassen sich die Differentiale 
d 'l , dh darstellen: 

i 1,2,3 

(5a) 

d e , d q als lineare Funktionen von d � , 

(5b) 

Diese Gleichungen und (3) in (4b) eingesetzt ergeben die gesuchte Be­
ziehung: 

(6) 

deren Koeffizienten aus dem folgendem Gleichungssystem zu berechnen sind : 



Al2 

Bl2 

c12 

F12 

D.Xl -b. ql2 � -

.6. yl = - .6. ql2 q:;:- -

17 

= A"12 + Dl2 Al ' + El2 A2' 

= B"12 
+ Dl2 Bl 

" = c 12 + Dl2 Cl 

= ql q2 sinE 12 

' + El2 B' 2 

' + El2 C2 
• 

(7a) 

( 7b) 

(7c) 

Für die praktische Rechnung werden mit �o , '2o , h0 und den Koordinaten 
X,Y,t der Paßpunkte P1,P2 erst nach I,l, ( 8), Näherungen Ot'0 , w0 
und T = _t berechnet. Diese in Gleichung (5b) eingesetzt , ergeben 0 "Cl 
Näherungen für q , e12 mit welchen in (7) einzugehen ist. 

Zur Ermittlung des Absolutgliedes F d c = W wird entweder 
nach (4a) 

cos E 120 
2 e 120 

und nach (lb) cosc12 berechnet, hierauf die Differenz 

und aus dieser 

d cos E 12 = COB E 12 - cos c 120 

(8a) 

( Sb) 

(8c) 
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gebildet, oder dieser Wert aus der Differenz der sich aus den Koordinaten 
X,Y ,T0 von Q10 Q20 und aus. dem Dreieck ( q10 q20 c i2) ergebenden Seiten 
er abgeleitet. Naoh (4a) ist 

so daß die nachstehende Beziehung besteht: 

1 de  2 
2 12 

2 F12 de 12 

( 9 )  

Z u  demselben Ergebnis (6),(7) führt auch die folgende Betrach­
tung: Gleichung (4a) stellt eine Bedingung für � = � 0+ d� , '? = 10 + d'l, 
h = h0 + dh dar: 

(10) 

Die Fu:nktion F , welche den Ort aller Punkte 0 definiert, aus welchen 
die beiden Punkte P1 , P2 unter dem gleichen Winkel c 12 gesehen werden, 
wird zwar durch die Näherung � 0 , ? 0 , h0 nicht genau erfüllt sein; 
sie kann aber in der Umgebung der hiedurch bestimmten Stelle wie folgt 
entwickelt werden: 

Ein Vergleich 1er mit den linearen Gliedern abgebrochenen Entwicklung (11) 
mit den Formeln (4),(6),(7) z eigt das Bestehen der Beziehungen (12) : 

(12 ) 

d.h. Gleichung (lla) ist identisch der mit 2 multiplizierten Gleichung (6). 

a3) Bestimmung von dr. • d'(, dh 

Irgend 2 Paßpunk:te P1,P2 geben Anlaß zu einer Gleichung (6). 
Zur Bestimmung der 3 Unbekannten df • d'l , dh werden 3 solche Gleichungen 
benötigt, welche aus 3 Paßpunkten P1,P2,P3 hergeleitet werden können. 

Aik d � + Bik d ? + C ik dh + -W ik = O 



19 

12, 23, 31 (13) 

Die Koeffizienten A, B, C, W 
rin für die Indizes 1 und 
verbesserten Koordinaten des 

lassen eich nach (7) bestimmen, wenn da-
2 die Indizes i,k eingeführt werden. Die 

Aufnahmeortes sind 

f o + 

Liegen mehr als 3 Paßpunkte vor, so ergibt (12) ein überbe­
stimmtes Gleichungssystem, dessen Ausgleichung nach der Forderung erfol­
gen müßte, die Quadratsumme der verbleibenden �ildkoordinatenfehler mög­
lichst klein zu erhalten. Für die Praxis wird indessen die Ausgleichung 
nach der eine wesentlich einfachere Rechnung ermöglichenden Forderung 

ein genügend genaues Ergebnis liefern. 
Bemerkt sei noch, daß n Paßpunkte nur zu n 

gen" ( 6) Anlaß geben, da von den ( �) möglichen Winkeln E. 
voneinander unabhär.gig sind. 

11 Fehlergleichun­
lediglich n 

a4) Bestimmung der Näherungswerte. 

Bei Luftaufnahmen wird zwar die Aufnahmehöhe h in der Regel 
bekannt sein, nicht aber die ·Lage des Aufnahmeortes. Dafür kann aua Hilfs­
einrichtungen (mitphotographierte künstliche Horizonte, Libellen) eine 
Näherungslage für den Bildnadir angegeben werden, aua welchen sich fo' 'lo 
in einfacher Weise rechnerisch ermitteln lassen. 

Bezeichnen xn,Yn die Bildkoordinaten des 
G" n den Richtungswink1ll _seiner Polarstrahlen (h n) 

tanz, so bestehen die Beziehungen (Abb. 9) 

Nadirpunktes n, 
und die Nadirdis-

tg es- n tg j) 

f = Bildweite • 

_1_1/x 2 + y 2 
f Y n n } (Hl 

Aus on , V läßt sich der Einfallswinkel oc des nach dem Bildpunkt pe 

(x y) ziehenden Strahles ermitteln. Der Richtungswinkel 6 von (h pe) und 
der Winkel 0 zwischen Lot und Bildachse sind durch die Gleichungen 

X tg 6" = y' tg ö (15a) 

bestimmt und,wie aus Abb. 10 zu ersehen, gilt die Beziehung: 

cos oc = cos )) cos 0 + sin V ein 0 cos ( o - cr n ) • (15b) 

Aus ex folgt w2 = n2 
+ (n2 - 1) tg2cx und die Tiefe 

T (15c) 
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des Brechungspunktes Q von P , sowie die orthogonale Projektion 
r = o 'P' von OP au:f die brechende Ebene n : 

r = (h + T) tg 0( (15d) 

Die Projektion 0' au:f 1t kann nun durch Bogenschnitt aus Pi' (Xi,Yi) 
und ri :festgelegt werden. Das Vorhandensein von 3 Punkten P macht die 
an sich zweideutige Au:fgabe eindeutig und gestattet außerdem eine ein:fache­
re Rechnung und Kontrolle. 

Erfolgt die Bestimmung von 0' graphisch, so ergeben sich 3 
Kreisbogen, welche zufolge der benutzten Näherung�n nicht durch einen Punkt 
gehen, sondern ein Fehlerdreieck bilden werden. 

Für.,,.die Rechnung werden zweckmäßig aus den 3 Gleichungen 

die beiden linearen Gleichungen 

( x1 - x2) j 
( x1 - x3)� 

+ (Y1 -Y2) '/ 

+ (Y1 -Y3)'? ( 16) 

abgeleitet. Wird in das System (14), (15),(16) mit den Näherungen xno•Yno 
eingegangen, so :folgen hieraus die Näherungen � 0, '?. 0 für den Aufnahmeort. 

Unter Umständen ist es aber vorteilhaft, die gegebenen Näherungs­
werte für Nadirpunkte und Höhe unmittelbar, ohne erst den Aufnahmeort zu 
bestimmen, zu verbessern. Die Formeln hierfür werden im folgenden Abschnitt 
abgeleitet. 

b) Differentialformeln für d l} , d o- n , dh • 

Da sich Näherungswerte für Nadirpunkt und Aufnahmehöhe technisch 
leicht beschaffen lassen, kommt den direkt zur Verbesserung dieser Werte 
dienenden Formeln auch praktische Bedeutung zu. Zur Herleitung solcher 
Formeln. in welchen aus rechnerischen Gründen V und 
des Nadirpunktes eingeführt werden, wird Gleic�ung 
eher nunmehr eine Funktion von i:> , 6 n , h folgt: 

<S n als Koordinaten 
(10) benutzt, aus wel-

F (V G""n h) = ( x2 - x1 ) 2 + (Y2 �Yl )2 + ( T1-T2 ) 2 

( 2 2 
- ql + p 2 - 2 qlq2 cos E 12) 0 . 

Die Entwicklung an der Näherungsstelle ( lJ 0 <S no ho ) ergibt 

F ( vo crno h0) + d F ( vo 0no h0 ) = O , (17a) 



worin für 

(17b) 

zu setzen ist. Um de, dq als Funktion von d]}, d Cf n , dh darstellen 
zu können,wird erst die durch d·v , dcr n bedingte Änderung des Einfalls­
winkel cx. untersucht. 

b1) Änderung d cos ex , d g, de. 

Die Differentation der Gleichung (15b) ergibt die Beziehung 
zwischen d V , d CS n und d cos ex 

d cos ex X' d v + B d cs n 

A.• - ein V cos 0 + cos V ein 0 cos ( C5 - () n) (18) 

B' 
Aus der Gleichung 

q 

ein v sin Ö ein 

(h + T) 1 
COB CX. 

( cr - es n) 

folgen wegen der nach I , 1,(8) bestehenden Beziehung 

n2 - 1 
dw 

w coa3 ex 
d COB ()( 

dq 
d cos 0( 1 

coscx • dh - 2 COB CX 

und nach Einsetzen von (18) das System: 

dq = A11 • d \) + B11 • d <5 n + C" • dh, 

I" = A' p' 
13• = B' 'i'' 

1 p 1 (h ++ ) .  C" = COBCi( '  cos2cx w 

l (19) 

Wird in die 2. der Gleichungen (5b) die aus (15c) folgende Differential­
gleicbung 

dT t n2 
- 1 d COB ex 

eingeführt, so ergibt sich für die Änderung de1,2 
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( T 1-T2 ) ( A 'i 1:" 1 - A, 2 r 2 ) ' 
(T1-T2 ) ( B'1 r 1 - B'2 T 2 )' 

b2 ) B estimmung von dv , d 6 n' dh 

r 

( 20) 

2 
t n - l 

( w cos ex); • 

Aus ( 17), (19), ( 20) folgt eine lineare Glei ch ung f'ür d v , 

dG"n ' dh . 

A l2 d V + B l2 d CS n + Cl2 dh + w12 0 ,  

A l2 = j\�'
2 -A:{ L::;. ql2 - I"

2 ß q21' 

B l2 = B�� -11 - B 1 f;:,. ql2 - ]"
2 /:::,. q21 , 

( 21) 
c12 

-11 = c 1 [). ql2 - c"
2 [). q21 • 

w12 
1 2 1 F (V o' 6no' ho) 2 de 12 2 

Darin  sind alle Ko effizi enten mi t den aus v0, o.no, h 0 folgenden N äh erun­
gen für ex , q und e zu  berechnen und für b. q di e· A usdrück e (7a) zu  
verw enden. (R eih enfolge der Fo rm eln: ( 14),( 15a),(18) ,(19),( 20),(21). 

Di e V erbesserungen d v, dcrn, dh könn en aus 3 G leichungen ( 21), 
also aus 3 Paß punkten bestimmt werden·. 

ik 12' 23' 31 • 
( 22) 

Di e Ko effizi enten sind h ierin nach dem obi gen Forme lsystem zu bi lden, wo­
bei di e Indiz es i,k an S telle von 1,2 zu setz en sind. 

Sind m eh r  als 3 Paß punkte gegeben, so wird wi e in  a) das si ch 
ergebende überbestimm te System ( 22) zweckmäßig nach der Forderung 

[v2 
wJ = Min 

ausgegli ch en. 

c) S enkrech taufnahm en. 

Wird a ls S enkrech taufnahm e ei ne Aufnahm e bez eichnet, deren 
A ch s e  ortho gonal zur brech enden E benen: lie gt, so.fällt bei so lch en Auf­
nahm en der N adirpunk t mi t dem Bi ldh auptpunk t  zusamm en. E s  wi rd dah er 

)) = 0 ' 
sagt ( A 

sowi e CS n u nb= stimm t und das an gegebene. G lei chungssystem ver­
wird unbestimm t und B = 0 ) • B ei genäh erten S enkrech taufnahm en 

muß also das in a) abgel ei tete Sy stem benutzt werd en; wo bei wegen v0 = 0 
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ex 0 = 0 = arc tg 
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So folgt aus (15a,b,c) 

so daß vi0 , T0 , r0 und schließlich 

fach berechnet werden können. 
� o' ? o nach (15d) und 

3. Gefährlicher Ort. 

(16) ein-

Wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie besitzt auch der Rück­

wärtsschnitt der Zwei-Medien-Photogrammetrie einen gefährlichen Ort 2. Art. 

Ein solcher liegt vor, wenn im linearen System (12) oder (22a) 

die Gleichungsdeterminante verschwindet, also die Bestimmung der Verbesser­

ungen nicht möglich ist. Wegen der nach (11) bestehenden Beziehungen besagt 

diese Bedingung, daß die Normaleri auf die 3 durch Fik = o (ik = 12, 23, 

31) bestimmten Flächen in den Punkten des Ortes in einer Ebene liegen, 
oder, was dasselbe ist, sich ihre Tangentialebenen in jedem Punkt des Ortes 

in einer Geraden schneiden. Ein Punkt des Ortes ist als Schnittpunkt von 
3 Flächen Fik = o zwar eindeutig bestimmt, doch ist seine Lage in der 

Richtung der Schnittgeraden der Tangentialebenen unsicher, weil Lageänder­

ungen erster Ordnung in dieser Richtung nur .Änderungen 2. Ordnung in den 

zur Orientierung benutzten Winkeln und Strecken hervorrufen. 

Aus Überlegungen, die den aus der Ein-Medien-Photogrammetrie be­

kannten entsprechen, folgt als gefährlicher Ort der durch die 3 Paßpunkte 

normal zur brechenden Ebene verlaufende Kreiszylinder� 

4. Transformationsformeln. 

Nach Bestimmung der Orientierungselemente (2a, 2b) kann für je­

den Bildpunkt der seine Abbildung vermittelnde Strahl vor und nach der 

Brechung an 1T: angegeben werden, welcher den durch die vorliegende Auf­

nahme bestimmten Ort für den Objektpunkt darstellt. Hierzu.müssen aber im 

Fall 2a erst die Raumlage von Aufnahmeachse und Bildebene; im Fall 2b 
hingegen die Koordinaten des Aufnahmeortes bestimmt werden. 

a) RaumJ.age von Aufnahmeachse und Bildebene. 

<f i bezeichne den Richtungswinkel von 

tg cp i 

N Pi' (siehe Abb.9) 

(23a) 

und -?v0 den Einheitsvektor in der.Richtung des Eiiifallsstrahles 0 pe . 

{" ein ex cos <f, 
-1Vo e2 ein ()( ein ip, (23b) 

e3 - coe 0< • 
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• 
Dam it f olgt für den nach dem Bi ldpunk t ziele nden Vektor :  

1 
f 

_ c_ o_s_0_ -1V o ' 

Bezei ch ne t  {) den Einhei tsvekt or der Auf nahmeachse '( 0 
Vek tor 'f die Bedi ngung 

f oder  cos 0 

Oh , 

( 23 c) 

s o  m uß jeder 

( 24a) 

erfüllen. N un ist V der Einf allswinkel der A chse Oh (e.A bb.10) und 
'f n se i der Ri chtungsw inke l der Projek ti on der A chse i n1C; dann ist 

nach ( 23 b) { f1 = ein V coe !f n, 

f 2 = sin V e in cp n , 

f3 - coa V , 

und aus ( 24a) f ol gt eine line are Gle ichung für die fi 

Da  

cc;>s Oi 

0 ei n Ei nhei tsvek tor is t, bes teht noch die Bedingung r o  

/ 1, 

( 24 b) 

( 25 a) 

( 25 b) 

s o  d aß die fi the ore tis ch s ch on aus 2 Glei chungen ( 25 a) also aus 2 Paß­
punk ten ermi ttelt we rden  können, w ährend d ie dritte zur Ve rfügung s tehende 
G leichung (25 b) die Ausw ahl  unter den mögli chen  Lösun gen  ges tatte t. Man 
k ann aber auch die fi aus den drei linearen Glei chungen  ( 25 a) bes timme n  
und die durch ( 25b) gege bene Beziehung als K ontrolle benutzen. 

Aus den f i ergeben s ich V und !fn wie f olgt : 

t g  <f n 
f 2 cos V - f3 f l f 2 f1 ein V sin 'f n coe <f n 

( 26) 

und damit is t die Aufnahmeachse im System der Paß punk te fes tge le gt. 
Die Lage der dazu  orth ogonalen Bi lde bene wi rd durch die Lage 

des N adi rpunk tee im Bi ld bes timm t. Bezei ch ne n  (wie bisher) c::r n' sn 

die auf den Bi ldh aup tpunkt h bez oge nen Polark oordinaten des Ei ldnadi rs 
n , s o  s ind diese nach (15b) aus 

s in V 
1 

s in Ö (cos o: 

f t g  V 
( 27a) 
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bestimm t  und aus ihnen fo lgen die B ildkoordinat.-en: 

( 27b )  

B ei arei Paß punkt en mü ssen d i e  drei aus aen 3 mö glichen Gle�9hungen ( 27a)  
folgenaen Werte 6" n , sn ( innerhalb der R echengenauigk eit ) :übereinetilllDlen. 

S ind hingegen m ehr  als 3 Paß punkte  gegeben, so fo lgt schon  aus 
( 25a)  ein überbestimm tes Gleichungssystem für die fi , welche streng nach 
aer Minimum sforderung für aie Quadratsumme der V erbesserungen der B ild­
koo rdinaten unter B eachtung der Nebenbedingung \ 25b) ausgeglichen werden 
müß te .  Ein prak tisch genügendes Ergebnis wird aber auch aus der Ausgleichs­
:foraerung 

[ v2 COStf] Min 

erhalten. 
Die B edingung ( 25b )  wird dann zwar bloß näherungsweise erfü llt sein; do ch 
treten nur dann beachtbare Abweichungen auf , wenn die angenommene B ild­
weite f fehlerhaft ist (was in der Praxis kaum vo rkomm en wird) . 

Für die Ermittlung vo n ö n steuert j eder aer n Paß punk te 
nach ( 27a )  einen Wert 5 ni , :f bei ; der beste Wert wird durch das Mittel 

[sni] 
n 

gegeben. 

b) Koordinaten des Aufnahm eortes .  

Wurden ( nach · 2 b ) h,  G"' n , V 
Koordinaten �· 'Z des Aufnahm eortes nach 
(15 a , b , c , d )  und (16 ). 

ermittelt , so ergeben sich die 
den in 2a4 abgeleiteten Formeln 

Zur E rm ittlung des Richtungswink els 'fn der A chse wird das 
aus den E infallstrahlen nach dem Nadir ( Lo t  auf n; ) , B ildhauptpunk t h 
und einem beliebigem Punk t pe gebildete Dreik ant betrachtet (a.Abb . 9 ). 
Von diesem sind die 3 Kantenwink el 0< ( = E infallswink el von O?), V 
( = Nadirdistanz ) und 1f ( = Wink el zwischen OP und Aufnahm�achae) be­
kannt , während die sich in der Nadirlinie schneidenden Flächen den Wink el 

Ä tp = 'f - 'f n einschließ en. Dieser k ann daher aus dem sphärischen 
D reieck , das von der um 0 beschriebenen Einheitskugel aus dem Dreik ant 
ausgeschnitten wird (nach dem Halbwinkelsatz ) berechnet werden: 

tg _.A:f_ ysin _ ( s  - V ) sin ( s  - Q( )  
2 ein s sin ( s -0 ) } ( 28a) 

Da <f nach (23a) bek annt ist , fo lgt: 
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'f n = . ( 28b ) 

wobei die aus den 3 Paßpunkten sieh ergebenden Werte ( innerhalb der Rechen­
genauigkeit )  übereinstimmen müs sen . 

Liegen mehr als 3 Paßpunkt e vor , so wird das System . ( 1 6 )  
zweckmäßig (näherungswei s e )  nach d e r  Forderung 

ausgeglichen. 
Fiir den Richtungswinkel der Aehse folgt aus j e dem Paßpunkt ein 

Wert /). cp i ; man bildet das Mittel 

( 29 )  

und führt diesen Wert in ( 28b ) ein. 
Mit Hilfe der bisher erxechneten Werte � '7 h, V <p n • .  xn 

Yn kann die Aufnahme in einem optischen Gerät orientiert und ausgewert et 
werden. 

Flir die rechneri sche Auswertung muß noch· die Gleichung des die 
Abbildung vermitt elnden Strahlenbündels angegeben werden. 

e) Gleichung des (Lieht-) Strahlenbüiidels . 

Das die Abbildung vermittelnde (Licht-) Strahl enbündel besteht 
aus Strahlen, welehe in den Einfallpunkten an 71: gebrochen ( geknickt ) sind . 

Da 'f n nach ( 2 6 )  oder ( 28b ) bestimmt sind , kann für j eden 
Bildpunkt nach ( 28a) f). 'P  und daher der Richtungswinkel s eines Einfall­
strahles 

( 30a) 

bestimmt werden. Außerdem ist die polare Entfernung R 'if"PE bekannt . 

R = h tg ex 

und daher auch der Ortsvektor des Einfallpunkte s .  

� + R e o s  ex ,  

'7. + R ein ex ,  

0 

( 30b) 

( 3la) 

Der an 7t gebrochene Strahl bildet mit dem Lot (auf 1t ) den Winkel s , 
welcher naeh dem Brechungsges et z  

ein f;I n ein oc 

zu berechnen i st .  Da er in der Lotebene auf 1C durch den Einfallstrahl 
liegt , besitzt er den gleichen Richtungswinkel wie dieser und es ist 
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{ ein ß coa 'f , 
ein ß ein 'f •  
- coa ß , 

(3lb ) 

der Einheit svektor s einer Richtung. Bezeichnet "e o den Ort svektor des Auf­
nahmeort e s , so i st 

"<e = /1 (-<fe -1'0) ( }\ Parameter ) .( 32a )  

d i e  Gleichung des Einfallsbündels und 

( A = Parameter) ( 32b )  

die Gleichung des Bündels nach der Brechung. Ale Parameter treten hierin 
die Bildkoordinaten auf. 

III . ORIENTIERUNG VON STEREOAUFNAHMEN. 

Die Orientierung eines Stereopaarea b ereitet in der Zwei-Medien­
Pbotogrammetrie erhebliche Schwierigkeiten, da wie schon Z a a r in [l] 
erwähnt bat , eich im allgemeinen zwei zusammengehörige Strahlen auch nach 
erfolgter Orientierung nicht schneiden, so daß die für die Orient i erung ge­
wöhnlicher Stereoaufnahmen abgeleiteten fundamentalen Begrif�e der Kern­
punkt e und K ernebenen nicht mehr gelten. 

Im folgenden wird nun die Möglichkeit einer rechnerischen und 
optischen Orientierung untersucht ( 2 ) ,  ( 3 )  und zuvor zur Erhärtung des 
von Z a a r empirisch gewonnenen Ergebni s s e s  des Kreuzens zusammenge­
höriger Strahlenpaare , deren kürze ster Abstand berechnet ( 1 ) . Hieraus er­
geben sich auch die Ort e ,  für welche dieser Abstand verschwindet , in denen 
also auch in der Zwei-Medien-Photogrammetrie das Schneiden der Einfall­
strahlen e ine Bedingung für die Orien�ierung ist ( ein Ergebnis , welches 
für die opti sche Orientierung Bedeutung hat ) . 

1. Der kürzeste Abstand eines Strahlenpaares .  

p1 , p2 sei ein entsprechende s  Strahlenpaar , daß sich nach der 
Brechung an n- im Ob j ektpunkt P schneidet. Nach I , l ,  schneiden sowohl 

_
Pl als auch p2 die durch P gehende Normale zu 1r: (Lot ) . Bezeichnen 
Q1 und Q2 diese Schnittpunkte (Abb . 10 )  und 

so i st nach I , 1 , ( 5 ) ,  

( 1 )  

Der kürzeste Abstand K von p1 und p2 i s t  nun nach Definition z . B .  
gleich dem Normalabstand irgend eines Punkte s  der Geraden von p2 von 
der parallel p2 durch p1 gelegten Ebene ß • B e zeichnet Q • 2 die 
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Orthogonalprojekti on von Q2 auf die se Ebene , und 1f den Winkel ,  den 

Q1 Q2 = clt mi t ß bilde t, so i st :  

K = Q2 Q ' 2 = J t sin lf' . ( 2 ) 

Um l/f ermi tte ln zu  können, wird ei n re chtwinke li ge s  Koordinate nsystem ein­
geführt, de s se n  Ursprung im Aufnahmeze ntrum o1 -der  erste n  A ufnahme lie gt 
und de s se n  1Vf""'2- A chsen  paralle l '11: sind , so daß die E be ne [-1V1 -1V3 ] 
den B asi svektor b enthält . Sind cx1 , cx2 die Einfallwinke l von p1 
p2 und 'f 1 = (0 2 01 PJ, ') , y; 2, = (0 1 o2 P2 ) , die Winke l ,  welche die Grund-

ri ßprojekti on p '  mit '1Y'1 
(Ri chtunge n) von p1 , P2 

ei nschließen,  so sind die Einheitsvektore n  
durch ( die Kuge lkoordinaten) Cf i , o<i be stimmt. 

1/ lo 

'(f 2o 

sinoc1 cos 'f l ..-rv1 + sin cx1sin So1 --1V2 - cos o<1 --1V'3 , ) 

= si noc2 cos f 2 -tv1 - sin 0<2sin 'f2 "1V2 - cos0<2 --tY3 . 
( 3 ) 

Der L otvektor -11-' auf die durch "? 1 j12 ge gebene E be ne ß bilde t  mit --fY 3 
den Winke l (90 - ljl )  und e s  i st daher: 

sin lfl (4a) 

B ezei chne t A den Winke l zwi schen 1/l J12 , so be stehe n  die Beziehunge n  

�o 

1f10 1/ 20 
1 

sin A � 

j-1-Y'j = ein A 

c os A = 1/10 • 1f20 

und aus di e se n  folgt für den' ge suchte n  Winke l :  

sin lf! = si� A ( '"1V3 110 '120 ) · 

Die Auswertung der Vektorforme l  (4 c )  e rgi bt schlie ßli ch: 

sin 1f" = -
1 

sin ex 1 sin A 

} 
(4 b)  

(4 c) 

sin ex 2 si n ('f1 + cp 2) , l 
( 5 )  

c os  A = sin 01 1  sin cx2 cos (Cf 1 + cp 2 ) + cos 0<1 cos ex 2 . 

N ach ( 2 ) „ ( 5 )  läß t  si ch nun für je des S trahlenpaar der Be trag k de s 
kül!Zeste n  Abstande s be stimmen. 

Nun sollen  noch die Koordinatenunterschie de 

dx = Xp - X dy Yp - y t 

de'f! auf Pr gelegene n  Fuß punkte s F1 von � k gegenüber P e rmi ttelt 
werde n. Bezei chne t  dp = Q1 F1 und r den Normalabstand eine s  Punkte s 
von h , so i st wie aus A bb. !O e rsi chtli ch ,  
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dp sin ex 1 

- dp co s ex 1 

und hi eraus folgt : 

dx - dp ei n ex 1 co s 'f 1 } dy dp ein ()( 1 ein <f 1 

dt ( !:!. tl + dp COB CX 1 ) 
(6a) 

Di e S treck e  dp kann aus dem D rei eck 
S ei te Q1 Q ' 2 = J t •  und Winkel ex ' i  

berech net werden, dessen 
bei Q1 Und q • 2 durch 

d t 1 = Jt COB , 

bestimm t  si nd : 

1 COB CX 

I ein ex 2 

� COB lf 

dp ein ( ex 1 1 + ()( 2 1 ) 

Für h 1 = h 2 = 10 0 0  m ,  t 
ergi bt eich z. B. : 

10 m ,  b 70 0 m ,  cx 1 
0 30 ' 'f1 

(6b )  

(6 c )  

t 0 , 56m , K = 0 , 28m, dx = o ,  dy = - 0 , 23m ,  dt = - 3 , 18 m .  

Ein S trahlenpaar p1 p2_ schnei det si ch nun, wenn k 
Di es  i st nach ( 2 )  der Fall , wenn 

1 ) ein 1ff = 0 o der 2) Jt = 0 .  

0 wird. 

(7 ) 

Di e erste B edi ngung i st nur i n  der (K ern-) Ebene [h 1 h 2] erfüllt , doch 
li egen di e S chni ttpunkte um di e nach (6 ) z u  berech nenden B eträge gegen­
über P verschoben. Wegen 1ff = O ,  sind i n  di esem Falle ex '  = ()( , J t '  = Jt 
und cp = O zu  setz en. 

Di e zwei te B edingung i st nach I , (5) erfüllt , wenn 

0(1 C(2 .  

In di esem Fall i st di e sei tli ch e  Verschi ebung gegenüber P glei ch Null , _ 
während di e Ti efenverschi ebung dt = .6 t1 = .6.t2 wird. 
Um nun den Ort aller Punkte z u  finden, für welch en di e o bi ge B edingung be­
steh t, wird von der nach I , (7 )  geltenden B ezi ehung 

ausgegangen. Durch S ubtraktion erfo lgt hi eraus 
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(Sa) 

Diese Gleichung ist f.ür h1 = h2 identisch erfüllt , wenn r1 = r2 und 
dies ist für alle Punkte der Symmetrieebene von o1 o2 der Fall. Für 
hl = h2 ist also diese Symmetrieebene der gesuchte Ort . Ist hingegen 
h2 - h1 = .6. h f 0 , so b estimmt (Sa) eine algebraische Fläche höherer 
Ordnung, weil nach I , l,  tg ex als Wurzel eines Polynomes· 4. Ordnung mit 
von r1 , h1 und t abhängigen Koeffizienten dargestellt werden kann. Um 
eine Vorstellung von dieser Fläche zu erhalten, wird in .erster Näherung 
tg ex durch die Formel (I ,  lla) ersetzt . Es ergibt sich: 

Ah ( 1 + 1il 1 f' ( t )  ' (Sb )  

welche Gleichung für t = const . einen (Appollonischen) Kreis darstellt , 
dessen Mittelpunkt auf der Sch?li ttlinie N1 N2 von [ h1 �] mit der Ebene 
t=konst . liegt . Der Ort aller Punkte ,  für welche Jt = O ist in erster 
N"äherung (r2 : r1 = h2 : h1) durch die Gleichung 

( X  _ � )  2 + y2 = a2
' 

. b '  X (t )  = ----m f' 2 _ 1 

( b' = N1 N2 , Projektion der Basis , b 

a (t )  . b 'µ ::-:2'- ' � - 1 

o1 o2 auf 'lt" )  

(Sc )  

bestimmt. Im allgemeinen wird nun A h  gegenüber h1 sehr klein sein, so 
daß in (Sb )  das Glied mit dem ebenfalls als klein vorausgesetzten Verhält­
nis t : h vernachlässigt werden kann. 
Mit diesen Annahmen wird 

b h xm = - 2 Llh = konst konst 

und der ge�uchte Ort ein gerader Krei�zylinder. Dieser enthält die Gerade 

b ( b.h ) x = 2 l + 2h y = 0 

und schließt immer den Aufnahmeort mit der kleineren. Höhe ein. 
Für 1/1 = konst . wächst der kürzeste Abstand mit der Differenz 

( r2 - r1) und erreicht innerhalb eines Bildes am Bildrand seinen maximalen 
Wert . 

2 . Die rechnerische Orientierung. 

Wegen der durch die Brechung der Strahlen verursachten Schwierig­
kei ten in der optischen Orientierung kommt der rechnerischen Lösung des 
Problemes auch vom Standpunkt des  Praktikers erh�hte Bedeutung zu. Abge­
sehen davon ist sie die notwendige Grundlage für die Herleitung von Näher­
ungsverfahren und ist auch vom theoretischen Standpunkt unerläßlich. Vor 
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Beginn der rechnerischen Entwicklungen sollen nun die allgemeinen Grund­
lagen klargestellt werden. 

Infolge de� Brechung schneiden eich, wie in l) bewiesen, die 
in die Aufnahmeob;j ektive gelangenden Einfallst.rahlen, welche von ein und 
demselben im zweiten Medium gelegenen Punkt ausgehen, im allgemeinen nicht , 
es  schneiden eich lediglich die im zweiten Medium verlaufenden Teile der 
Projektionsstrahlen, aber diese  bilden kein Ebenenbüechel und sind aus den 
Aufnahmen allein auch nicht wieder herstellbar. 

I st jedoch die Lage der brechenden Ebene zu den Aufnahmeorten 
bekannt , so kann wieder , wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie , ein Modell 
hergestellt und die Orientierung selbst in die Modellherstellung und die 
Modelleinpassung zerlegt werden·. 

Zum Modell gehören also  zusätzlich zur gegenseitigen Lage der 
Aufnahmekammern noch deren Lagen zu 1r ,  wobei wegen der Homogenität der 
Medien und 1r die Lage eines Aufnahmeortes und das Azimut .der Basis beliebig 
angenommen werden kann. Die für die Modellherstellung erforderlichen Orien­
tierungeunbekannten sind daher: drei Drehungen für die erste Kammer ,  drei 
Drehungen für die zweite Kammer, das Verhältnis der Basislänge zur Höhe 
(Basisverhältnis )  und der Neigungswil'.lkel der Basis gegen 7r • Für die Her­
stellung eines Modelles . sind in der Zwei-Medien-Photogrammetrie daher 8 
Unbekannte zu bestimmen. Zu dieser Zahl kommt man auch, wenn be.achtet wird , 
daß zusätzlich zur gegenseitigen Lage der Aufnahmekammern (5 Unbekannte )  
noch die Lage von 'lt ( 3 Unbekannte ) zu ermitteln sind . 

Die Einpassung des Modells besteht in der Bestimmung des Maß­
stabes , der Grundrißlage eines Aufnahmeortes und des Azimutes der Basis . 
Diese vier Unbekannten können aus der Grundrißlage zweier Paßpunkte , oder 
Raumlage eines Paßpunktes  und einer Koordinate (nicht Tiefe ) eines zweiten 
bestimmt werden. Ale Ergebnis dieser allgemeinen Überlegungen folgt : 

F!ir die Orientierung eines Stereoaufnahmepaares in der Zwei­
Medien-Photogrammetrie sind , wie bei der Orientierung in der Ein-Medien­
Photogrammetri e ,  insgesamt 12 Unbekannte zu bestimmen. Von diesen werden 
acht für die Herstellung des Modelles und vier für die Einpassung desselben 
benötigt . Die Herstellung des Modelles ist theoretisch möglich, wenn in 
beiden Aufnahmen acht Punktpaare identifiziert werden können. Flir die Ein­
passung genügen zwei Paßpunkte ,  von denen die Grundrißlagen, oder die Raum­
lage eines Pul'.lktee und eine Grundrißkoordinate des zweiten bekannt sind . 

Im Felgenden werden nun erst die Orientierungsgrößen für das 
Modell und aus diesen die Modellkoordinaten bestimmt und hierauf wird die 
Einpassung durchgeführt . 

a ) Bestimmung der Orientierungsgrößen für das Modell. 

Die beiden Aufnahmen seien mit der gleichen Kammer, also mit 
gleicher Bildweite f ,  in den Aufnahmeorten o1 und o2 erfolgt , deren 
gegenseitige Lage durch den Basisvektor .ß. gegeben sei.  Ein Punkt P wer­
den in pe

1 und pe
2 abgebildet , deren Bildkoordinaten x1y1 und x2y2 

den Aufnli.hmen entnommen werden können. Die Abbildung erfolgt bis zur 
brechenden Ebene 1t durch die Einfallstrahlen, deren Richtungen durch die 
nach den entsprechenden Bildpunkten zielenden Vektoren gegeben sind . Die 
Ortsvektoren der Einfallpul'.lkte pE , bezogen auf den zugehörigen Aufnahme­
ort 0, sollen mit ?e bezeichnet werden, die Richtung der gebrochenen 
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Strah len sei durch -Of gegeben. N ach durch geführter Ori entierung mü ssen 
sich di e zu  entsprech enden B ildpunkten gehöri gen Vektoren -<tJ. -or2 
schnei den, während 1/l 1'2 im Allgem einen windschi ef zu  einand.er steh en. 
(Abb. 11). 

Di e Abbi ldung erfolgt durch di e an 11: gebroch enen S trah len-
bü ndel 

-<e 1 1f lE + }\ 1 -Of' 1 

i? 2 .ß. + 1f 2E + /\ 2 '°/'2 

deren Strah ]f!n durch di e entsprech enden Bi ldpunkte einander z ugeordnet wer­
den. Di e Ori enti erung i st durch geführt , wenn si ch für j edes S trah lenpaar 
-<e 1 4(;2 Parameter i\ 1 i\ 2 bestimm en lassen, so daß -<t' l 4(;2 wird. 

Di ese Forderung ergi bt di e Fundamentalglei ch ung für ai e Modellh erstellung: 

,fj, + '?f 2E + )\ 2 '°/'2 • ( 9a) 

B ez eichnet man den Verbindungsvektor der beiden Einfallpunkte mi t 

( 9b )  

so erh ält di ese Glei chung di e Gestalt: 

/i 2 0(2 - >i 1 '°}'l = 0 • ( 9c )  

Aus di eser Fundam entalglei chung können nun sowoh l  die Formeln 
für di e B ·estimmung der Ori entierungsgrö ßen, als auch di e Formeln für di e 
Erm ittlung der Modellkoordinaten abgel'ei tet werden. 

Zuvor sollen die darin auftretenden Vektoren 1/ • 1fE , -0( , .(} 
· durch die Ori entierungsgrö ßen, das sind di e Verkantung Je ,  di e L ängsnei­
gung 'f und di e Quernei gung QJ' für j ede Kamm er getren nt ,  das B asi sver­
h ältni s  1 : \l = b : h und der N eigungs- (Höh en-)winkel c der B asi s gegen 

n; ausgedrü ckt werden. Hierzu  wird ein rech t'ssch raubi ges Koordinatendrei­
bein  ( '1V 1 -1V2 � )  mit dem Ursprung in o1 einge�ührt , dessen -JJ.-3-Ach se 
normal 11; verläuft und dessen '1z-2-Ach se mit dem B asi svektor in einer N orm al­
ebene von ff; li egt (Abb.13) • In diesem System i st: 

b cos E -tJ..-1 + b sin c 1J.-3 (10 )  

Der Ortsvektor "/ eines B ildpunktes pe h abe die Koordi naten ( u v - w) , 
so daß 

(lla) 

Wi e der Verf. in [ 3] gez eigt h at ,  besteh en z wisch en u v w den Bi ld­
koordinaten Xv y und den Orienti erungsgrö ßen di e nach steh enden B ezi ehun-



33 

gen: 

u u '  coe 'f - w' ein 'f 
V v'  coe w + f ein (,{) 

w w'  coe 'f + u '  ein 'f '  
(llb) 

u'  X coe :X:: - Y ein ..:ie 
v'  y COB d(?, + X ein � 
w'  f coe w v'  Bin W 

Aus diesen können (u v w) berechnet werden, wenn x , y  und f gegeben 
sind . Der absolute Betrag von "'j' ist durch 

( llc) 

gegeben. Da "! und - -1Y3 den Einfallwinkel o< einschließen, ist auch: 

(p sin cx)2 = u2 + v2 p COB 0( = W (lld) 

Für den Ortsvektor des Einfallpunktes p E  besteht wie aus Abb .  12 er­
sichtlich die Beziehung 

ife 
( 12 ) 

Der gebrochene Strahl bildet mit - -rv3 den Brechungswinkel B und liegt 
in der Ebene ( - """3 "';f) ; er läßt eich daher als Linearkombination dieser 
Vektoren darstellen. 

-Of -t'- -11-3 + V J'o · 

Wie aus Abb . 13 ersichtlich, bilden die Absolutbeträge das Verhältnis :  

ein ( oc - ß )  
ein ß = n COS ß - COS 0C 

eo daß die nachstehenden Gleichungen gelten: 

P -<f  „ p e � + -<j 
P e W - p n • COB ß (13a) 

Der darin auftretende Ausdruck p e , der später noch öfters benötigt 
wird, soll nun durch die Orientierungsgrößen ausgedrückt werden. Nach dem 
Brechungsgesetz ist 

coe B 

und hieraus , sowie wegen 

(p sin ex ) 2 u2 + v2 

folgt schließlich: 
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n2 - 1 
n 

_U::.
2
�r'+---'"V_

2 ) • 
w
2 

Man erkennt leicht , daß der Ausdruck für n = 1 verschwindet . 

(13b )  

Wird nun die Fundamentalgleichung ( 9c) innerlich mit 'Cfl x -<j2 
multipliziert , so folgt die Schnittbedingung 

welche immer erfüllt ist , wenn entsprechende Strahlen -oi-1 , '9-2 sich 
schneiden. Umgekehrt kann sie auch zur Bestimmung der Orientierungsgrößen 
benutzt werden. Durch Einsetzen von ( 9b ) , (13)  in ( 14 )  erhält man: 

Hieraus ist zu sehen, daß die Schnittbedingung für die gebrochenen Strahlen 
die Determinante (& 1f1 1f2 ) enthält , welche die Schnittbedingung für unge­
brochene Strahlen darstellt und zusätzlich noch zwei Determinanten, welche 
mit dem Faktor ep multipliziert werden. Da ep für n=l gleich null wird , 
ergibt (14) in diesem Fall die Schnittbedingung für ungebrochene Strahlen , 
wie .es  ja auch ·sein muß . 

Nun werden in (14) Koordinaten eingeführt . Bezeichnen ( u8 v8 C )  
die Koordinaten von ,6 , so erhält man: 

0 
0 

Bei Beachtung der Beziehungen 

'i> + ein e 

ergeben sich nach ( 9b )  und (12 ) für us , v8 die Ausdrücke : 

[coa C. ( -2  
ul u2 

oin EJ ' }  US b + V - wl ) + . w2 � 

= b [ 
( v2 -

vl ) + -2 sin c J . (15a.) 
vs 1) . w2 wl w2 

Diese Werte in (14a) eingesetzt , ergeben einen Ausdruck , der außer den 
Orientierungeunbekannten x1 'fl w1 ; x2 �2 w2 • o, c nur noch b ek&:rui:t e 
Größen (Bildkoordinaten x1 y1 , x2 y2 , f ) enthält • .Führt man noch die 
Abkürzungen 

b. U � vl ( e2P2 - w2 ) � v2 ( elpl - wl
) 

b,. V ul ( e2p2 - w2 )  - � ( elpl - wl) 
(15b )  



35 

ein, so erhält die Schnittbedingung die Form : 

U8 t:. u - u s t:. v = o (15c) 

Eine derartige Gleichung kann für jedes Bildpunktpaar , daa in den Aufnahmen 
identifiziert werden kann, aufgestellt werden. Zur Ermittlung der acht Un­
bekannten sind acht solche Gleichungen, also die Bildkoordinaten von acht 
entsprechenden Punktepaaren erforderlich. Man erkennt aber leicht , daß eine 
allgemeine Auflösung dieser komplizierten, irrationalen und transzendenten 
Gleichungen praktisch unmöglich iat . Auch die theoretisch leicht durchzu­
führende Aufstellung von linearen Fehlergleichungen würde für den allge­
meinen Fall auf praktisch kaum zu bewältigende Formelsysteme führen. Aus 
diesem Grund wird im Folgenden nur der Fall genäherter Senkrechtaufnahmen, 
welche auch praktisch in der Regel vorliegen wird , weiter verfolgt . 

Flir genäherte Senkrechtaufnahmen, die aus Sichtgründen immer 
gefordert werden und sich wegen der hoch entwickelten Aufnahmetechnik (auto­
matische Steuerung des Vermessungsflugzeuges und Kreiselsteuerung der Kamm� 
auch mit großer Güte erreichen lassen, werden alle Orie�tierungsgrößen mit 
Ausnahme des Basisverhältnisses v = h : b differentiell klein. Aber für 
dieses geben die Aufnahmedaten eine gute Näherung 
+ d v in die Gleichung eingeführt und nur mehr 
braucht . 

'Nach [ 3] wird nunmehr aus ( llb) 

Hieraus folgen auch: 

u 
V 

w 

x - y d X f d 'f '  
y + x d X + f d w ,  
f + x d <p - y d w .  } 

V 0- , ao daß V = V 0 + 
dv bestimmt zu werden 

(16a) 

u 
w 

2 � --t dX - ( 1 + � ) d <f + � • d W 
f f 

_y_ w d x  - -3-­
f .  

( 16b) 2 ( l +  -5-) d w .  
f 

Außerdem kann der Wurzelausdruck in ( 13b ) entwickelt werden. Setzt man 

n2 - 1 
n2 (1-)2 

so ergibt sich nach einigen Rechnungen 

Damit wird 

, wobei c2 "' u2 
+ v2 ' ( 17) 

fm + � (X d 'f - y d W) . 
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p e = (l - m) f + ( 1 -� ) ( x d cp - y d w) , 

p e - w = - fm - � d'f + ,;;_ y d w 

Für die Kool'dinaten von ..6 erhält man 

UB x2-x1 . Y2 Y1 � = 1 + "o -r- - vo f d X2 + "o T d Xl -

X � x2 X y 
- v0 (1 + f� )d cp2 + v0 (1 + 

f� )  d <p 1 + \10 !/ d w2 -

� = V  Y2-Y1 
b 0 f 

y 2 
d 'fi + V0 ( l+ � )  

f 

und die Unterdeterminanten .6. u, .6. v nehmen die Form an: 

} 
(18) 

(19a) 

Mit diesen Werten folgt aua ( 15c) eine lineare Gleichung von der Form 

( 20a). 
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in welcher die Koeffizienten durch das nachstehende System zu bestimmen 
sind: 

(L!..m 
(20b) 

Die Größen m können nach (17 )  loestimmt werden, für die praktische An­
wendung ist es u .U. vorteilhaft , den Ausdruck für 7n. noch zu entwickeln: 

m (�)2] 
Für n = 1 folgen wegen m. = 1 , .6 m  = m - � o aus ( 20b ) die 
Koeffizienten für die Fehlergleichungen . der Ein-Medien-Photogrammetrie .  

b) Bestimmung .der Modellkoordinaten. 

Nach Ermittlung der Orientierungsunbekannten können für ein be­
liebig gewähl tee b erst die Höhen h1 = b "  und h2 = h1 + b • efn C. 

·und schließlich die Koordinaten U ,  V ,  W der Modellpunkte P berechnet . m 
werden. Zu diesem Zweck wird wieder die Fundamentalgleichung (9c )  be-
trachtet . Gelingt es , hieraus einen der Parameter ), 1 oder A 2 zu be­
stimmen, so lassen sich die gesuchten Koordinaten (U V W) des Ortsvektors 

'-<e 11E + ;. 1 '°f1 
fl + 1f' 2E+ ), 2 Of 2 

aageben. lllultipliziert man (9c) innerlich mit dem Vektor -w3 x 12 eo 
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verschwindet das Glied mit A2 und man erhält : 

( 22a) 

Entsprechend ergibt die Multiplikation mit v3 x � den Parameter: 

_ (tv3 E %) 
}\ 2 - (1V3 °h �h) 

( 22b) 

Das Verhältnis A1 >.2 kann aus (22a ,b )  oder auch durch innere 
Multiplikation der Fundamentalgleichung mit � , bestimmt werden. 

Nach Einführen von Koordinaten ergeben sich die Gebrauchsformeln: 

>. 1 >. 
usv2 - vsu2 

Pi 
= ol ulv2 - u2vl 

A1 J\01 e2p2 
/\2 = 7\02 elpl 

i\ 2 )102 
usvl - vsul 

P2 �lv2 - u2vl 

Fiir den Ortsvektor 

besteht somit das Formelsystem (siehe (12) und (13a) ) 

Oder auch: 

hl ) U = (� + )\ ol 

u b cos c + (2 w2 
+ 

V = (-2 + w2 

}\ o2 ) u2 , 

)\ 02 ) v2 , 

- w2 
- wl 

( 22c) 

( 23a) 

( 23b )  

( 23c )  
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Für die praktische Rechnung werden die Formeln in der Reihenf'olge (llb ) , 
( 15a), ( 23a , b )  benutzt . 

Liegen genäherte Senkrechtaufnahmen vor ,  so wird man zweckm�ßig 
lediglich die Werte u ,v ,w  nach den Reihenformeln ( 1 6a) berechnen, dann 

aber wieder das angegebene Formelsystem ( 15a) , (23a ,b )  verwenden. 

c) Einpassung des �odelles .  

Zur Einpassung des Modelles  in das gegebene Landee.koordinate:r:.­
system sind zwei Paßpunkte erforderlich, von welchen vier Koordinaten ge­
geben sind .  Es müssen also entweder die beiden Grundrißlagen ( Fall 1) , 
oder di e Raumlage eines Punktes und eine Koordinate X oder Y des 
anderen bekannt sein. In beiden Fällen kann die Einpassung auf eine Dreh­
streckung zurückgeführt werden. 
Fall 1 :  Aus den gegebenen Koordinaten X1 Y1 , X2 Y2 der Paßpunkte P1 P2 
werden Richtung und Abstand von P1 P2 ermittelt und mit den aus den 
Modellkoordinaten folgenden Werten verglichen. 

t::. x2 + .6. y2 , 
b. u2 + .6. v2 , 

tg 0 

tg CS 

Der Quotient der Entfernungen gibt die Maßstabzahl m , mit welcher alle 
Modellmaße in wahre Werte übergeführt werden können, die Differenz der 
Richtungswinkel die erforderliche azimutale Verdrehung des Modelles . 

D m = D' w = 0 - 6'' . 

Das Modell kann nun dur-0h eine Parallelverschiebung und eine Drehstreck­
ung eingespannt werden. Bezeichnen 

m cos w 
m sin w : } Kontrolle : p2 + q2 m2 ' 

so ergeben sich die gesuchten Landeskoordinaten der Modellpunkte aus : 

X X1 + ( U - U l ) p + ( V - V l ) q , 
y Y1 + ( v - v1 ) p - ( U - U1 ) CJ. ,  

T m ( W - h1) 

Fall 2:  In diesem Falle muß erst aus der vorgegeb enen Tiefe t 1 dei:: :PaB­
punktes P1 ( x1 Y1 t1 ) die Maßstabzahl errechne� werd�n. 

D = D '  m 
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gebildet und somit der Richtungswinkel o bestimmt werden. 

COS ()' sin () /::;. Y 
D 

Die weitere Rechnung erfolgt wieder nach (24a, b , c ) . Die Angabe der Tiefe 
t2 des zweiten Punktes  als Koordinate , zusätzlich zu den Koordinaten von 
p1 würde nichts Neues bringen, weil t2 ja schon aus t1 durch t2 
(W2 - h2) m gegeben ist . 

3 .  Optische Orientierung. 

In der Zwei-Medien-Photogrammetrie stehen der Durchführung 
einer optischen Orientierung ( entsprechend dem in der Ein-Medien-Photo­
grammetrie gebräuchlichen Vorgang) große Schwierigkeiten entgegen, weil 
das Verschwinden von Parallaxen im allgemeinen kein Zeichen für die er­
reichte Orientierung ist . Im größeren Teil des Modelles müssen auch nach 
durchgeführter Orientierung Parallaxen auftreten ,  so daß ohne Einschaltung 
eines brechenden Mediums sogar die stereoskopische Betrachtung unmöglich 
wird. 

Eine optische Orientierung, welche nach den in 2 ) durchgeführ­
ten Überlegungen in zwei getrennten Arbeitsgängen (Modellherstellung und 
Einpassung) erfolgt , ist nur denkbar , wenn die Aufnahmeverhältnisse genau 
wieder hergestelit und ein zweites Medium, das dem bei der Aufnahme ent­
spricht , in fester und gl eicher Lage wie bei der Aufnahme eingeschaltet 
wird , wie dies Zaar in [l] vorschlägt . Hierfür müssen aber noch Vor­
richtungen angegeben werden, durch welche der Verlauf der Strahlen in 
diesem Medium beobachtet und ausgemes sen werden kann. 'Aber auch unter diesen 
m .E .  praktisch schwer zu verwirklichenden Voraussetzungen dürfte eine 
praktische Orientierung noch auf erhebliche Schwierigkeiten stoßen, da für 
8 Orientierungsunbekannten ein einfaches Verfahren einer succesiven Be­
stimmung · durch Betrachten der Parallaxen an charakteristischen Punkten 
schwer denkbar ist.  

Im Folgenden wird nun für genäherte Senkrechtaufnahmen ein 
Näherungsverfahren angegeben, für welches Näherungswerte für die gegen­
seitige und absolute Orientierung erforderlich sind , so daß die Möglich­
keit besteht , die Einfallbülidel in perspektive überzuführen und die Näher­
ung dann schrittweise zu verbessern. Hierdurch werden Modellherstellung 
und Einpassung mit einander verknüpft und das Modell nach erfolgter erster 
Einpassung wieder verbessert , usw. Obwohl sachlich nicht mehr ganz zu­
treffend, werden die beiden Arbeitsgänge wieder als erste , zweite usw. 
Modellherstellung und Einpassung bezeichnet .  

a )  Erste Modellherstellung. 

Für die Herstellung des Modelles , dessen Orientierungsgrößen 
näherungsweise bekannt vorausgesetzt werden, sollen vor allem jene Punkte 
betrachtet werden, deren zugehörige Strahlen sich nach erfolgter Orien­
tierung schneiden müssen. Das sind die in der Lotebene durch die Aufnahme­
zentren gelegenen Punkte , die Punkte der nach II, Bb bestimmten Fläche , 
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welche in erster Näherung durch die Symmetrieebene von o1 o2 ersetzt 
werden kann und allenfalls vorhandene Punkte ,  welche in oder über 'TI: liegen. 
Wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie werden nun charakteristische Punk-ce 
ausgewählt und in diesen die Parallaxen durch zugeordnete Orientierungs­
größen korrigiert. Diese Punkte sind die beiden Hauptpunkte 1 , 2 ,  zwei im 
gleichen Abstand darüber-(oder darunter-) liegende Punkte 3 , 4  und ein etwa 
im Abstand 13 unterhalb (oder oberhalb) in der Symmetrieebene von o1 o2 
liegender Punkt 5 (Abb . 14) . 

Da für die durch 1 , 2  gehenden Strahlen die Schnittbedingung 
gilt , können die Bilder in diesen Punkten wie in der Ein-Medien-Photogram­
metrie ausgekantet werden. Hierauf werden die Punkte 3 ,  4 betrachtet . Da 
ihre Tiefen näherungsweise bekannt sind , können entweder Kompensations­
:fil ter eingeschaltet und die Parallaxen durch die Längsneigungen cp 1, r; 2 
beseitigt , oder ohne Verwendung von Filtern bis auf den nach II, l, zu be­
rechnenden Betrag korrigiert werden. Für die verbleibende Restparallaxe 
folgt mit guter Näherung: 

tg o/ 0 t :: 

dy 1 
2 

2 
t n - 1 ( b:f )2 (l 2 n3 

Ö t ein o/ 2 ,  

3 n2- 1 [2 (L)2 4 ---;;:-- -:r +(� J2 ] ) . 

Die im Punkt 5 (für den ebenfalls die Schnittbedingung gilt ) vorhandene 
Parallaxe wird dann, wie in der Ein-Medien-Photogrammetrie [1 + ( : ) 2] 
:fach mit der Querneigung ur2 überkorrigiert und das Verfahren wiederholt , 
bis näherungsweise die geforderten Bedingungen erfüllt sind. Das Verfahren 
geht in das schon bekannte Verfahren der Ein-Medien-Photogrammetrie über,  
wenn in der Nähe von 3 , 4  über dem zweiten Medium gelegene Punkte vorhanden 
sind .  Nun folgt 

b) Die erste Modelleinpassung. 

Bei dieser werden in bekannter Weise Maßstab und Lage des Model­
les gegenüber 1L verbessert . Hierzu sind drei Paßpunkte erforderlich. Bei 
der Messung werden in diesen Punkten wieder Kompensationsplatten benutzt . 
Sodann erfolgt die Verbesserung des Modelles durch die zweite Modellher­
stellung, usw. 

Die Orientierung ist schließlich erreicht , wenn sich durch Ein­
schalten von für die gleiche Tiefe berechneten Kompensationsfilterpaaren 
in j edem Punkt Parallax:freiheit also stereoskopischer Effekt zeigt . 

Bei der Auswertung werden dann ebenfalls solche Filterpaare be­
nut�t die durch Probieren aus der Forderung nach dem besten Stereoeffekt 
bestimmt werden und diese dann für die nach I 3 zu berechnenden �ie:fen­
zonen verwendet . 

ZUSAMMENFASSUNG. 

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit wurde11 die allge­
meinen Abbildungsverhältnisse in der Zwei-Medien-Photogrammetrie (Z-M-P) 
untersucht . Es ergaben sich allgemeine Formeln für die Transformation 
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·eines vorgegeb enen Einfallbildes in eine Perspektive oder orthogonale Pro­

j ektion und aus diesen die Erkenntnis ,  daß dieser Zusammenhang immer als 

zentrale Punktverwandtschaft , mit dem Nadir als Zentl!'lllll und einem von der 

Tiefe und dem Radialabstand abhängigen Streckenverhältnis angesehen werden 

kann. Für die Abbildung eines beliebigen, im zweiten Medium gelegenen Ob­

j ektes konnten keine geschlossenen Formeln angegeben werden, da eich der Ein­

fallwinkel aus n , r ,  t und h nur aus einer algebraischen Gleichung 4 .  
Ordnung herleiten läßt. Doch wurden ftir den in der hydrographischen Praxis 

vorkommenden Fall von Luftaufnahmen von unter Was s er gelegenen Ob j ekten 

Näherungsformeln entwickelt und aus diesen die Abbildung einer b eliebig ge­

legenen Gerad en diskutiert . 

Aus den Unt ersuchungen über eine optische Kompensation der durch 

die Brechung erzeugten Abweichung von der Perspektive folgten Vorschläge 

für die Konstruktion von Kompensationssystemen (Planplatten oder plaukon­

kave Linsen) , durch welche die Einfallbündel in perspektive übergeführt wei­

den. Dieses kann bei der Aufnahme von ebenem horizontalen Gelände gleich 

bei der Aufnahme hinter das Obj ektiv geschaltet werden, in allen übrigen 

Fällen aber erst bei der Auswertung verwendet und dann vor das Obj 2ktiv ge­

bracht. Flir Ent zerrungen, bei welchen nur Grundrißlagen zu bestimmen sind , 

führt wie bei hügeligem Gelände in der Ein-Medien-Photogrammetrie eine 

zonenweise Entzerrung, aber mit einer fingierten Aufnahmehöhe zum Ziel. 

Die im 2 .  Abschnitt durchgeführte Untersuchung über den räum­

lichen Rückwärtsechnitt ergab ein !illnliches Ergebnis wie für die entsprechen­

de Aufgabe der �in-Medien-Photogrammetrie. Die Aufgabe kann (theoretisch) 

gelöst werden, wenn 3 Paßpunkte vorli egen. Eine prs.kti aeh verwendbare 

Lösung folgt aber erst bei Kenntnis von Näherungen für die Orientierungs­

unbekannten. Die hierfür erforderlichen Differentialformeln wwrden abge­

leitet und dazu Formeln für die rechnerische Auswertung einer einzelnen 

Aufl!l8.hme angegeben. 

Im 3. Abschnitt wurde die Orientiex-ung von Stereopaaren behandelt. 

Nach der mathematischen Erhärtung des von Zaar festgest ellten K.reuzens ent­

sprechender Ein:fallstrahlenpaare wurde die rechnerische Orientierung unter­

sucht . Es ergab sich, daß die Herst ellung eines Modelles möglich ist , wenn 

in den Aufnahmen 8 Punktpaare identifiziert werden können. Die recbn�rische 

Behandlung führt j edoch im allgemeinen Fall auf ein System von 8 trana­

zententen und irrationalen Gleichungen für die 8 Orientierungsunbekannten , 

dessen Auflösung , auch bei Vorliegen von NäheX'Ullßswerten praktisch nicht 

in Frage ko!D!!lt .  Hingegen ergeben sich fill" die auch von e.nderen Gesichts­

punkten zu fordernden Senkrechtaufnahmen handliche lineare Formelsysteme 

deren Auflösung ohne weiteres den�ber ist .  Für die Bestimmung der Modell­

koordinaten und die auf eine Drehstrecknng zurückführbare Einpassung konnten 

einfache Formeln angegeben werden. Alle abgeleiteten Formeln gehen für 

n = 1 in die ent sprechenden der Ein-Medien-Photogrammetrie über. Nach 

Meinung des Verfass ers kommt der rechnerischen Orienti erung von Stereopaaren 

trotz des größeren Rechenaufwandes in der Zwei-Medien-Photgrammetrie eine 

größere Bedeutung zu als in der Ein-Medien-Photogrammetrie ,  doch wird auch 

hier für eine im größeren Umfang erfolgte praktische Anwendung nur die 

optische Lösung in Frage kommen. Für dies e  wurden daher in Anlehnung an 

den aus der Ein-Medien-Photgrammetrie bekannt en Vorgang ein Näherungsver­

fahren angegeben. 
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Eine praktische Erprobung der abgeleiteten Formeln und vorge­
schlagenen Verfahren war nicht möglich, da keine Versuchsaufnahmen zur Ver­
fügung standen und Verf. derzeit auch keine Möglichkeit besitzt , solche an­
zufertigen. 

Be sonderen Dank möchte ich meinem verehrten Lehrer , Herrn 
Prof .Dr . -Ing.  Karl Z a a r sagen, der mir unter Hinweis auf die noch 
offenen Probleme vor der Veröffentlichung Einblick in sein Manuskript über 
die Zwei-Medien-Photogrammetrie gewährte und dadurch die Anregung zu dieser 
Arbeit gegeben hat . 
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