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Zusammenfassung

Zur numerischen Berechnung von LotfuBpunkten
auf ebenen und raumlichen Kegelschnitten in

Zur Bestimmung von LotfuBpunkten auf ebenen und raumlichen Kegelschnitten, die nicht in typabhangiger
parametrischer Form sondern in impliziter Form vorliegen, wird das klassische NewTton-Verfahren mit einigen wichtigen
heuristischen Erganzungen eingesetzt. Numerische Beispiele werden angegeben.

1 Problemstellung und Losungsansatz

Gegeben sei und Punkt
P=(p,q) bzw. P=(rs,1) (1)

in der Ebene oder im Raum und ein ebener
Kegelschnitt

a;x® +apy? +agxy+asx+asy+ag=0 (2
oder ein raumlicher Kegelschnitt
b1x2 4 boy? +b372 4+ baxy + bsxz + bgyz @
+b7x+bgy+bgz+b1g=0
Gesucht sind die FuBpunkte L=(x,y) bzw.

L=(x,y,z) der Lote, die von P aus auf den
Kegelschnitt geflllt werden kénnen. Speziell
interessiert derjenige LotfuBpunkt, zu dem das
kirzeste Lot gehort. Somit sind die absoluten
Minima der Funktion

F(x,y) = (x—p)? + (y — q)? (4)

bzw.
G(x.y,2)=(x—1?+(y—s)?+(z-1* (5

zu bestimmen unter der Nebenbedingung (2) bzw.

(3).

Die Laagrange-Funktion fUr (4) und (2) lautet

N(GY,0) = 2 | (x=p)? +(y—a)? 6)
—M@a1x? 4 apy? + agxy + asx + agy + ag)

Die notwendige Bedingung ‘f)—'/\‘ =0 ergibt (2) und

die notwendigen Bedingungen 0’;‘ ‘g’;‘ =0
ergeben
(x—p) —r(2a;x+agy+a4) = 0, )
(y—a) — A (2agy +agx+as) = 0.

Eliminiert man aus (7) den (uninteressanten)
LAaGRANGE-Parameter 2, so ergibt sich

(y—a)(2aix+agy +ay)
—(x—p)(2apy +azx+as)=0

Die Gleichungen (2) und (8) zusammen bilden ein
nichtlineares Gleichungssystem mit zwei Glei-
chungen und zwei Unbekannten (x,y).

(8)

Die Laarange-Funktion fur (5) und (3) lautet
Lx=0P+y-92+@z-1?
— 7\(b1X2 + b2y2 + b322 + bgxy (9)

M(X7 y7 Z7 )\) =

+bsxz+bgyz+ b7x + bgy
+bgz+b1g.
Die notwendige Bedingung %_hx/l =0 ergibt (3) und
die notwendigen Bedingungen %—'\f:%:

:%: 0 ergeben
(x=r) = (2byx+bgy+bsz+b7) =0,
(y —s) — A(2boy +byx + bz +Dbg) =0,
(z—1) —n(2b3z+bsx+bgy + bg) =0.

Eliminiert man 2 aus der ersten Gleichung von (10)
und setzt A in die beiden anderen ein, so ergibt
sich
(y—s)(2b1x+bgy +bsz+bz)
—(X — r)(2b2y + b4X + b@Z + bg) =0,
(z—1)(2b1x+ by +bsz+b7)
—(x—=r)(2bgz + bgx+bgy+bg) =

Die Gleichungen (3) und (11) zusammen bilden
ein nichtlineares Gleichungssystem mit drei
Gleichungen und drei Unbekannten (x,y,z).

(10)

(1)

2 Numerisches Losungsverfahren und
Beispiele

Zur Lésung der beiden nichtlinearen Gleichungs-
systeme benutzen wir das gedampfte NEwTON-
Verfahren, wie es in der Subroutine TavLoR
implementiert ist [1]. Die bendtigten Matrizen
der partiellen Ableitungen kénnten zwar einfach
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aufgestellt werden, aber da diese lineare Funk-
tionen der Unbekannten sind, ist dies nicht
erforderlich, wenn man wie in TavLor mdglich,
zentrale Differenzenquotienten benutzt, da hier-
durch in diesem Fall die gleichen Ergebnisse
erzielt werden. Als Startwerte benutzten wir
x=y(=2z)=3(2u—1), wobei u bei jeder Zuwei-
sung eine neue, in [0, 1] gleichverteilte Pseudo-
zufallszahl war. Von diesen Startwerten benutzten
wir fur jedes Beispiel jeweils 100 Stick und gaben,
falls die mégliche Divergenz nicht auftrat, Ende-
rgebnisse nur dann aus, wenn die Zielfunktions-
werte (quadrierte Lotlangen) fur F bzw. G kleiner
als beim vorherigen Startwert waren. Manchmal
werden auf diese Weise einige LotfuBpunkte aber
fast immer nur wird derjenige mit dem kirzesten
Lot erhalten.

Beispiel 1:

(p,a)=(1,1),
(ay, ..., ag) = (5,8,4,—-32,—56,80).

Gefunden wurde genau ein LotfuBpunkt
(x,y) = (1.1056,1.2112), die Lotlange war .23601.

Beispiel 2:

(p,9)=(1,0),
(a1, ...,ag) =(8,5,—4,4,—10,-319).

Gefunden wurden zwei LotfuBpunkte

(x,y) = (—5.0025,—-6.3642) und

(x,y) = (5.0459, —2.2860) mit den Lotlangen
8.7483 und 4.6470.

Beispiel 3:
(p,g) =(10,10),
(ay,...,ag) = (9,16,24,-40,30,0).

Gefunden wurde genau ein LotfuBpunkt (wie in
Beispiel 1 vermutlich dem absoluten Minimum
entsprechend), namlich (x,y) = (6.1935, —.5754)
mit der Lotlange 11.240.

Beispiel 4:

(r7s7t) = (1707O)v
(b1, ..., b10) = (5,5,8,-8,~4,-4,0,0,0,0).

Gefunden wurde ein LotfuBpunkt
(x,y,2) = (.4452,.4439,.2219) mit der Lotlange
7444,

Beispiel 5:
(r7S7t) = (1’273)’
(by,...,b10) =

(3,-2,-1,4,8,-12,18,—-4,-14,0).

Gefunden wurden zwei LotfuBpunkte, ndmlich
(%,y,z) = (1.0000, —.9219,-2.5391) mit der Lot-
lange 6.2625 und

(x,y,2) = (1.9572,1.4310,2.6484)

mit der Lotlange 1.1677.

Die Beispiele zeigen, dass man mit diesem
Verfahren erwartungsgeman normalerweise nicht
alle LotfuBpunkte — bei einem Ellipsoid gibt es z. B.
maximal sechs [2] —, aber in der Regel denjenigen
mit der geringsten Lotlange findet. Um die
Wahrscheinlichkeit daftr zu erhéhen, kann man
natUrlich mit 10000 statt mit 100 Startwerten
arbeiten, was bezlglich Rechenzeit ebenfalls
noch vernachlassigbar ist.
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