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Solche 3D-Auswertungen und die darauf fol
gende virtuelle Visualisierung sind wichtig und 
zukunftsweisend für die Dokumentation und Re
konstruktion von Tunnelanlagen, Höhlen, Keller
anlagen, unterirdischen archäologischen Fund
stätten und historischen Plätzen und Gebäuden. 

In Zukunft soll dem Institut ein Laserscanner 
zur Verfügung gestellt werden. Die herkömmli
che Aufnahme mittels einer Totalstation wird da
mit ersetzt durch das Abtasten mit H ilfe eines 
Laserscanner. 

Bei dieser Anwendung ergibt sich der Vortei l ,  
dass bei der 3D-Aufnahme gleichzeitig die Farbe 
im Aufnahmepunkt gespeichert wird und bei der 
Auswertung auf die Flächen als zusätzliches 
Merkmal (Kennzeichnung) gespeichert werden 
kann. 

Für den Geodäten wird dies eine erhebliche 
Zeitersparnis bei der Auswertung und eventuellen 
Weiterverarbeitung der 3D-Modelle bedeuten. 

Abschließend kann bemerkt werden, dass mit 
Spannung die neue Homepage der Stadtge-

meinde Waidhofen erwartet wird um schlussend
lich die faszinierende Kellerwelt virtuell durch
schreiten zu können. 
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Der Trennkreis und seine numerische Berechnung 

Helmuth Späth, Oldenburg 

Zusammenfassung 

Die Bestimmung von Hüllkreis und von Pferchkreis gehört zu den Standardaufgaben in der Koordinatenmess
technik [1 ]. Wir behandeln hier die Bestimmung eines Trennkreises. Das ist ein Kreis mit kleinstem Radius, der 
einerseits eine gegebene Punktemenge enthält und der andererseits eine zweite Punktemenge ausschließt. 

1. Problemstellung 

Der Hül lkreis für eine in der Ebene gegebene 
Punktemenge 
(Xi>Yi) ,  i=1 , . . .  , m. (1 ) 
ist derjenige Kreis mit Mittelpunkt (x, y) und Ra
dius u, der alle gegebenen Punkte enthält und 
minimalen Radius u hat. Somit ist das zu lösende 
mathematische Problem 

u2 -+ min 
s.t. (x-xi)2 + (Y-Yi)2 ,,:; u2 (i = 1 , „ . ,m). (2) 

Die Lösung ist eindeutig [1 ] .  
Pferchkreise mit Mittelpunkt (x, y) und Radius 

w, sind solche, die keinen der gegebenen Punkte 
enthalten und maximalen Radius w haben. Das 
Problem ist hier [1] 
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w2 -+ max 
s.t. (x-xi)2 + (y-yiJ2 ;;, w2 (i = 1 ,  . . .  ,m). (3) 

Hier kann die Lösung (x, y, w) unbeschränkt 
sein; sie ist also insbesondere nicht eindeutig. 

Die Anwendung der sequentiellen linearen Op
timierung auf beide Probleme ist in [3, 4] geschil
dert und in [5] bezüglich ihrer Wirksamkeit be
leuchtet. 

Hier behandeln wir das folgende verwandte 
Problem [2]. Gegeben seien zwei Punktemengen 
S und T durch 
S = {(xi> Yi), i = 1 ,  . . .  , k}, 
T = {(xi > Yi), i = k+ 1 ,„ . ,m}. (4) 

Wir suchen einen Kreis mit Mittelpunkt (x, y) 
und Radius v, der alle Punkte von S und alle 
von T nicht enthält Oeweils einschließlich Rand) 
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Abb. 1 

und kleinsten Radius v hat. Die mathematische 
Problemstellung für diesen Trennkreis ist 

v2 --> min 
s.t. (x-x;)2 + (y-y;)2 � v2 (i = 1, . . . ,k), 

(x-x;)2 + (y-y;)2 ): v2 (i = k+ 1 ,  .. „m). 
(5) 

Für k = m erhalten wir das Hüllkreisproblem (2) 
zurück. Es ist leicht einsehbar, wie die Problem
stellung auf eine Trennkugel übertragen werden 
kann: in den Nebenbedingungen (s.t.) wird ein 
Term (z-z;)2 in (5) l inks hinzugefügt. 

2. Ein numerisches Verfahren 

Führen wir als neue Unbekannte 
s = 112 (V2 - (x2 + y2)) 
ein, so lässt sich (5) als 

(6) 

1/2 (x2 + y2) + s --> min (7) 
s.t. -X;X - Y;Y - s � - 112 (x;2 + Y;2) (i = 1 ,  . . .  ,k), 

XjX + YiY + s � 112 (x;2 + y;2) (i = k+ 1 ,  . . .  ,m) (8) 

schreiben. Dies ist eine quadratische Zielfunktion 
mit l inearen Nebenbedingungen. Die Variablen x, 
y und s sind freie Variable, d. h. ohne Vorzei
chenbeschränkung. 

Geben wir für t = 0 einen Startwert (x(0l, y(o)) vor 
(z. B. den Schwerpunkt von (x;, Yi), i = 1 „  .. ,k, aber 
auch andere beliebige Werte), so lässt sich die 
Zielfunktion (7) in der t-ten Iteration gemäß 

(9) 

l inearisieren. Das lineare Programm (9) unter den 
Nebenbedingungen (8) lässt sich - Zulässigkeit 
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Abb. 2 

und Beschränktheit vorausgesetzt - nach (x, y, s) 
lösen. Dann setzt man (x(t+1l, y(t+1l) = (x, y) und 
führt die nächste Iteration durch. Dabei muss, 
um die Standardform, wie sie viele Software
Produkte voraussetzen, nämlich 
cTz --> max 
Az. � b, z ):  0 (1 0) 

eines l inearen Programms zu erreichen, zuvor 
X =  X+ - X-, 
y = y+ - y-, 
s = s+ - s-

(1 1 )  

mit x+, y+, s+, x-, y-, s- ): 0 gesetzt werden. 
Dann ist in (1 0) 

y 9 .  

X 

Abb. 3 
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( + - + - + -)T Z = X , X , � , y , s , s ' 
bi = ; 112 �i + '//�· i = 1 „ .. , k  
b i  = '!2 (xi· + Yi ), 1 = k+1 , . . .  ,m 
c = (-1/ x tl +11 x(t) _1'/ y(t) +1' y(t) _1 1 )T 2 ' 2 ' 2 ' 12 ' J 

aiT = (-xi, xi> -yj, Yi> -1 , 1 ), i = 1 ,  . . .  k 
aiT = (xi> -xi> Yi> -yj, 1 ,  -1), i = k+1 , . . .  m 
wobei aiT die i-te Zeile von A bedeutet. 

(1 2) 

Nach den Erklärungen in [5] konvergiert das 
Verfahren, falls nicht Unzulässigkeit oder Unbe
schränktheit der linearen Programme vorliegt, in 
Abhängigkeit vom Startwert, häufig in einer Itera
tion; empirisch werden bis zu drei Iterationen be
nötigt, um Konvergenz zu erreichen. Sehr häufig 
wird das globale Optimum erreicht, aber die 
Konvergenz zu einem lokalen Optimum kann 
nicht ausgeschlossen werden. Benutzt man ei
nen Standard-Algorithmus zur Lösung der linea
ren Programme, so ist die Implementation des 
Verfahrens sehr einfach. 

3. Numerische Beispiele 

In den folgenden drei Beispielen werden die 
beiden Punktemengen S und T nach (4) jeweils 
für k = 2, . . .  ,m benutzt. Stets wurden neben dem 
Schwerpunkt von S auch andere Startwerte 
(x(0>, y(0>) verwandt und im Falle mehrerer Lösun
gen für (5) die jeweils beste angegeben. Für be
stimmte Werte von k kann das anfängliche li
neare Programm natürlich unzulässig oder unbe
schränkt sein, was auf keine Lösung hindeutet. 

Beispiel 1: Die Koordinaten von m = 7 gegebenen 
Punkten 

k 2 3 4 5 6 7 
X 0 -3 0 5 0 -7 
y 0 2 0 -4 0 6 0 

waren hier so gewählt, dass für k = 2, . . .  ,7 opti
male Trennkreise existieren. Diese und die gege
benen Punkte findet man in Abb. 1 .  Für k = 5 z. B. 
ist der Kreismittelpunkt (1 , -.1 25) und der Radius 
4.001 95. 

Beispiel 2: Die m = 8 Punkte 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 
X 4 5 4 -1 2 -1 3 
y 0 3 0 2 2 0 -3 

sind so gewählt, dass für k = 2, . . .  ,6 keine Trenn
kreise möglich sind. Dies wurde auch durch das 
Verfahren bestätigt. Für k = 7 und k = 8 (Hüll
kreis) sind die Ergebnisse in Abb. 2 zu finden. 
Für k = 7 ist der Mittelpunkt (2, 1) und der Radius 
3.1 6228; für k = 8 ist der Mittelpunkt (1 .94828, 
.25862) und der Radius 3.42414.  

Beispiel 3:  Die m = 1 0  Punkte 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  
X -3 2 -2 7 1 6 -2 3 0 2 
y 4 -1 -3 3 -2 3 0 -7 8 7 

sind wil lkürlich gewählt worden. Die für k = 2,7 ,8 
gefundenen Trennkreise samt der Punkte finden 
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sich in Abb. 3. Für k = 3,„. ,6,9 gibt es keine Lö
sung. Für k = 1 0  wurde bei den benutzten Start
werten der Hül lkreis (mit sehr großem Radius) 
durch die Punkte mit den Nummern 4, 9 und 1 0  
nicht gefunden. 
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Der Beitrag Österreichs an U NIGRACE - Unification of 
Gravity Systems of Central and Eastern European 
Countries. 

Diethard Ruess, Wien 

Zusammenfassung 

Das BEV beteiligte sich an dem, von der EU teilfinanzierten Projekt UNIGRACE, (Unification of Gravity Systems of 
Central and Eastern European Countries) in den Jahren 1 998 - 2002. Ziel war es, unter Einsatz mehrerer Ab
solutgravimeter die verschiedenen historisch gewachsenen Schwerenetze der beteiligten Länder in ein einheitliches 
System überzuführen. Dieses neue auf modernster Technik aufbauende System dient als Grundlage für weiter
führende, grenzüberschreitende Problemstudien in Geodäsie, Geophysik und physikalisch-technischen An
wendungen. 

Abstract 

The BEV took part at the UNIGRACE project between 1 998 and 2002 which was promoted by the EC. The aim 
was to unify the different grown gravity systems of the participating countries using absolute gravity techniques. 
This new modern system will be the base of further international and interdisciplinary studies in Geodesy, Geo
physics and technical employment. 

1. Einleitung 

Das Projekt UN IGRACE wurde in den Jahren 
1 998 - 2002 durchgeführt. Es entstand auf Anre
gung der Zentraleuropäischen Initiative (CEI) 
1 995 [1]: In einem Forschungsprogramm sollten 
Beobachtungen der mittleren Meeresoberflä
chen und Absolutschweremessungen im Raume 
Mitteleuropas in Zusammenhang gebracht wer
den. Es entwickelte sich die Konzeption, Abso
lutschweremessungen an besonders .ausge
wählten geodätischen Fundamentalpunkten 
durchzuführen und darüber hinaus Gezeitenpe
gel der Ostsee, der Adria und des Schwarzen 
Meeres einzubinden. Es wurden 21 Stationen in 
12 Ländern ausgewählt, die eine Traverse von 
Absolutschweremessungen zwischen Ostsee 
und Adria mit einer Verbindung zum Schwarzen 
Meer bilden. Das Projekt wurde von der EC im 
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Rahmen des INCO-COPERNICUS gefördert und 
teilfinanziert, mit dem volkswirtschaftlichen Ziel, 
die Schweresysteme der beteiligten Länder, die 
sich historisch unterschiedlich entwickelt hatten, 
zu vereinheitlichen. In Österreich wurde die Be
teiligung an UNIGRACE vom BEV wahrgenom
men. 

2. Ziele des Projektes 

Die Schwerkraft ist eine physikalische Größe, 
die von der geographischen Position (Lage und 
Höhe) einerseits und von der Zeit anderseits ab
hängig ist. Bei verschiedenen messtechnischen 
Problemstellungen wird sie als konstant voraus
gesetzt, wie z.B. bei der Festlegung von Stan
dards, die Kräftevergleiche nutzen (Strom, 
Druck, Masse). Sie beeinflusst ebenso die Defini-
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