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Kurt Bretterbauer, Wien

Zusammenfassung

Neue Netzentwiirfe auf Basis finiter Elemente

Die Methode der finiten Elemente (FEM) ist ein machtiges mathematisches Werkzeug zur Lésung komplexer
technischer Aufgaben. Bestimmte Algorithmen der Methode kdénnen mit Vorteil zum Entwurf kartographischer Ab-
bildungen eingesetzt werden. Dies wird an zwei Beispielen demonstriert. Auf die Verwandtschaft zwischen den
Verbiegungen einer belasteten Platte in der Elastomechanik und den Verzerrungen in den kartographischen Pro-

jektionen wird hingewiesen.

Abstract

The Method of Finite Elements (FEM) is a powerful instrument for solving complex technical problems. Certain
algorithms can be used to advantage for the creation of cartographic projections. This is demonstrated by two
examples. The relation between the warping of a loaded plate in elastomechanics and the distortions of cartogra-

phic projections is pointed out.

1. Einfiihrung

Seit leistungsfahige Computer zur Verfligung
stehen, ist die Methode der finiten Elemente
(FEM) zum wichtigsten Verfahren flir die numeri-
sche L&sung von Variationsproblemen und von
partiellen Differentialgleichungen mit Randbedin-
gungen in den Ingenieurwissenschaften und der
mathematischen Physik geworden. Sie ermd&g-
licht es, flr viele technische Probleme an-
spruchsvolle und aussagekréftige mathemati-
sche Modelle zu erstellen. Besonders erfolgreich
ist FEM in der Elastomechanik. Hier besteht eine
Beziehung zu den kartographischen Netzentwiir-
fen. Die ebenen Bilder der sphérischen Erde kén-
nen als Deformation einer Kugelschale in die
Ebene gedeutet werden, was vergleichbar ist
mit der Durchbiegung einer belasteten Platte,
ein klassisches Anwendungsgebiet der FEM.

Der Grundgedanke der FEM besteht darin, ein
z. B. zweidimensionales Gebiet mit komplizierter
Umrandung in einfache Teilgebiete zu zerlegen,
etwa in Dreiecke oder Vierecke [1], [2], [3]. Die
Methode kann auf dreidimensionale Gebiete er-
weitert werden. Es ist hier nicht mdéglich, die ma-
thematischen Grundlagen der FEM auch nur an-
satzweise zu erlautern. Bestimmte Elemente der
Methode aber kdnnen direkt fiir den kartographi-
schen Netzentwurf libernommen werden.

2. Zweidimensionale Elemente

Gegeben sei ein Feldproblem aus den Inge-
nieurwissenschaften. Nach Dreiecks- oder Vier-
eckszerlegung des Gesamtgebietes in Teilge-
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biete, werden die Beitrdge von Gebietsintegralen
der einzelnen Elemente bendtigt. Fiir die einheit-
liche Behandlung der erforderlichen Integration
Uber beliebige Dreiecke oder Parallelogramme
in allgemeiner Lage wird die Abbildung dieser Fi-
guren auf ein Einheitsdreieck bzw. Einheitsqua-
drat durchgefiihrt und auf krummlinige Dreiecke
und Vierecke erweitert. Fur die folgende Anwen-
dung wird hier nur der Fall der krummlinigen
Vierecke behandelt.

Zunichst wird ein Quadrat der Seitenldnge
Eins mit acht Knotenpunkten definiert, deren Ko-
ordinaten aus der Abbildung offensichtlich sind
(Abb. 1); wichtig ist die Reihenfolge der Numerie-
rung der Knoten.
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Abb. 1: Einheitsquadrat mit Knoten
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Zugeordnet ist ein beliebiges krummliniges
Viereck mit analogen Knoten. Die Knoten Ps bis
Ps miissen nicht die Seiten halbieren (Abb. 2):

Ps
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Abb. 2: Krummiliniges Viereck mit Knoten

Nun muB eine umkehrbar eindeutige Transfor-
mation der Knoten des krummlinigen Vierecks in
die Knoten des Einheitsquadrats gefunden wer-
den. Darliber hinaus muB ein stetiger Ubergang
zu den benachbarten Elementen gewahrleistet
sein. Dies leistet ein unvollstdndiges Polynom 3.
Grades mit acht unabhéngigen Koeffizienten:

X =71+ Y26+ Yan + VaE% + vsEN + ven® + ¥7E7n + 87, )
Y= 81+ 828 + 831 + 8452 + 856N + 860 + 87E7n + 8sEn”.

Der Ansatz mit den resultierenden Elementen
wurde von ihren Entdeckern [4] ,quadratischer
Ansatz der Serendipity-Klasse' genannt (nach
dem Marchen ,Die drei Prinzen von Serendip‘
von Horace Walpole), weil der Ansatz zufallig ge-
funden wurde. Die Ansatzfunktion hat die Eigen-
schaft, fur einen festen Wert der einen Variablen
quadratisch in der anderen zu sein. Auf jeder
Seite des Einheitsquadrats ist sie eine quadrati-
sche Funktion der Bogenlange; und auf jeder
Seite ist die Funktion durch die drei Werte in
den Knoten eindeutig festgelegt, woraus die Ste-
tigkeit beim Ubergang in ein benachbartes Qua-
drat folgt [2].

Durch Vorgabe der acht Knotenpunkte ist die
Abbildung und damit insbesondere die Form
des Randes eindeutig definiert. Aus der Forde-
rung, daB die acht Knoten Py bis Pg die Bild-
punkte P¢{* bis Pg* sind, ergeben sich die
Koeffizientenvektoren y und & aus den Koordina-
tenvektoren x und y durch die Beziehungen:

v=AX, S=Ay. @)
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Die Matrix A in (2) hat die Gestalt:

/1 0 0 0 0 0 0 0\
-3 -1 0 0 4 0 0 0
-3 0 0 -1 0 0 0 4
2 2 0 0 4 O 0 0
A=ls 1 3 1 4 4 4 4|0
2 0 0 2 0 0 0 -4
-2 -2 2 2 4 0 -4 O
\-2 2 2 2 0 -4 0 4,

Nach Bestimmung der Werte der Vektoren vy
und 8 kdnnen Punkte innerhalb des krummlini-
gen Vierecks nach Gl.(1) berechnet werden, in-
dem man & und 1 von O bis 1 laufen I1aBt. Auf
diese Weise lassen sich erstaunliche Formen
des zugeordneten krummlinigen Vierecks gewin-
nen.

3. Anwendung auf Netzentwiirfe

Aus der mdglichen Vielzahl der Entwiirfe wur-
den zwei ausgewahlt. Der erste Entwurf bildet
eine Hemisphére der Erde in ein kissenférmiges
Viereck ab. Die Koordinaten der acht Knoten die-
ses Vierecks wurden wie folgt gewahlt:

Knoten| 1 2 3 4 5 6 7 8
X -1 1 1 -1 0 06 0 -06
Y -1 - 1 i1 -06 0 06 O

Tabelle 1: Koordinaten der Knoten des kissenférmigen
Vierecks

Das Resultat zeigt die Abb. 3:

Abb. 3: Hemisphére in kissenférmigem Viereck; Netz-
maschen 30° x 30°
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Der zweite Entwurf zeigt eine Weltkarte in ei-
nem ellipsendhnlichen UmriB. Die Koordinaten
der Knoten des krummlinigen Vierecks sind:

Knoten 1 2 3 4
X -0.707 0.707 0.707 -0.707
Y -0.495 -0.495 0.495 0.495
Knoten 5 6 7 8
X 0 1 0 -1
Y -0.7 0 0.7 0

Tabelle 2: Koordinaten der Knoten des ellipsenférmigen
Vierecks

Abb. 4 zeigt den ausgefiihrten Entwurf.

Abb. 4: Weltkarte in ellipsenférmigem UmriB3; Netzma-
schen 30° x 30°

Deutlich sind in der UmriBkurve vier leichte
Knicke zu erkennen. Das sind die Orte der Kno-
tenpunkte Ps bis Pg. Ihre Lage kann auch variiert
werden. Die anderen vier Knoten liegen in den
Enden der Achsen der ellipsenférmigen Kurve.

4. Die Verzerrungen

Wie in der Einfihrung schon angedeutet,
miBte eine Analyse der Verzerrungen mit den
Mitteln der FEM mdglich sein. Allerdings ware
dazu eine wesentlich tiefer schirfende Untersu-
chung notwendig. Eine Veranschaulichung der
Verzerrungen gelingt am besten durch die Dar-
stellung der Tissot’'schen Indikatrizen. Eine
strenge Berechnung nach der Theorie von Tissot
ist im gegebenen Fall kaum moglich. Ein einfa-
cher Trick hilft hier weiter. Die Verzerrungsellipse
ist ja das Abbild eines infinitesimalen Kreises auf
der Kugel. Es ist also nur nétig, einen solchen
Kreis mit kleinem Radius (1’ = 1 Seemeile) zu
konstruieren und diesen punktweise in die Ebene
zu transferieren. Zur Sichtbarmachung der Ver-
zerrungsellipsen mussen diese mit einem kon-
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stanten Faktor vergréBert werden [5]. Das Ergeb-
nis zeigen Abb. 5 und 6.

Abb. 5: Tissot’sche Verzerrungsellipsen in der kissenfér-
migen Abbildung

Abb. 6: Tissot’sche Verzerrungsellipsen der Weltkarte
mit ellipsenférmigem UmriBB

5. Resumee

Es wurde gezeigt, daB mit einem quadrati-
schen Ansatz der sogenannten ,Serendipity-
Klasse' der Methode der finiten Elemente durch-
aus ansprechende kartographische Netzent-
wirfe kreiert werden kdnnen, die Uberdies auBer-
ordentlich einfach zu programmieren sind. Da
der stetige Ubergang zwischen benachbarten
Elementen gewéhrleistet ist, ware es sogar
denkbar, flr verschiedene Maschen des Grad-
netzes auch verschiedene quadratische Ansatze
zu verwenden, wodurch mdglicherweise die Ver-
zerrungen gezielt gesteuert werden kénnten.
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Hybride 3D Ausgleichung von GPS-,
Tachymeter-, und Nivellementbeobachtungen

Johannes Otepka, Wien, Georg Regensburger, Innsbruck

Die hybride 3D Ausgleichung stellt bei der Berechnung geodétischer Netze den Stand der Technik dar. Im Fol-
genden wird eine funktionales Modell fiir GPS-, Tachymeter- und Nivellementbeobachtungen vorgestellt, welches
die Beobachtungen in méglichst urspriinglicher Form verwendet. Dies hat vor allem fir statistische Beurteilungen
des Netzes Vorteile. Bei den prasentierten Ableitungen wurde besonders auf die mathematische Strenge geachtet.

Abstract

Hybrid 3D adjustments are state-of-the-art computational models for geodetical networks. In this paper a func-
tional model for various observations, such as GPS-vectors and measurements observed with total stations and
levels, is presented. The model only uses physical observations which has advantages for statistical assessments

of the results. All necessary derivations were made in high consideration regarding mathematical correctness.

1. Einleitung

Neue Computertechnologien ermdéglichen im-
mer umfassendere und komplexere Ausgleichs-
modelle, die ,tatsachliche* Beobachtungen in
ihrer urspriinglichen Form verwenden. Als Bei-
spiel seien neue Modellansétze in der Photo-
grammetrie erwdhnt, welche die Aerotriangula-
tion, das Oberflachenmodell und das Orthopho-
tomosaik in einem Berechnungsschritt bestim-
men [10].

Bisher war es oft notwendig, die gesuchten
Parameter in mehrstufigen Prozessen zu ermit-
teln, wobei reduzierte bzw. abgeleitete Beobach-
tungen in die eigentliche Ausgleichung einge-
fuhrt wurden. Im statistischen Sinne ist diese
Vorgangsweise nur dann erlaubt, wenn Korrela-
tionen, die sich bei abgeleiteten Beobachtungen
immer ergeben, in das stochastische Modell der
Ausgleichung einflieBen. Doch genau diese Kor-
relationen werden in der Praxis meist vernach-
lassigt, wodurch vor allem die statistischen Er-
gebnisse der Ausgleichung verfalscht werden.
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Ein fur die Praxis wesentlicher Punkt ist, dass
in abgeleiteten Beobachtungen das Aufdecken
grober Beobachtungsfehlern deutlich schwieri-
ger ist. Durch den funktionalen Zusammenhang
zwischen den urspriinglichen und den abgeleite-
ten Beobachtungen verteilt sich der Fehler einer
urspriinglichen Beobachtung auf alle abgeleite-
ten Beobachtungen, wodurch die Fehlersuche
erschwert wird.

Diese Tatsachen rechtfertigen den Mehrauf-
wand fir komplexere funktionale Modelle, wel-
che die Beobachtungen in ihrer urspriinglichen
Form verwenden. In der Folge wird das funktio-
nale Modell fiir eine hybride 3D Ausgleichung
vorgestellt, das den oben gestellten Anspriichen
gerecht wird. Dabei werden alle mathematischen
Ableitungen streng hergeleitet. Vereinfachungen
werden gegebenenfalls erst am Ende der Be-
rechnungen durchgefiihrt, um gréBt mogliche
Zuverlassigkeit flir die numerische Berechnung
zu gewdéhrleisten. Dieses Ausgleichsmodell
wurde mit Unterstlitzung der Professoren Dr. A.
Grimm-Pitzinger und Dr. K. Hanke vom Institut
fur Geodasie der Universitat Innsbruck in das
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