Paper-1D: VGI_200023

vgi

Ausgleich mit einer Schraubenlinie

Helmuth Spath

! Fachbereich Mathematik, Carl von Ossietzky Universitét Oldenburg, Postfach 2503,
D-26111 Oldenburg, Germany

VGI — Osterreichische Zeitschrift fir Vermessung und Geoinformation 88 (3), S.
173-176

2000

BibTEX:

@ARTICLE{Spaeth_VGI_200023,

Title = {Ausgleich mit einer Schraubenlinie},

Author = {Sp{\"a}th, Helmuth},

Journal = {VGI -- {\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessung und
Geoinformation},

Pages = {173--1763},

Number = {3},

Year = {2000},

Volume = {88}

}

L



Helmuth Spéth, Oldenburg

Zusammenfassung

Ausgleich mit einer Schraubenlinie

Wir entwickeln einen Algorithmus zur Minimierung der (senkrechten) Abstandsquadrate von gemessenen Punk-
ten im Raum zu einer Schraubenlinie in Standardposition. Ein spezielles Startwertverfahren erweist sich fur diese
Abstiegsmethode als sehr sinnvoll. Numerische Beispiele werden angegeben.

Abstract

We develop an algorithm for minimizing the sum of (orthogonal) squared distances from measured points in
space to a helix in standard position. Some special starting procedure is very useful for that descent method. Nu-

merical examples are given.

1. Problemstellung

Misst man mit einem Koordinatenmessgerét,
um einen Zylinder zu Uberpriifen, auf einer
Schraubenlinie des Zylindermantels entlang Da-
ten (x; v, z) (i = 1, ..., n), so kann man daraus
den Zylinderradius schétzen. Wenn wir der Ein-
fachheit halber zundchst voraussetzen, dass die
Zylinderachse die z-Achse ist und die Schrau-
benlinie im Punkt {r, 0, 0,) startet, so ist diese
durch

x(t) = r cost

yt) =r sint (1)

z(t) = at, t=0

gegeben mit

r>0,a>0 ()]
In diesem Fall wird man sinnvollerweise z; =0

(i =1, ..., n) voraussetzen. Fallt man von einem

Messpunkt (x;, ¥, z) das kirzeste Lot auf die
Schraubenlinie, so ergeben sich auf ihr Punkte
(r cost;, r sint; at;) mit den Unbekannten r und a
und Parameterwerten t4, ..., t,, flr die, wenn
man voraussetzt, dass von (, 0, 0) aus startend
nach oben gemessen wird,

0 St1 Stg Sstn (3)

gelten muss. Sollen die Unbekannten r, a, t4, ...,
t, so geschatzt werden, dass die Summe der (or-
thogonalen) Abstandsquadrate minimal wird, so
ist somit

Lt = i Sy a t) - min 4)
i=1

S(r, a, tq, ..

mit
Sir,a, t) = (x;— rcosty)® + (yi—r sint)? + (zi— at,-)2 %)
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zu betrachten. S ist nichtnegativ, es gilt lim S =
+w. Die Parameter t; treten nur im i-ten Sum-
manden S; auf. Nennt man die beiden ersten
Teilsummen in (4) U(r, t4, ..., t,) und die dritte
V(g ty, ..., t,), so gilt

S(ra, ty, ., tyy=U[, t, ..., t)) + Vg, t1, ..
was spéter von Bedeutung sein wird.

wta) (6)

2. Ein Abstiegsverfahren

Die notwendigen Bedingungen fir ein Mini-
mum von S sind

n
——=0=- ), cost; (x;—rcost)-sint; (y;—r sint), (7)
20r i=1

a;(z;-at)), ®

oS:
1881 S 0 =rsint; (x;—r cost)—rcost; (y;—rsint)

20t 26t
-alz-at) (=1,..,n) ©)

Dies kann man der Reihe nach in der Form
n

r=- 2, (x;cost; + y;sint), (10)
pa
n n
a:Zt,-z,-/Zt,-Z, (11)
iz i
rx; sint;—y; cost) + a’t;=az; (i=1,..,n (12

schreiben.

Gibt man Startwerte A? und a@ fiir r und a vor
(s. Abschnitt 4) und kann man das absolute Mini-
mum von S; bzgl. {; finden (Abschnitt 3), so liegt
folgendes Abstiegsverfahren nahe, das ein Mini-
mum, nicht aber notwendigerweise das globale
Minimum liefert:
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Schritt 1: Setze k = 0; % und a'? seien gegeben.

Schritt 2: Berechne fir i = 1, ..., n die Lotfuss-
punktparameter t/ als solche Nullstellen von
(12), die ein absolutes Minimum von S; (r®, a®), t)
liefern. Dann gilt

S(r®, a®, th, .., 1) = S(r¥, a®, ty, .., 1) (13)
Schritt 3: Berechne r**" und a**" gemaB (10) zu

wn_1y © 4y sint™®)
r&e = 23 (x; costf +y; sint™),
n =1

At Zt(k) 2 /2 192,
i=1
Dann gilt, da S bei festen t;®, ..., 1% offenbar
nur dieses eine Minimum hat
S(rtem, gk ¢80 1) < 5(r®, a®, t, ..., 1) (16)

Die Eigenschaften (13) und (16) bedeuten,
dass - vorausgesetzt fiir die tf gilt (3) und fir r
und a (2) - beim Ubergang von k auf k+1 S nicht
zunimmt: wir haben ein Abstiegsverfahren.

Schritt 4: Setze k: = k+1 und gehe zu Schritt 2,
falls k nicht zu groB geworden ist (Notbremse).

(14)

(15)

3. Das Nullstellenproblem

Unterdriicken wir in diesem Abschnitt den In-
dex i, so ist nach (12) flir gegebene Werte r, a,
X, ¥, Z ein Wert t zu bestimmen, flr den

S, fO=51

ft) = rixsint + ycost) + a’t —az=0 a7

gilt und fir den S; minimal wird. Wie man an
Fig. 1 S|eht wo die Funktionen S; ausgezogen

und fit) = gestnchelt fur die Werter=2,a=1,

X=2,y= —4 z = 5 graphisch dargestellt sind,
kénnen mehrere Minima auftreten. Es gilt lim ft)
= + o und es gibt ein endliches Intervall [-b,b],
worin alle Minima und Maxima liegen. Ist ndmlich
fit) = 0, so muss nach (17)

t= % [ (xsint + ycost) — az] (18)

und somit

2 _ b19)

Itl =% Ir (xsint + ycost) — az|< — (Ix|+| yl) +—
sein, d. h. die endlich vielen Minima Ilegen im In-
tervall [-b,b]. Fir das Beispiel aus Fig. 1 ergibt
sich aus (19) das Intervall [-21, 21]. Insbesondere
fur kleine Werte von a (klein gegentber r und Izl)
kénnen_diese Intervalle jedoch sehr groB3 wer-
den.

Nun kann man das Intervall [-b,b] aber immer
so in (Aquidistante) Teilintervalle der Lange h
(z. B. h = .1) aufteilen, dass f an den Endpunkten
entgegengesetztes Vorzeichen hat und dann
z. B. mit dem Intervallhalbierungsverfahren (Sub-
routine BISECT aus [1]) oder einem DEKKER-
BRENT-Verfahren (Subroutine DBRSIM aus [1])
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die entsprechende Nullstelle berechnen und von
allen Nullstellen diejenige mit dem Kkleinsten
Wert flir S; heraussuchen.

4. Startwerte

Fangt man mit beliebi )gen Werten fiir 1% und
a® an, so kénnen die t% (i = 1, ..., n) die Bedin-
gung ( ) nicht erflillen, es kann |n Folge sogar

) negativ werden. Um daher geeignete Start-
werte F% und a zu erhalten, betrachten wir (6).
L&sen wir die Aufgabe

ur, uy, ...,
so kann flir diese der Parameter geman
V(a) = V(a, uy, ..., (21)

bestimmt werden. Die so erhaltenen Werte flr r,
a, Uy, ..., U, l6sen zwar nicht unser Problem (5),
kommen aber — wie sich an Beispielen heraus-
stellen wird — jener L8sung sehr gut nahe. Geo-
metrisch bedeutet (20), dass die gegebenen
Punkte (x;, y;, z;) auf Punkte (x; y) in der (x, y)-
Ebene projeziert werden, die dann mit einem
Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung ausgeglichen
werden; aus (21) entsteht a durch Mittelwertbil-
dung.

up) = min, (20)

Up) = min

Nach (20) muB namlich

1 6U L
0=, —cosu;(x;—rcosu) - siny; (y; - r sinuy),
2 6/‘ i=1

gelten, woraus

n
r=l Y (x; cosu; +; sinu;),
nj=1

mit Unbekannten uy, ...
man Uber die Bedingung

(22)

, up folgt. Diese erhélt

> a—u, =0 =r (x;— sin; - y; cosu,)
zZu
tanu; = yi/x;. (23)

Beim Ldsen von (23) muss man wie beim all-
gemeinen Kreis [2] aufpassen, da tanu; = tan(y;
+ ) gilt und x; = 0 sein kann. Letztlich muss u;
so gewdhlt werden, dass das kiirzere der beiden
Lote von einem Punkt nicht auf dem Kreis auf
diesen bestimmt wird. Auch ist die Bedingung
() fur uy, ..., u, zu garantieren, was man erreicht,
indem man zu u; eventuell 2 addiert, was an der
L&sung nichts &ndert. Hat man nun die Werte u4,

, Up dementsprechend bestimmt, so setzt man
diese in (22) ein und erhilt einen Startwert r® =
r. Die Bestimmung des Minimums von (21) ist
einfach, da
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1oV <
-—=0=-2, ui(zi—au;
12 =0=-3 ufz-au)
impliziert

n n
a= 21 U,'Z,'/Z1 U,'2.
I= i=

und somit a® = a wieder durch Einsetzen der er-
haltenen u4, ..., u, geliefert wird.

(24)

5. Beispiele

Testdaten wurden auf folgende Art und Weise
erzeugt. Firn=17,r=5,a=2und t;=i/2(i=1,
., N) wurden die Tripel (x; = r cost;, y; = r sint;,

z; = i) berechnet. Dann wurden die x; und y; auf

ganzzahlige Werte gerundet und die z; um 41
verdndert. Das ergab die Tabelle

x|4]3[0]|-2(-4|-5(-5|-3[-1|1|4|5[5[4]2]|-1]-3
yi{2]1415(5]|3[1]-2[-4|-5|-5|-4[-1|1]3|5]|5|4
z|2(2(3]|5(5]|7(6]8]|9]|11|11]13[13|14[14|16[18

Das Startwertverfahren lieferte A® = 5.111,
a@ = 2,032 und auf zwei Dezimalstellen gerundet

{u;] 48] 981 7]t efosn]o

Nach nur 3 lterationen (mit h = .1) ergab sich
auf 4 Dezimalen genau r = 5.105, a = 2.033,

T A T e e e e A R

und der Zielfunktionswert S = 8.1818.
Bei nochmaliger Abanderung der Daten in

x|6]3]|1|-2[-4[-5[-4|-3|-2]12|3[6|5[3]2]|-1[-2
yi[3[4]5]4]|3]|1(-3[-4[-4]-6]-4|-3[1]|3|6[5(|5
z|10|2[3(2]5]4]|8]|7[9|10]9]12(13[14]16{16[16

ergab das Startwertverfahren A9 = 5.296, a© =
1.963, und nach wiederum nur 3 lterationen er-
zielte der Algorithmus r = 6.287, a = 1.966 mit
S = 21.5023. Das Startwertverfahren und der
entwickelte Algorithmus funktionieren also sehr
gut, wenn die Daten die Voraussetzung (3) erfil-
len.

6. Ausblick

Soll der Anfangspunkt der Schraubenlinie von
(r, 0, 0) auf (b + r, c, d) verlegt und soll sie in der
(x, 2-Ebene um den Winkel 8 und in der (y, 2)-
Ebene um den Winkel y gedreht werden, so
ware das Modell
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x(t) b + r cost
xt) |=AB)'BH) | ¢+ rsint
Z(t) d+at

, =0, (25)

wobei A(f}) und B(y) die in [3] beschriebenen Ro-
tationsmatrizen sind, an die Daten anzupassen.
Unbekannte sind dann nicht nur r, a, ty, ..., t,
sondern zusatzlich b, c, d, 3, y. Im Prinzip kann
man &hnlich wie beim Zylinder vorgehen [3]. Die
Bestimmung ahnlich guter Startwerte ist aller-
dings nicht einfach.
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Die Rekonstruktion von komplexen Flachen des R 3
ist in der Photogrammetrie und dem Vermessungswe-
sen noch ein offenes Problem. Andere Disziplinen, wie
CAD, Computerwissenschaften, Medizin, Geologie,
etc., haben Verfahren fir diese Aufgabe entwickelt,
maBgeschneidert fur ihre Anwendungen und Bedingun-
gen. Aber zur Rekonstruktion von komplexen, topogra-
phischen Flachen (Felsstiirze, Steinbriiche, Mauern,
Hauser) gibt es noch kaum zufriedenstellende L6sun-
gen. Relevante Forschung in der Photogrammetrie kon-
zentriert sich vor allem auf die automatische Rekon-
struktion von kiinstlichen Gebauden, wo bereits gute
Erfolge erzielt wurden.

Problemstellung:

Gegeben sei eine Menge von Punkten des R 3 und
eine Menge von Linien zu diesen Punkten. Die Punkte
wurden an der Oberflache eines beliebigen Objekts ge-
messen, mit beriihrenden, optischen, akustischen, ma-
gnetischen oder kapazitativen Verfahren. Aus diesen
Daten ist die urspriingliche Oberflache so gut wie mog-
lich zu rekonstruieren.

Gesucht sei eine Triangulation der Daten. Diese Tri-
angulation dient als Grundlage zur eigentlichen Fla-
chenreprasentation: Abbildung der topologischen Drei-
ecke auf geometrische Dreiecke oder auf allgemeinere
dreiecksférmige Flachenstiicke (patches). Zur Triangu-
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lation von Punkten des R 3 gibt es noch keine Stan-
dardldsung, wie es etwa die Delaunay-Triangulation im
R 2 ist.

Ldsungsansatz:

Es wird versucht, die gesamte, vorhandene Informa-
tion Uber das Objekt und dessen Vermessung zu ver-
wenden. Diese Information besteht aus expliziter Infor-
mation, wie z.B. die gemessenen Punktkoordinaten.
Zusatzlich gibt es Information Uber die Flache, etwa
Uber deren Form und Topologie. Teil dieserlnformation
kénnen durchaus einschrdnkende Bedingungen sein,
etwa das Verbot von Selbstschnitten der Flache oder
Einschrankungen, resultierend aus den Eigenschaften
einer glltigen Triangulation. Wichtige Schlliisse kénnen
aus der Art der Datenerfassung (photogrammetrische
Auswertung, Hohenlinienmessung, Nahbereichs-Laser
oder flugzeuggestiitzte Laser) gezogen werden. Jede
vorhandene Information, sicher oder unsicher, eindeu-
tig oder widerspriichlich, bedingt oder unbedingt, soll
verwendet werden.

Als erster Schritt der Triangulation wird eine Tetra-
edervermaschung berechnet. Der Grund hierfir ist vor
allem die Einschrankung der Vielfalt der mdglichen Drei-
ecke. Von den Dreiecken, die in der Tetraederverma-
schung enthalten sind, werden nun jene extrahiert, die
zur Triangulation der Oberflache gehdren. Die Dreiecke
werden schrittweise in kleinen Teilmengen, namlich alle
Dreiecke, benachbart zu einem bereits extrahierten Drei-
eck, bewertet. Diese Bewertung wendet alle vorhandene
Information an. Das Ergebnis ist ein MaB (im weiteren als
Evidenz bezeichnet), anhand dessen liber die Flachen-
zugehorigkeit entschieden wird. Welche Informationen
vorliegen kdénnen und wie daraus Schliisse abgeleitet
werden sollen, ist im verwendeten Wissen festgelegt.
Dieses Wissenist in Regeln formuliert, die nacheinander
mit den aktuellen Daten ausgewertet werden. Zur Beur-
teilung werden probabilistische Methoden verwendet.
Die vorhandenen Regeln stellen auch sicher, daB immer
eine gliltige Triangulation extrahiert wird.

Regeln als Form der Wissensrepradsentation:

Die Tetraedervermaschung enthélt sowohl alle Drei-
ecke, die zur Flache gehoren, als auch jene, die nicht
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