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Ein Verfahren zur Bestimmung des
Least Squares Halbkegels

Der Ausgleich im Sinne der kleinsten Quadrate von gemessenen Punkten mit einem Halbkegel kommt in der
Koordinatenmesstechnik und beim Vermessen von Baumstammen vor. Wir beschreilgen hierflr ein Verfahren, das
ahnlich auch fir den Kreis, der Ellipse, die Kugel und den Zylinder entwickelt wurde. Uber numerische Erfahrungen

wird berichtet.

Abstract

Fitting measured data by a half cone in the least squares sense occurs within computational metrology and when
measuring logs. We describe an algorithm that was similarly developed for the circle, the ellipse, the sphere, and

the cylinder. Numerical experiences are reported.

1. Problemstellung

Seien Daten

Xi=yz) (i=1,..m) M
gemessen und mit einem Halbkegel auszuglei-
chen. Wie bei der Kugel [2] und beim Zylinder
[3] ist es zweckmaBig, von einer parametri-
schen Darstellung eines Halbkegels auszuge-
hen. Eine solche ist flr einen Halbkegel mit
der Spitze im Ursprung und in Richtung der
positiven z-Achse

x=urcost, y=ursint, z=u, 0=t=2zn,0su=w, (2)
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wobei r = tana (unbekannter) Parameter und «
der halbe Offnungswinkel des Kegels ist. Da

O<tana <% fur einen nichtentarteten Kegel erfor-
derlich ist, muss 0<r<o gelten. Soll die Spitze
im (unbekannten) Punkt (a,b,c) liegen, so lautet
die Darstellung

X=a+urcost,y=b +ursint, z=c+u Q)

Einen Halbkegel in allgemeiner Lage erhalt
man, wenn man (3) in der (x,z)-Ebene mit A(S)"
und dann in der (y,z)-Ebene mit Ebene mit B(y)™
dreht. (Eine Drehung in der (x,y)-Ebene ist wegen
des Ansatzes nicht erforderlich.) Diese elementa-
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ren Rotationen mit den Drehwinkeln 8 und y wer-
den durch

cosfp 0 sing

AB=l 0 1 o0 “
—-sinf 0 cosf

und
1 0 0

By)=|0 cosy siny ®)

0 -siny cosy

beschrieben. Fir diese Matrizen gilt A(8)™ = A(S)"
und B(y)™ = B(y)", da sie orthogonal sind. Statt
nun den Halbkegel mit B(y)™ und A()™" — in dieser
Reihenfolge — zu drehen, drehen wir besser die
Daten (1) gemaB

=Byx, X =ApX (=1,.,m) (6)

und passen diese mit dem nicht gedrehten Halb-
kegel (3) an, d. h. wir versuchen, die Funktion

S(abcrﬁy,tu)

== Ex, a—urcost)’ + (Ji—b-ursint)? + ;- c-uy?
24 @
zu minimieren. Dabei ist t = (t4,...,t,;) und u =
(U1,..-,Um), und die Paare (t,u) (i=1,...,m) entspre-
chen den (unbekannten) Werten der Flachenpa-
rameter, die wegen der Minimierung von (7) zu
den Lotfusspunkten von x; auf die Mantelfliche
gehdren. Wir haben also insgesamt 2m+6 Unbe-
kannte. Diese Anzahl erscheint fir z. B. m = 2000
hoch, aber sie ermdglicht die Konstruktion eines
Verfahrens, bei dem die iterative L6sung der not-
wendigen Bedingungen fir ein Minimum von (7)
— in geeigneter Reihenfolge — zu einer Abnahme
der Zielfunktion (7) fahrt. In &hnlicher Form ist
das Verfahren auch fir andere geometrische Ob-
jekte in [1, 2, 3] erfolgreich benutzt worden.

2. Verfahren

Das Verfahren besteht aus insgesamt sieben
Schritten:

Schritt 1: Flr a,b,c,r, 8,y sind Startwerte vorzu-
geben.

Schritt 2: Unter Verwendung von f und y be-
rechnen wir fari = 1,....m X; = (X,¥;,Z) und
= (X,¥,Z) nach (6).

Schrltt 3: Da die Flachenparameter (t,,ux) nur
im k-ten Summanden von (7) auftreten, kann
man sie Uber die notwendigen Bedingungen
3S_o 5 _,
oty 6Uk
der Reihe nach fir k =1,...
gibt sich zun&chst

,m berechnen. Es er-
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tant, = {/"—b
Xk —a

()

Da flr tx zwei Werte moglich sind, was den
zwei mdoglichen Loten von einem Punkt nicht
auf einem Kreis auf einen solchen entspricht,
muss derjenige Wert, der dem kirzeren Lot ent-
spricht, ausgewahlt werden. Dies geschieht wie
in [1] nach folgender Vorschrift:

Xx—a#0: tg=arctan (yk b)
Xk—a

)"(k—a<0/\)7k—b>0:>tk=tk+%

X—a<OAy-b=0=>t=t+n

)"(k—a>0A}7k—b<0:>tk=tk+%n

©)
—bzoz)tk=£

X.—a=0:
« 2

Yk—b<O:>tk=%n

Fir uy ergibt sich dann aus der notwendigen
Bedingung der Wert

Ug=—— [r((xk — a)costy + (Vx — b)sint)+@Zx — C)]
(10)
wobei der nach (8) und (9) bestimmte Wert von
bereits verwendet wird.

Schritt 4: Die notwendige Bedingung gg
ergibt
G
= arctan | — 11
p=acan (2] ()
wobei
G =) Zi (@ + ujrcost) - X; (¢ + u))
=1
(12)

H =Y X; (a + u;rcost) - z; (¢ + u))
i=1
Hierbei werden noch die alten Werte von a,c,r
und y benutzt, aber schon die neuen fir (t,u;)
(i=1,..m).Far

H cosp + Gsinf<0

muss f§ durch  + 7 ersetzt werden, damit gzg>0
wird, und damit das Minimum bzgl. f erreicht
wird.

Schritt 5: Die notwendige Bedingung gs =
ergibt
U
= arctan | - — 13
Y [ Vj (13)
wobei
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y; (@+u;rcost)sinf-z; (b+u;rsint)+y;(c+ujcosf
(14)

V="' z (a+u;rcost)sinf+y; (b+uirsint)+z;(c+u)cosp
i=1

s

)
Y

U=

I

Hierbei wird schon der neue Wert von § nach
(11) benutzt. Fir

U siny -V cosy>0

i 66;§>0

wird.
Schritt 6: Mit den neuen Werten fiir f und y be-

rechnen wir jetzt die X; und X; (/ = 1,...,m) nach (6)
neu.
Schritt 7: SchlieBlich ergeben sich aus == as =0

die neuen Werte or

= [i (% — a)u; cost; + (7;— b)u; smt:l/ 2 up?
i=1

und weiter — schon unter Verwendung von (15) —

aus GS 68 gg = 0 die neuen Werte
1 m
= 2 i — u;rcost; |, (16)
=
1(& ,
== > Vi— ujrsint; |, (17)
i=1

q m
=— Zi—u; 18
— (21 ) ) (18)
Mit den so nach (8) bis (18) neu berechneten
Werten fUr a,b,c,r,f,y,t,u wird jetzt ein Wert fir S
nach (7) berechnet.

Dann werden mit den neuen Werten fir
a,b,c,r,f,y die Schritte 3 bis 7 solange wiederholt,
bis sich der bei der letzten lteration erhaltene
Wert der Fehleraquadratsumme S von dem jetzt
erhaltenen nur noch sehr wenig unterscheidet,
z. B. um &=0.00000001. Da wir in jedem der
Schritte 3 bis 7 S bezlglich bestimmter Parame-
ter bei den festgehaltenen restlichen global mini-
mieren, haben wir ein Abstiegsverfahren kon-
struiert, das jedoch wie alle Verfahren, die auf
der Annullierung der notwendigen Bedingungen
beruhen, nicht notwendig das globale Minimum
liefert, sondern auch verschiedene lokale Minima
liefern kann. Daher sind mehrere Startwerte aus-
zuprobieren. bei Vergleich der Ergebnisse ist zu
bedenken, dass z. B. mit (g,b,c,r,f,y) auch
(-a,—b,c,r,n+y) das gleiche Minimum beschreibt.

Punkte auf dem gefundenen Halbkegel kon-
nen mittels
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x(t,u) a-+urcost
y(tu) |=B@) APB) | b+ursint
tt,u) c+u

ausgewertet werden.

,0=t=21,0=su=w
(19)

3. Numerische Beispiele

Die Daten A aus Tabelle 1 liegen exakt auf ei-
nem Halbkegel mit der Spitze im Ursprung, der
Offnung nach oben und mit r = 2. Daraus werden
Datensétze B, C, D und E erzeugt, indem die Ko-
ordinatenwerte von A unsystematisch der Reihe
nach um +0.01, +0.1, +0.5 und um +1.0 ab-
gedndert werden. Diese 5 Datensdtze A bis E
werden in A’ bis E’ abgeéndert, indem jeweils
die x; auf By)" AB)” x; (i=1,....,m) mit f=1, y=2
transformiert werden und anschlieBend der
Translationsvektor (1,2,3)" addiert wurde. Z. B.
ist der Datensatz C’ in Tab. 2 zu finden. Dann

Tabelle 1:

x(M oy z()

-5 2. 2.

5 5. 5.

0 -3. 4.

.8 2. 0.

-4 -6. 4.

-2 4. 5.

-1.6 -6. 5.

1.2 3. 3.

.8 0. 2.

Tabelle 2:
i X(i) y(i) z(i)
1 0.893402 4.385498 12.181316
2 -0.720184 6.334229 11.200249
3 -4.182922 11.181488 3.971012
4 —2.690643 10.748352 -5.654329
5 4.199677 3.706696  -11.311848
6 7.271515 0.134583  -10.502575
7 11.655304 —-6.076935 -0.772724
8 7.865601 -3.218262 10.142418
9 5.825531 -1.127136 11.768059
10 —-7.908661 8.439484 -0.997311
11 -6.344849 7.359161 —-6.263365
12 —2.706055 3.822052  -10.648424
13 -0.520447 1.480164  -11.609474
14 5.252838 -5.318573 -9.432987
15 7.720886 -8.869537 -3.540340
16 5.977570 -8.283630 7.092510
17 0.447296 —2.678314 11.990231
18 -6.308929 5.396057 8.532692
19 -10.867157 4.704010 —4.754290
20 -3.830475 -2.281219  -12.115839
21 0.869690 -7.789185  -10.551443
22 4171936  -12.810547 —-0.588753
23 1.720398  -11.103973 7.571339
24 -6.104950 -2.780853 11.488068
25 -11.686249 4.646210 2.805859
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Tabelle 3

Six72E-7 Si~1.02 S3~22.3 _

(AA) (14.10) (3.0) (4.11)
S1 ~77E-4 S,z103 832‘/223 _

B.8) (14,10) (3.0 411)

’ 6.5 6.5 (3.0 (4.11)

S1~397 Six2.42 S3~21.7 _

0D (13.8) (4.2) (4.11)
S1~4.42 Si~5.7 S3~28.1 _

EE) (12,6) 6.4) (3.11)

wurde flir die insgesamt zehn Datensdtze mit
insgesamt jeweils den gleichen 21, véllig willktir-
lichen Startwertsatzen fir (a,b,c,r,f,y), z. B. (12,
-4, 0, 3, -1.2, 3.2) das lterationsverfahren mit
£€=0.00000001 durchgeflihrt. Die Tabelle 3 ent-
hélt die Haufigkeiten (n,n’) mit diesen der Wert
S, fUr das globale Minimum und Werte S,,Ss,...
fur lokale Minima bei den Daten (A,A’) bis (E,E’)
erhalten wurden; es ist S1<S,<S3<... Die An-
zahl der bendtigten lterationen lag dabei zwi-
schen 500 und 21500; das mag sehr hoch er-
scheinen, benétigt wurde aber sehr wenig Re-
chenzeit. Tabelle 3 lege nahe, dass man schon

zahlreiche Startwerte durchprobieren muss, um
(vielleicht) das globale Minimum zu erreichen.
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Die Beobachtung von Frost und Tauzyklen in den
Regionen des Hohen Nordens stellt eine wichtige
Grundlage zur Bestimmung des Zeitraumes in dem ein
Planzenwachstum mdglich ist, zur Bestimmung der
Produktivitat in der Tundra und den Borealen Waldern,
zur Abschatzung von Frostschaden an Pflanzen und
zur Evaluierung von Anderungen im WéarmefluB zwi-
schen Land und Atmosphare dar.

Frost resultiert im Mikrowellenfrequenzbereich in ei-
nem starken Abfall der Dielektrizitdtskonstanten der Ve-
getation und des Bodens. Diese Anderung hat maB-
gebliche Auswirkungen auf das beobachtete Ruck-
streuverhalten. Aufgabe dieser Arbeit ist es die Mog-
lichkeiten des ERS Scatterometers zur Beobachtung
von Frost und Tauzyklen zu untersuchen. Der ERS
Scatterometer ist ein Radarinstrument, das mit einer
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-Frequenz von 5.3 GHz arbeitet und eine Auflésung von

ungeféhr 50 km besitzt.
Die erwarteten Vorteile dieses Instruments sind:

e Aufgrund der niedrigen Aufldsung des Scatterome-
ters konnen Frost und Tauzyklen global ohne gro-
Ben Aufwand beobachtet werden

e Die Beobachtung der Erde mit Mikrowellen kann
unabhangig von der Tageszeit und von der Wolken-
bedeckung erfolgen.

e Die satellitenbasierte Methode erlaubt es, im Ge-
gensatz zu Bodenbeobachtungen, Frost und Tau-
zyklen rdumlich zu beobachten.

Als Untersuchungsgebiet wurde der Norden Kana-
das gewahlt, eines der am dinnsten besiedelten und
am wenigsten untersuchten Gebiete der Welt. Das Ge-
biet erstreckt sich zwischen 85° und 141° westlicher
Lénge und 55° und 71° nérdlicher Breite und Uber-
spannt eine Flache von mehr als 3 630 000 km?.

Vier Fragen werden mit speziellen Augenmerk be-
handelt: 1) Der wissenschaftliche und wirtschaftliche
Zweck solcher Informationen; 2) Die Normalisierung
von ERS Scatterometer Daten und der Zusammenhang
der Scatterometer Daten mit dkoklimatischen Charak-
teristiken und den Vegetationstypen; 3) Dem Design ei-
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