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Ausgleich von parallelen Geraden 

Herwig Schiffner, Gänserndorf 

Zusammenfassung 

Bei der Umbildung bzw. Digitalisierung der Katastralmappe ergibt sich neben der herkömmlichen Helmert 
Transformation und div. Einrechnungen von Plänen auch fallweise die Notwendigkeit, ein ebenes Linienbündel -
parallele Geraden, deren gegenseitige Abstände vorgeschrieben sind - rechnerisch zu erfassen. In der Natur 
werden vom gegenständlichen Linienbündel einzelne, noch vorhandene, Punkte (Paßpunkte) aufgefunden und 
koordinativ im Landessystem eingemessen. Laut den vorhandenen numerischen Unterlagen sollen aber diese 
Punkte auf parallelen Geraden, mit gegenseitig gegebenem Abstand, liegen. Es ist demnach die gegenständliche 
Figur durch Verschieben und Verdrehen so in die gemessene Punktwolke einzupassen, daß die Quadratsumme der 
Restfehler ein Minimum wird. Als Restfehler wird der Normalabstand des aufgefundenen Punktes zu der ent­
sprechenden „ausgeglichenen" Geraden bezeichnet. In weiterer Folge wird eine numerische Lösungsmethode 
vorgestellt. Dieses Erfordernis tritt hauptsächlich bei der koordinativen Erfassung von orthogonalen Lageplänen 
der Flurbereinigung auf. 

Abstract 

During the remodeling, i. e., digitizing, of the cadastral map it is sometimes necessary, besides the usual Hel­
mert transformation and inclusions of maps, to arithmetically record a straight bundle of parallel straight lines with 
a prescribed mutual d istance. Single available points of the bundle of lines have to be found in reality and their 
coordinates have to be surveyed and included in the national geodetic system. According to the numerical gui­
delines, these points have to lie on parallel straight lines with a prescribed mutual distance. Therefore, the figure 
has to be fit into the measured points by shift and rotation such that the sum of squares of the remaining errors 
becomes a minimum. The remaining error is the normal distance of the point in relation to the corresponding ad­
justed straight line. Further on a numerical solution is presented. Such necessity mainly occurs with the recording 
of coordinates of orthogonal plane maps at the consolidation of farmland. 

1. Problemstellung: 

Gegeben: Die Abstände: d0 = 0, d1, ... , dii ... , dni paralleler Gerade 
Gemessen: Die Koordinaten der Punkte: 

Pc}, f62, f63, • • .  , Pd, ... , fbn° Punkte der Geraden g0 zugeordnet l_g0g0 = d0 = 0 

f11, f12, f13, . .
. , J=1j, ... , J=1n' Punkte der Geraden g1 zugeordnet 1-g0g1 = d1 �1, �2, �3, . . .  , P,j, . .. , �n2 Punkte der Geraden g2 zugeordnet _l_g0g2 = d2 

F-/1, FJ2, FJ3, . .
• , 

FJj, . . .  , F/n; Punkte der Geraden g; zugeordnet l_g0g1 = d; = 0 

P.1 P.2 P.3 p_j p_n, p kt d G d d t _l_-- d O r , r , r , . . .  , r , . . .  , r un e er era eng, zugeor ne g0g, = r = 

Gesucht: Das „ausgeglichene" Linienbündel (bestimmt durch p und <p - Bezeichnung nach der 
Hesseschen Normalform) und die „ausgeglichenen" Koordinaten Of der gemessenen 
Punkte Pf, und zwar so, daß die Quadratsumme aller Normalabstände (Verbesse­
rungen) der gemessenen Punkte, die den jeweiligen Geraden zugeordnet sind, ein 
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Minimum ist und die Punkte 0/ au� den entsprechenden ermittelten par?-llelen Geraden 
zu liegen kommen. (Die Strecke Pf Q/ entspricht der „ Verbesserung" v/) 

Anmerkung: Index der Geraden g und Abstände d: 0, 1,2, .. „i„ .. r (unten) 
Index der Punkte und Verbesserungen: 1 ,  2, 3„ .. ,j. . . .  n (oben) 

In (4) und (5) eingesetzt ergibt: 

p = Xs COS<p + Ys sin<p - [d] 
(7) n 

[vv] = R�Jcos2cp+[1717]sin2cp+np2+[dd]+[�17]sin2cp-
-2[�d]coscp-2[17d]sincp+2p[d] (8) 

Setzt man weiters 

0 �;] = O ein, so erhält man 

y As sin2<p + Bs cos2<p +Cs sincp + Ds COS<p = 0 (9) 

wobei: 

2. Grundlage 

Hessesche Normalform einer Geraden: 
XCOS<p + ysin<p - p = 0 (1) 

Normalabstand eines Punktes P(x, y) 
d = XCOS<p + ysincp - p (2) 

d ergibt sich positiv, wenn der Punkt P und der 
Ursprung auf verschiedenen Seiten der Geraden 
liegen, sonst negativ. 

3. Ableitung 

Aus der Skizze und aus (2) ergibt sich die Ver­
besserung in P/ 
v/ = x/ coscp + y/ sincp - p - d1• (3) 

Quadriert summiert und über alle v ergibt: 
[vv] = [xx]cos2 <p + [yy]sin2 <p + np2 + [dd] + 

+ [xy]sin2cp - 2[x]pcoscp - 2[xd]coscp -
- 2[y]psin<p - 2[yd]sin<p + 2p[d] (4) 

Setzt man nach der Minimumbedingung 

0 [vv] = 0 ein op , 

so erhält man 
[x] [y] . [d] p = n COS<p + n Sln<p - n (5) 

n ist die Summe aller gemessener Punkte. 
infolge der zu erwartenden großen Zahlen und 

zur Vereinfachung ist es angebracht, ein Schwer­
punkts-Koordinatensystem q, �einzuführen. 

Ys = [y] und Xs = [x] (6) n n 
17; = y, - Ys und �/ =X; -Xs 
y�11 x�� [17]=0 [�]=0 [xx]�[W [xy]�[�I/] 
[yyJ�[1717] 
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As = [1111] - [W 
Bs = 2[17�] 
Cs= 2[�d] 
Ds = -2[17d] 
ist. 

Daraus läßt sich <p bestimmen! 

(10) 

Zweckmäßig ist es, die ermittelte transzen­
dente Gleichung durch das Newtonsche Nähe­
rungsverfahren in Verbindung mit der Regula 
falsi zu lösen. 
Anmerkung: Der genaue Wurzelwert <p befindet sich meist in 
unmittelbarer Nähe eines Wendepunktes. Folglich versagt das 
alleinige Verfahren nach Newton! 

f(<p1) ({J2 = ({J1 -
f' (<p1) 

<p3 = ({J1 + (<p2 - <p1) f(<p1) 
f(<p1) - f(<p2) 

<p4 = ({J2 + (<p3 - <p2) f(<p2) 
f(<p2) - f(<p3) 

cp1 = Näherungswert (Bestimmung graphisch 
oder quadrantenrichtig aus (12)) 

cp2 = besserer Näherungswert 
cp3 = „noch" besserer Näherungswert 
cp4 = ist meist schon eine brauchbare Lösung. 

Durch weitere Iterationen läßt sich eine belie­
big genaue Lösung erzielen. 

f(cpk) = As sin2<pk + Bs cos2cpk + Cs sincpk + 
+ Ds COS<[Jk = Wk 

f' (<p1) = 2As cos2<p1 - 2Bs sin2<p1 + Cs cos<p1 -
- Ds sin<p1 

�<p k = 1 ,  2, 3, ... Anzahl der Iterationen 
wk � o, <fJk � cp 

p = Xs COS<p + Ys sin<p - [d] 
n 
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„Verbesserungen" : 

vf = x/ coscp + yf sincp - p - d; 
„Ausgegl ichene - verbesserte" Koordinaten der 
Punkte Q: 

Y/ = - v/ sincp + yf. X/ = - v/ coscp + x/ 
4. Vereinfachung auf eine Gerade 

( 1 1) 

Beschränkt sich der Ausgleich auf nur eine 
Gerade, so erhält man aus (10) wegen d; = 0: 
Cs = 0 und Ds = 0 in (9) eingesetzt: As sin2cp + 
Bs cos2cp = 0 und somit 

[ l + 
[x][y] 

- Bs - 2R11] -
xy -n-

tan 
2rp =As= [1111HW = 2 

[yy] - [xx] + [x][x] _ [y][y] (12) 

n n 

p = Xs coscp + Ys sincp = [x] coscp + [y] sincp (13) n n 
den Geradenausgleich „in der Hesseschen Nor­
malform". 

5. Ein numerisches Beispiel 

Gegeben: Abstände der Geraden, Gemessene 

Die Lösung der transzendenten Gleichung er­
gibt folgende Werte für: 

qJ 
127,31 13 52 

17,57 23 24 
242,50 04 80 
336,22 84 57 

[vv] 
0,2325 

149,1097 
179,4449 
88,9325 

[v] 
0 
0 
0 
0 

Aus der Bedingung [vv] = Min kann nur der 
Wert für cp =127,31 13 52 als der „gesuchte" an­
gesehen werden. Daraus ergibt sich p = 1,6599 
und die „ausgeglichenen" Koordinaten: 

Punktbezeichnung V; X; V; 

06 6,6060 10,4515 -0,1166 

o;i 5,4873 8,0058 0,0140 

o� 3,9038 4,5440 0, 1058 

06 2,5094 1,4957 -0,0104 

o� 7,3029 9,0902 0,2168 

o� 3,7737 1,3748 -0,3010 

o� 10,1071 9,4510 -0,1178 

o� 6,2862 1,0978 0,2351 

o� 8,5236 5,9892 -0,0260 

Koordinaten Durch die minimale Verschiebung v/ der ge-

Abstand Gerade Punktbezeichnung Y; X; 

0,00 9o Pr] 6,50 10,50 

r:g 5,50 8,00 

� 4,00 4,50 

� 2,50 1,50 

1,20 91 R1 7,50 9,00 

Ff 3,50 1,50 

3,60 92 � 10,00 9,50 

!{ 6,50 1,00 

Ff 8,50 6,00 

Gesucht: cp, p und die „ausgeglichenen" Koor-
dinaten O. 

Der Näherungswert für cp1 wird mit Hilfe der 
Punkte Pr] und Fg bestimmt; wendet man die 
Formel (12) an, so erhält man cp1 = 124,229 qua­
drantenrichtig. 

Es ergeben sich folgende Zwischenergeb­
nisse: 

Anzahl: n = 9 
Schwerpunkt: Ys = 6,0556 
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Xs = 5,7222 
As = -64,833 3333 
Bs = 94, 777 7778 
Cs= - 7,066 6667 
Ds = -46,533 3333 

messenen Punkte F)1 wurde das vorgegeben� 
Kriterium, daß die ausgeglichenen Punkte 0/ 
auf parallelen Geraden mit dem gegebenen Ab­
stand d; liegen, erreicht. 

Weiters könnten durch Einführung eines varia­
blen Maßstabsfakors k auch die Abstände 
do,d1,d2,.„,d;„„,dn „verbessert" werden. 

In diesem Beispiel ergäbe sich der optimale 
Maßstabsfaktor, berechnet mit der EXCEL­
Funktion Solver: k=1,010 3184. Die Verbesse­
rungsquadratssumme vermindert sich auf [vv] = 
0,2301 und auch cp = 127,28 03 43 verändert 
sich ein wenig. Man erhält: 

Ab· Punkt-
stand Gerade bezeichnung Y; X; v, 
0,0000 9o 06' 6,5903 10,4588 -0,0992 

oö' 5,4727 8,0125 0,0300 

OÜ 3,8909 4,5498 0,1200 

06 2,4980 1,5009 0,0022 

1,2124 911 01' 7,2987 9,0919 0,2213 

o�' 3,7735 1,3751 -0,3006 

3,6372 921 o1' 10,1249 9,4429 -0, 1373 

o� 6,3080 1,0877 0,2111 

o� 8,5431 5,9803 -0,0473 
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6. Zusammenfassung und Ausblick 

Bei der Umbildung, Erneuerung bzw. Digitali­
sierung der österreichischen Katastralmappe ist 
es notwendig die Grenzen aller Grundstücke 
möglichst genau, aufgrund der vorhandenen 
Unterlagen, numerisch zu erfassen. Die Übertra­
gung der lokalen Teilungspläne in das Landessy­
stem erfolgt mit Hilfe der Koordinaten gemesse­
ner ldentpunkte und einer überbestimmten Hel­
mert- oder Affintransformation, also mittels 
eines strengen Ausgleiches. Andere Ausgleichs­
verfaheren werden kaum angewendet. 

Mit dem hier entwickelten Verfahren ist es nun 
möglich, Grundstücke, deren Grenzen zueinan­
der paral lel sind, optimal numerisch zu erfassen. 
Diese Notwendigkeit tritt hauptsächlich bei der 
Bearbeitung von Lageplänen der Kommassie­
rungen, die in der Zeit von ca. 1880 bis 1930 an­
gelegt wurden, auf. Wurde damals in einer Kata­
stralgemeinde die Flurbereinigung eingeleitet, so 
lagen als Ergebnis, abgesehen von den Lage­
plänen und administrativen Unterlagen, nur die 
Polygon- und Umrißpunkte koordinativ vor; alle 
übrigen Daten betreffend der Lage von Grund­
stücken, waren „Streckenangaben", also Front­
maße, Parallelabstände sowie orthogonale Auf­
nahme- und Absteckdaten. Die geometrischen 
Figuren der neuen Grundstücke, also der Flur­
stücke und Feldwege, sind meist Parallel­
ogramme. Die Normalbstände der Grundstücks­
grenzen sind entweder angegeben oder sie las­
sen sich leicht rekonstruieren. Um nun diese 
„Streckenangaben" einarbeiten zu können eig­
net sich dieser Ausgleich. Es ist nun möglich, 
die Abfindungsrichtungen und die Lage der 
Grundstücksgrenzen möglichst genau, mit Hilfe 
einer vorangegangenen ldentpunktmessung un­
ter Zuhilfenahme aller Unterlagen („Streckenan­
gaben") numerisch festzulegen. Selbstverständ­
lich muß immer abgewogen werden, ob die er­
mittelten Ergebnisse katastertechnisch brauch­
bar sind und ob die Toleranzgrenzen dabei nicht 
überschritten werden! Als Ergebnis l iegt dann 
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der numerisch eingepaßte Lageplan so vor, daß 
sowohl die gemessenen Koordinaten der ldent­
punkte, als auch alle „Streckenangaben" zuein­
ander in Einklang stehen und die vorgegebenen 
Parallelitäten erhalten bleiben. 

Ein etwaiger Maßstabsfaktor der Abstände ist 
meistens schon enthalten oder muß vorher ab­
gestimmt werden. Beispielsweise kann ein Ak­
ker mit einer vorgegebenen Breite von 30 m auf 
29,85 m geändert werden, hingegen muß aber 
die Breite eines paral lel führenden Weges von 
6 m streng eingehalten werden etc. Folglich 
wurde auf die Bestimmung des Maßstabsfaktors 
nur am Rande eingegangen und ist in der Praxis 
ohne Bedeutung. 

Auch können lange gerade Linien, die sich 
über mehrere Mappenblätter erstrecken, rech­
nerisch gut erfaßt werden. 

Wertvol le Operatsteile der Kommassierung 
sind in den Kriegs- und besonders in den Nach­
kriegsjahren in Verlust geraten. Daher fehlen ver­
einzelt numerische Unterlagen, wie Koordina­
tenverzeichnisse, Aufnahmedaten, Absteckskiz­
zen etc. Auch dieser Ausfall kann, wenn zumin­
dest noch die Lagepläne mit Maßzahlen vorhan­
den sind, durch einen geringen Mehraufwand 
bei der ldentpunktmessung und Anwendung 
des gegenständlichen Ausgleiches, aufgehoben 
und die fehlenden Daten rekonstruiert werden. 

Vielleicht kann auch durch diesen Beitrag er­
reicht werden, daß im österreichischen Kataster 
weitere „Katasterausgleichsverfahren" ange­
wendet bzw. neue entwickelt werden. 
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