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Ausgleich mit Kreisen bei vorgegebenen Winkeldifferenzen

Wir betrachten den Ausgleich von MeBpunkten in der Ebene mit einem Kreis, wobei den MeBpunkten Kreis-
punkte mit vorgegebenen Winkeldifferenzen zugeordnet sind. Es werden numerische Verfahren angegeben und

diese an einem Beispiel verglichen.

Abstract

We consider fitting data points in the plane by a circle, when corresponding points on the circle with given an-
gular differences are assigned to those data points. Numerical methods are discussed and compared for some

example.

In sich regelmaBig wiederholenden (Zeit-) In-
tervallen wie Stunden, Tage, Monate oder Jahre
seien zu gegebenen Zeitpunkten t, (k = 1, ..., n
= 3), fir die bei Normierung der Intervalldnge
auf 2x 0. B. d. A. 0 = t, (mod 2n) < 21 voraus-
gesetzt werden kann, Punkte (X, i) (k=1, ..., n)
in der Ebene gemessen.

Wir suchen zundchst (Verfahren 1) Mittelpunkt
(@ b) und Radius r eines Kreises so, daB3 die
Summe der Abstandsquadrate von den zu t, ge-
horenden Kreispunkten (r-cos tx, r-sin t) zu den
gemessenen Punkten (X, Yx) minimal wird. So-
mit ist die Zielfunktion

n
S(a,b,) =Y (xk—a—rcosty? + (v —b-rsint)’ (1)
k=1
zu minimieren. Die notwendigen Bedingungen

ergeben das lineare 3 x 3 Gleichungssystem
(s. a. [2], Formel (4))
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1 0 C a X
01 D b=y, @
C D 1 r v
wobei
n 1 n 1 n
X==3"Xio V== Vi» V==, Xk COStyc + ¥ sint)
k=1 N k=1 N =1 3
1 n 1 n
C=-Y costy, D=-7Y sini. (4)
n =1 n k=1

Bevor wir die explizite Lésung von (2) ange-
ben, untersuchen wir die GroBe

E=1-C?-D% )

deren Positivitat im Folgenden eine groBe Rolle
spielen wird. Es ist

n 2 n 2
Y costy Y sint;
k=1 k=1

n n

E=1-
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n + 2 (cost; costy + sint; sinty)

=4 — i<k
n2
1
_1————Zcost—tk)
n n i<k
=1 1_200-1_, (6)
n n’ 2

Es ist also £ > 0 auBer flr cos(t; — t,) = 1 fir
alle i < k, wo E = 0 auftritt. Daher verlangen wir
im Folgenden stets t; - t, # 0(mod 27) fir wenig-
stens ein Paar (i, k) miti < k, was E > 0 garan-
tiert.

Die Matrix im Gleichungssystem (2) ist positiv
definit, da ihre Hauptabschnittsdeterminanten
1,1 und E > 0 sind; ihre Inverse ist

1-D?> CD -C
2 Ch 1-G° -D|,
E

G ~—i)—4

womit man fir r aus der letzten Gleichung in (2)
sofort

r=@-Cx-Dy)/E (7)

erhalt. Setzt man (7) in die beiden ersten Glei-
chungen von (2) ein, so ergeben sich weiter

b=y-Dr. (8)

Zur besseren Veranschaulichung wahlen wir
als Beispiel die etwas extremen, nicht gerade
fast auf einem Kreis liegenden Punkte (Xx, V&)
mit zugehdrigen Winkeln t, aus Tabelle 1. Die
gegebenen Punkte (ausgefiillt) und die zugehori-
gen Kreispunkte (nicht ausgeflillt) sind auch in
Fig. 1 zu finden zusammen mit dem nach (7)
und (8) berechneten Kreis. Die Zahlenwerte fir
a, b und r sind in Tabelle 2 unter Verfahren 1 zu
finden. Das Ergebnis sieht nicht gerade erfreu-
lich aus; der Wert fir das AbweichungsmaB S
ist groB.

a=x-Cr,

Xn 0o 3 6 7 5 4 A
Vn 2 2 1 3 5 4 4
t«(Grad) | 0 50 100 150 200 250 300

Tabelle 1

S bzw. T
3.6585 3.0322 2.1882 17.9393
3.6416 3.0030 2.4696 8.7748
3.8788 2.5248 2.5914 6.1929

a b r

Verfahren 1
Verfahren 2
Verfahren 3

Tabelle 2
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Abb. 1

Daher kommt man auf die Idee, mit dem Win-
kel o einen weiteren Parameter einzufiinren, der
das Ausgangsintervall [0, 2n) fir die t, auf
[o, a+2m) transformiert, d. h. in (1) o + t statt t
mit unbekanntem o einzusetzen. Dieses Prinzip
fur das Verfahren 2 stammt aus [1]; die Herlei-
tung ist hier aber bezliglich Existenz einer L&-
sung vollstdndig und liefert zwei Lésungen flr o,
von denen eine ausgesondert werden muB. Die
Zielfunktion lautet jetzt

n
T@b,fo) =Y. (Xk—a~-r cos(o + t)? +
k=1

(V= b —r sin(o. + t)’. 9)
Beachtet man

r cos(o. + tx) = ¢ cost, — d sintx
rsin (o + t;) = d costy — ¢ sinty,

wobei

c =rcosy, d=rsing (10)

zwei neue Unbekannte (statt r und «) sind, so
wird aus (9)

n
T(ab,c,d) =Y (Xx— a - ¢ costy + d sinty)® +

k=1

(vk—b - d costy - c sintxl® (1)

Die Substitution bewirkt, da in den notwendi-
gen Bedingungen flr ein Minimum, also in
or _or_or_ar _
da ob oc od
die Unbekannten - im Gegensatz zu ¢ - nur

noch linear auftreten. Fuhrt man in Ergénzung
zu (3) und (4) zur Abktirzung

1 3" (v« costy — X, sinty)

N k=1

(12)

(13)
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ein, so ergibt sich fir (12) das lineare 4 x 4 Glei-
chungssystem

1 0 Cc -D) (a) (x
0 1D C bl |y

=¥, (14)
C D1 0 c v
-DC O 1 d) \w

dessen symmetrische Koeffizientenmatrix fur die
fir die tx gemachten Voraussetzungen (E>0)
positiv definit ist, da sie die positiven Hauptab-
schnittsdeterminanten 1, 1, E, E2 hat. Daher
handelt es sich bei der eindeutigen Lésung von
(14) um das Minimum von (11).

Mit der Inversen
1 0o -C D
1]0 1 -D -C
E|-C -D 1 0
D -C O 1

der Koeffizientenmatrix in (14) kann man diese
Ldsung explizit angeben:

a=(x-Cv+DW/E, (15)
b=(y-Dv-Cw)/E, (16)
c=(-Cx-Dy)/E, (17)
d=(w+Dx-Cy)/E, (18)

Mittels (17) und (18) erhélt man aus (10) die ur-
springlichen Unbekannten r und o lber
r= (C2 + D2)1/2,
tgo.=D/C.

Flr o ergeben sich aus (20) aber zunachst
zwei Werte
o4 =a tan(D / C), (21)

und es mufB, um die einem Minimum entspre-
chende Ldsung zu erhalten, nachgerechnet wer-
den, fiir welchen Wert T kleiner ausfélit.

(19)
(20)

Op =04 + T,

In unserem Beispiel ergibt sich so 0. = 27.615°%;
die Werte flir a, b und r sind in Tabelle 2 in der
Zeile fur Verfahren 2 zu finden. Man beachte die
stattgefundene Halbierung der Fehlerquadrat-
summe gegenlber o = 0°. Visualisiert sind die
Daten und Ergebnisse in Fig. 2.

Zum Vergleich wollen wir noch die Ergebnisse
eines Verfahrens 3 [2] angeben, bei dem die t,
nicht vorgegeben sondern so bestimmt werden,
daB zwischen Daten- und Kreispunkten kirzeste
Abstédnde erzwungen werden. Die entspre-
chende Zielfunktion ist

n
Ulabihts,..ty)= Y (Xk—a—rcosty)? + (vi—r-sinty)’.
k=1 (22)
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Abb. 2

Die Ergebnisse zu unserem Beispiel findet
man in Tabelle 2 und Fig. 3. Gegentber Verfah-
ren 2 ist die Fehlerquadratsumme gegenlber
dem wesentlich aufwendigen Verfahren 3, das
mit Iterationen arbeitet, nicht mehr dramatisch
kleiner geworden.
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Abb. 3
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