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Meßdatenanpassung mit El lipsen in allgemeiner Lage 
und mit vorgegebenem Achsenverhältnis 

Helmuth Späth, Oldenburg 

Zusammenfassung 

Ein Algorithmus zur Anpassung von Meßdaten durch eine Ellipse mit vorgegebenem Achsenverhältnis wird 
entwickelt. Numerische Beispiele werden angegeben. 

Abstract 

An algorithm for fitting data by an ellipse with given ratio of axes is developed. Numerical examples are given. 

In der Vermessungskunde tritt das Problem 
auf, gemessene Punkte (xk, Yk), k = 1 ,  . . .  n2:5, 
mit einer Ell ipse, für die ein festes Halbachsen­
verhältnis c "/= 1 vorgegeben ist, im Sinne der 
kleinsten (orthogonalen) Abstandsquadrate an­
zupassen. Für Ell ipsen ohne Nebenbedingungen 
bzw. mit vorgegebener Fläche ist diese Aufga­
benstellung in [2] und [3] diskutiert. 

Eine Ellipse (zunächst in Normallage) kann 
durch die parametrische Darstellung 
x(t) = a + p cost 
y(t) = b + q sint (1 ) 

beschrieben werden, wobei (a, b) der M ittel­
punkt ist, p und q die beiden Halbachsen sind 
und t ein Parameter mit 0:St< 2n ist. Wird d iese 
Ell ipse um den Winkel <p gedreht [1 ] ,  so lautet 
der Ansatz (1 ) 

�m)=(�) + (��� -c��:) � ���t) (2) 

Wird zusätzlich für das Halbachsenverhältnis 
p = cq (c "/= 1 ,  sonst Kreis) (3) 

gefordert, so ist (3) einfach rechts in (2) einzuset­
zen. 

Wenn tk denjenigen Wert des Parameters t be­
zeichnet, für den (x(tk), y(tk)) den Lotfußpunkt des 
kürzesten Lotes von (xk, Yk) auf die El l ipse be­
zeichnet, so lautet die zu minimierende Zielfunk­
tion 
S(a,b,q, t1 , . . .  ,tm <p) 

= 1.. I [(xk - a  - q(c cos<pcostk - sin<psintk))2 (4) 
2 k=1 

+ (yk - b - q(c sin<pcostk + cos<psintk))2] 
Die notwendigen Bedingungen für die in (2) 

mit (3) linear auftretenden Parameter a, b und q, 
also 
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as = as = as = o, 
Ba ab Bq 
ergeben mit den Abkürzungen 

n 
C = I costk, 

k=1 
n 

D = I sintk, 
k=1 

n n 
E = c2 I cos2 tk + I sin2 tk (5) 

k=1 k=1 

F = sin<p (cf Yk costk - I xk sintk) + 
\:k=1 

cos<p(cixk costk + LYk sintk) 

das l ineare Gleichungssystem 

( n o cCcos<p-0 sin<p) (a) i%kj o n o 
b = Dk , (6) 

cCcos<p-Osin<p 0 E q k=� 
das für gegebene Werte von t1 „ „ ,t" und <p (bis auf 
irrelevante Spezialfälle) stets eindeutig lösbar ist. 

Die notwendigen Bedingungen für t1 , . . .  tm d. h. 

as = O U = 1 , . . .  ,n) (7) 
Btj 
ergeben n nichtlineare Gleichungen, wobei in 
der j-ten G leichung nur genau d ie Unbekannte tj 
vorkommt. Mit den Bezeichnungen 
w = q2 (1 -c2) (w -t=O wegen c "/= 1 )  
uj = c q[(xj - a)cos<p + (yj - b)sin<p] (8) 
V1 = q[-(Xj - a)sin<p + (yj - b)COS<p] 
ergibt sich aus (7) genauer die j-te Gleichung zu 
uj sintj - Vj costj + wsintj costj = 0, (9) 
aus der mit der Substitution 
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(1 0) 
ein Nullstellenproblem für ein Polynom 4. Gra­
des, nämlich 

d4-2 (vilds+ u� + v;+ w2d2-2 (vi)d+(vi): o (1 1 )  CuJ u i ui ui 
wird. Es gibt entweder e = 2, e = 3 oder e = 4 
reelle Nullstellen d1 ,„ . ,d1 [2] . Wegen 

sinti -sinti tgtj = - = -- (1 2) 
costi -costi 

ist (sintb costi) oder (-sinti, -costi) zu wählen, je 
nachdem welches Paar (9) erfül lt. Weiter ist von 
den e Nul lstellen diejenige herauszusuchen, für 
die der Abstand von (xi, Yi) zu (a + cq costb 
b + q sinti) am geringsten ist. Wählt man alle 
tfr„,tn auf diese Weise aus, so wird S für gege­
bene Werte a, b, q und cp bezüglich t1 , . „ , tn mini­
miert. 

Sind nun a, b, q und t1 , . „ , tn vorgegeben, so 
kann cp [2] aus der Bedingung 
as = 0 = -G coscp + H sin cp, 
8cp 
wobei 

G = q [ c 
k
� (yk - b)costk - I (xk - a) sintk J ,  

H = q [ cI (xk - a)costk + I (yk -b)sintk] . 
gilt, bestimmt werden, was 

cp = arctg (�) für H ;t O, 

cp = - "/2 für H = 0, 
ergibt. Um ein M inimum zu erhalten, ist 

a2s -2- = G sincp + H coscp > O 
8cp 

(1 3) 

(1 4) 

(1 5) 

(1 6) 

erforderlich, d. h. wenn für (1 5) die Ungleichung 
(1 6) nicht erfüllt sein sollte, so muß cp durch 
cp + n ersetzt werden. Zu (1 6) ist gleichwertig für 
H ;t 0 die Bedingung H> 0 und für H = 0 die Be­
dingung G < 0, was ersichtlich wird, wenn in 
(1 6) durch coscp (coscp ;t 0 für 

cp Et ; , ; ) dividiert und tgcp = G/H benutzt wird: 

G tgcp + H = H(tg2cp + 1 )  

Letztlich ist das minimierende cp also eindeutig 
bestimmt. 

Zur Bestimmung eines Minimums von S ist 
somit insgesamt folgender Algorithmus [2] nahe­
l iegend: 
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Schritt 0: Man gebe Startwerte tk0> (k = 1 , „ . ,n), 
z. B. durch 

cost(o) = cos 
( 2 (k - 1 )  n ) k n ' 

. t(O) 
. ( 2 (k - 1 )  n ) sm k = s1n n , 

(k = 1 ,„ . ,n) 

für die Lotfußpunktparameter und cp<0> für den 
Drehwinkel vor, o. B. d. A. O ::S cp(o) ::S � wie wir 
unten sehen werden. Man setze i = O und s(o) = oo .  

Schritt 1 :  Man bestimme a(i+il = a  b(i+i) = b  und 
qv+1> = q als Lösung (a,b,q) des linearen Glei­
chungssystems (6), wobei vorher in (5) und (6) 
die Werte tk= tß> (k = 1 ,„ .,n) und cp = cp<1> einge­
setzt werden. Es gilt dann 
S(a<t+1i, b(1+1> , q<1+1i , t1 <'> , „ . ,  tX>, cp(I>) 

s S(a<1>, b(ll , q<1> , d'l ,„ . ,  tXl , cp<1>), (1 7) 

da das Minimum bestimmt wird. 

Schritt 2: Man bestimme tf+1> = ti (j = 1 ,„ . ,n) 
als Lösungen von (9) bzw. (1 1 )  mit den dort an­
gegebenen Auswahlvorschriften, wobei a = ar1+1>, 
b = b<1+1> , q = q<1+1> und cp = cp(') in (8) einzusetzen 
sind. Es gi lt dann 

S(a(i+1i , b(i+1>, q<t+1>, t1 <
1+1> , „ . ,  tX+1> , cp<'>) 

< S(a<1+1) b(1+1) qv+1) t<'> t(I> (1)) - ' , ' 1 , . . .  , n , Cf> , (1 8) 
Schritt 3: Man bestimme cp<1+1> = <p nach (1 5\ 

mit (1 6), wobei in (1 4) a =a(1+1>, b = b(i+1> , q = q<1+1) 
und tk= tf+1> (k= 1 , „ . ,n) einzusetzen ist. Dann 
gi lt gemäß den Erläuterungen im Anschluß an 
(1 6) 
S(a(i+1>, b(i+1i, q(1+1>, t1 <1+1>,„ . ,  tX+1i, cp<1+1)) 

::S S(a<1+1i, b(1+1i, q<1+1>, tf+1>, „ . ,  tX+1 >, cp<'>). (1 9) 

Schritt 4: Falls eine Maximalanzahl von Itera­
tionen erreicht ist oder sich S nicht mehr genü­
gend verkleinert oder sich die gesuchten Unbe­
kannten nur noch wenig verändern, breche man 
ab; andernfalls setze man i: = i + 1 und gehe zu­
rück nach Schritt 1 .  

Wegen (1 7), (1 8) und (1 9) gi lt insgesamt 
S(a<t+1>, b<1+1i, q<1+1i, t1 <1+1>, „ . ,  tX+1i, cp<1+1)) 

s S(a(ll, b<1>, q<fJ, t�'l ,„ . ,  tX>, cp<1>), (1 7) 
d. h. der Algorithmus l iefert ein Abstiegsverfah­
ren .  In Abhängigkeit von der Wahl der Startwerte 
t�0>, „ . ,tj,0> und cpf.O> wird ein absolutes oder relati­
ves Minimum gefunden. Empirisch ist bei der 
Wahl der Startwerte wie in Schritt 0 angegeben 
und cp<0> mit 0 < cp<0> ::S � häufig ein absolutes Mi­
nimum gefunden worden. 

Man beachte, daß mit (cq, q, cp) auch (q,-cq, 
cp+ �), (-cq, - q, cp + n) und (-q, cq, cp + �  n) Lö­
sungen sind. 
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Beispiel: Es seien n = 1 1  Punkte (xk, Yk) ge-
mäß 

xk 1 -� 3 4 5 6 4 2 0 -1 -2 -1 

Yk -2 0 1 4 5 4 4 2 -1 -3 
gegeben. Mit den in Schritt 0 angegebenen 
Startwerten tI0l (k = 1 , „„n) und cp<0l = 4 wurden 
für verschiedene Werte von c folgende Resultate 
erzielt: 

c a b q p q> it s 
.5 1 .8312 1 . 1628 -2.5795 -5.1590 -.8101 66 1 .48698 

1 .01 1 .6959 1 .1457 -3.6919 -3.6554 .5560 �200 7.80288 
1 .8782 1 .8286 1 .1670 -5.0084 -2.6666 .7558 35 1 .43124 
2. 1 .8312 1 . 1628 -5.1591 -2.5795 .7607 53 1 .48696 
5. 1 .7742 1 .1 872 -10.134 -2.0268 .7798 �200 5.6206 

In dieser Tabelle bedeutet it d ie Anzahl der Ite­
rationen, die für 4 Stellen Genauigkeit nach dem 
Punkt benötigt wurden, und für c = 1 .8782 war S 
an kleinsten. In Abb. 1 sind die gegebenen 
Punkte und d ie resultierenden Ell ipsen für 
c = 1 .8782 und c = 5 eingezeichnet. 

Mit den gleichen Startwerten für tI0l aber alter­
nativ mit cp<0l = 0 und cp<0l = .8 wurden die glei­
chen Ergebnisse (natürlich andere Werte für it) 
erhalten, bis auf eine Ausnahme: für cp<0l = .8 
und c = .5 wurde ein Nebenminimum mit 
S = 20.909 erhalten. Die Ergebnisse für c = 1 .01 
deuten an, daß das Problem für c ---+ 1 schlecht 
konditioniert ist. 

X 

Abb. 1: Gegebenen Punkte und die resultierenden El­
lipsen für c = 1 .8782 und c = 5. 
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SLR - Determination of Reflection Time 

Josef Kabelac, Prag 

Summary 
A new method for the determination of the reflection time of Laser rays from the satellite is submitted. The 

measured range between observation site and satellite thus will be changed by an estimated maximum of 0.5 mm. 
The value introduced into adjustments of Satellite Laser Ranging (SLR) should not be the distance but directly the 
propagation time of light. 

Zusammenfassung 
Es wird eine neue Methode der Bestimmung der Reflexionszeit von Laserstrahlen von einem Satelliten gegeben. 

Dadurch wird die gemessene Distanz zwischen Beobachtungsstation und Satellit um ein geschätztes Maximum 
von 0.5 mm geändert. In die Ausgleichung von Satelliten-Distanzmessungen (SLR) sollte nicht die gemessene 
Entfernung, sondern direkt die Laufzeit des Lichtes eingeführt werden. 

1 .  lntroduction 

In the orbital (semidynamic) method of satel­
lite geodesy the distance between the observa-
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tion site and a satellite is measured. This is cal­
led «Satellite Laser Ranging (SLR)». For determi­
ning the range the relation is used 

S = 0 .5 C (Tstop - Tstart) + ds, (1 ) 
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