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Eine neue Methode zur Interpolation und Filterung von 
Daten mit schiefer Fehlerverteilung 

Karl Kraus, Wien 

Zusammenfassung: 

Daten von flugzeuggetragenen Laser-Scannern bieten die Chance, in bewaldeten Gebieten zu einem sehr ge­
nauen Geländemodell zu kommen. Allerdings müssen diese Daten im Rahmen der Interpolation speziell gefiltert 
werden, weil nur ein Teil der Lasermessungen das Gelände erreicht. In diesem Aufsatz wird eine Methode vorge­
schlagen, die den „unten" liegenden Punkten einen größeren Einfluß auf die interpolierte Fläche einräumt als die 
„oben" liegenden Punkte. Die Leistungsfähigkeit der neuen Methode wird anhand eines Beispieles demonstriert. 

Abstract 

Data recorded by air-borne scanners provide the chance of precise digital terrain modeling in forested areas. For 
this, surface interpolation with specific filtering is needed, for a considerable part of the laser rays is reflected before 
reaching the terrain surface. In this study a method of filtering is proposed to increase the influence of the „lower" 
points as compared to that of the „higher" ones. The effectiveness of the method is demonstrated by an example. 

1 .  Einleitung 

Die von einem Meßprozeß stammenden Daten 
sind in der Regel mit einem Rauschen überla­
gert, das bei der anschließenden Interpolation 
weitgehend zu eliminieren ist. Bei einer solchen 
Interpolation mit Filterung wird meistens unter­
stellt, daß die zu eliminierenden Meßfehler v nor­
malverteilt sind und den Erwartungswert E(v) = 0 
besitzen. 
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Es gibt aber auch Meßprozesse, die mit einer 
deutlich anderen Verteilung der zu eliminieren­
den Meßfehler behaftet sind. Die Daten eines im 
Flugzeug eingebauten Laserscanners, der die 
Entfernungen von einer mit GPS (Global Positio­
ning System) festgelegten und mit INS (lnertial 
Navigation System) orientierten Plattform zu vie­
len Punkten mißt [2,3], weisen - in Bezug zur Ge­
ländeoberfläche - nur kleine negative Fehler 
(= unterhalb der Geländeoberfläche liegend), 
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aber verhältnismäßig große positive Fehler (= Re­
flexion des Laserstrahles an Bäumen, Gebäu­
den, etc.) auf. Diese positiven Fehler treten auch 
dann auf, wenn das Lasermeßsystem im Modus 
„Entfernungsmessung mittels des letzten Impul­
ses" arbeitet. 

Ein ähnliches Fehlerverhalten hat auch die 
Echolotmessung, mit der von Meßschiffen aus 
der Untergrund eines Sees oder eines Flusses 
bestimmt wird. In diesem Fall kann es zu vorzei­
tigen Reflexionen infolge von Schwebstoffen 
kommen. Auch bei kleinräumigen 3D-Koordina­
tenmeßsystemen, die mit einem mechanischen 
Fühler Oberflächen abtasten, tritt ein ähnliches 
Fehlerverhalten auf. 

Aus den Daten der erwähnten Meßsysteme 
sind entweder Profile oder Oberflächen abzulei­
ten. Die erwähnten Meßsysteme l iefern zu jeder 
Lageposition immer nur einen Höhenwert. Wir 
können deshalb von einem 2.5-dimensionalen 
lnterpolationsproblem sprechen und brauchen 
keine 3D-Algorithmen verwenden [1 ,6]. 

2. Der neue Algorithmus 

Die Meßpunkte - im Sinne einer Interpolation 
die Stützstellen - seien zweidimensional in einer 
XV-Ebene oder eindimensional entlang einer X­
Geraden angeordnet. Der erste Schritt des 
neuen Algorithmus besteht in der h inlänglich be­
kannten Interpolation und Filterung nach klein­
sten Quadraten,  auch lineare Prädiktion genannt 
[5]. Sie wird im folgenden zunächst für gleich ge­
naue Daten und mit symmetrisch verteilten Da­
tenfehlern in Erinner1.mg gebracht. 

2. 1 Prädiktion mit symmetrisch verteilten Daten­
fehlern 

Dabei ergibt sich der interpolierte Wert z an 
der beliebig gewählten lnterpolationsstelle P aus 
den n Stützpunkten P; wie folgt [5]: 

Vzz C(P1 P2) 
Vzz 

symm. 

zi zentrierte Stützwerte, die aus den ursprüngli­
chen Stützwerten Zi durch die Abspaltung ei­
nes Trends, z.B. mittels eines Polynomes 
sehr niedrigen Grades, entstehen. 

C(P;PiJ „. Kovarianzen zwischen den n Stützwerten z;. 

26 

Die erwähnten Kovarianzen können aus den 
Daten selbst gewonnen werden oder es kann 
a-priori-Wissen (zum Beispiel ein vorweg ge­
schätzter mittlerer Fehler crz der Stützwerte) 
eingebracht werden [5]. Da man bei den La­
ser-Scanner-Daten aus Flugzeugen, für die 
wir im folgenden den Algorithmus erläutern 
wollen, den Anteil der sogenannten Vegeta­
tionspunkte (d.h .  mit großen positiven Fehlern) 
und den Anteil der sogenannten Bodenpunkte 
(d.h .  mit kleinen positiven und kleinen negati­
ven Fehlern) a priori nicht kennt, kommt nur 
eine Schätzung der Parameter der Kovarianz­
funktion 

C(P;P!<) = C(O) · e-(P;�k)2 
(2) 

aus den Daten selbst in Frage. Solche Schätzun­
gen sind in der Veröffentlichung [5] ausführlich 
beschrieben. Sie l iefert aus den empirischen Ko­
varianzen Ci für einige Entfernungsklassen di die 
beiden Parameter C(O) und c der Kovarianzfunk­
tion (siehe Abb. 1 ) .  

Damit l iefert diese Analyse auch eine Schät­
zung für den mittleren Fehler O"z der Stützwerte 
Z; :  

cr� = Vzz - C(O) (3) 

Die Filterbeträge v in den Stützpunkten erge­
ben sich aus der folgenden Beziehung [5]: 

V = cr� C-1 Z (4) 

Diese Verbesserungen sind weitgehend sym­
metrisch verteilt mit dem Erwartungswert E(v) = 0. 
Aus den Verbesserungen v kann a posteriori eine 
Standardabweichung O"z-a-posteriori berechnet wer­
den , die der Standardabweichung O"z-a-priori (3) 
etwa entsprechen soll. Bevor die Erweiterung 
der l inearen Prädiktion auf Daten mit schief ver­
teilten Fehlern besprochen wird, ist ein Kapitel 
einzuschieben, das die l ineare Prädiktion mit der 
robusten Schätzung verbindet. 

C(P1 Pn) -1 Z1 
C(P2Pn) Z2 

Zn 

(1 ) 

C(PP;) . . .  Kovarianzen zwischen dem Interpolations­
wert z an der Stell� P und den n Stützwerten 
z; an den Stellen P;. 

Vzz . „  aus den zentrierten Stützwerten z1 berech-
nete Varianz. 
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V„ 
C(O) 

dl  d, di  
Abb. 1: Varianz V zz der zentrierten Stützwerte und Kova­
rianzen Ci für einige Entfernungsklassen d1 sowie die 
daraus gefundene Kovarianzfunktion 

2.2 Prädiktion und robuste Schätzung 

Die robuste Schätzung ist in der Ausglei­
chungsrechnung weit verbreitet. Mit ihr werden 
grobe Datenfehler, d .h .  die Ausreißer, im Rah­
men des Ausgleichungsprozesses weitgehend 
unschädlich gemacht. Die Lösung erfolgt itera­
tiv. Man beginnt mit einer Ausgleichung nach 
der Methode der kleinsten Quadrate, wobei wir 
von gleich genauen Beobachtungen ausgehen. 
Anschließend bekommt für eine zweite Ausglei­
chung .jede Beobachtung ein Gewicht P;, das 
im wesentlichen umgekehrt proportional zum 
Absolutbetrag der Verbesserung vi aus der er­
sten Ausgleichung angesetzt wird. Als Ge­
wichtsfunktion hat sich die folgende Beziehung 
bewährt [4]: 

1 p - a,b > O (5) i - 1 + (alvd)b 

Dabei sind die Parameter a und b so zu wäh­
len, daß die Beobacbtungen mit großen Verbes­
serungsbeträgen nahezu das ßewicht Null be­
kommen, sodaß die Ausreißer riatiezu nichts 
mehr zum Ausgleichungsergebnis beitragen. Be­
obachtungsfehler, die an der Grenze zwischen 
einem groben und einem zulässigen Fehler lie­
gen, sollen wenigstens nur mehr mit einem ge­
ringen Gewicht am Ausgleichungsergebnis be­
teiligt sein .  Die robuste Schätzung ist mehrmals 
zu wiederholen; von Iteration zu Iteration werden 
die beiden Parameter a und b den Verbesserun­
gen angepaßt. 

Die Idee der robusten Schätzung kann auch 
auf die l ineare Prädiktion übertragen werden. 
Nach der ersten l inearen PrädilUion, wie sie im 
Abschnitt 2.1 beschrieben wurde, bekommt 
man ebenfalls Verbesserungen vi (4). Mittels die­
sen Verbesserungen führt Gleichung (5) zu Ge­
wichten Pi für jeden Stützwert zi. Damit liegen 
die Voraussetzungen vor, die Stützwerte zi in Ab­
hängigkeit ihres vermutlichen (groben) Fehlers 
mehr oder weniger schwach am lnterpolations­
ergebnis zu beteil igen. 
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Die Gewichte Pi sind auch bei der Ermittlung 
der Varianz der zentrierten Stützwerte wie folgt 
zu berücksichtigen 

V = L:ziZiPi zzp=1 n _ LI 
(6) 

Im Nenner wurde (n-u) gewählt, da die zen­
trierten Stützwerte zi durch eine Trendabspal­
tung mit u Unbekannten entstanden sind. Die 
Varianz Vzzp=1 bezieht sich auf die zentrierten 
Stützwerte mit dem Gewicht gleich Eins, das 
sind die Stützwerte mit der höchsten Genauig­
keit. Für diese Stützpunkte mit der höchsten Ge­
nauigkeit bzw. mit dem Gewicht p = 1 ist in der 
Regel auch von vornherein eine Schätzung für 
die Standardabweichung CTz-a-priori bekannt. Man 
wird deshalb den Scheitelwert C(O) der Kova­
rianzfunktion - in Anlehnung an die Gleichung 
(3) - wie folgt bestimmen: ' 

C(O) = Vzzp=1 - CJ�-a-priori (7) 
Damit kann für jeden Stützwert zi mit seinem 

Gewicht Pi eine individuelle Varianz Vzzpi angege­
ben 'werden: 

V = 
Vzzp=1 - C(O) 

+ C(O) = CJ�-a-pnon + C(O) (8) zzp, Pi Pi 
Für einen Stützwert mit dem Gewicht Pi = 1 lie­

fert diese Gleichung die gewünschte Varianz 
Vzzp=1 = C(O) + cr�-a-priorh für einen Stützwert mit 
dem Gewicht Pi = 0.5 eine Varianz von Vzzp=o.s = 
C(O) + 2 cr�-a-priori etc. 

Damit ist die l ineare Prädiktion mit der robu­
sten Schätzung in Beziehung gebracht: Auf der 
Hauptdiagonalen der Varianz-Kovarianzmatrix 
der Gleichung (1 ) tritt an die Stelle einer konstan­
ten Varianz Vzz für jeden Stützpunkt eine indivi­
duelle Varianz Vzzpi in Abhängigkeit von seinem 
Gewicht Pi· Dadurch erhalten die Stützpunkte 
mit geringen Gewichten große Fi lterbeträge vi. 
Diese Filterbeträge werden nicht mehr mittels 
Gleichung (4) sondern mittels der folgenden Glei­
chung ermittelt (in Anlehnung an die Gleichung 
(3-72) in [5]): 
V =  CJ�-a-priori (1/p1 , 1 /p2 . . .  1 /pn)T C-1z (9) 

2.3 Prädiktion und robuste Schätzung mit schief 
verteilten Datenfehlern 

Bei der Prädiktion und robusten Schätzung mit 
schief verteilten Datenfehlern ist keine symmetri­
sche Gewichtsfunktion (5) sondern eine nicht­
symmetrische Gewichtsfunktion, zum Beispiel 
die exzentrische Funktion 

1 Pi = -----.,-1 + (alvi - gi)b (1 0) 
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zu verwenden. Der Verschiebungsparameter g 
sorgt dafür, daß - um wieder mit dem Laser­
scanner-Daten von Waldgebieten zu reden -
die Bodenpunkte mit ihren negativen Verbesse­
rungen nach der ersten Prädiktion (Abschnitt 
2 . 1 )  große Gewichte Pi und die Vegetations­
punkte mit ihren positiven Verbesserungen nach 
der ersten Prädiktion kleine Gewichte Pi erhalten. 
Dadurch tragen die Vegetationspunkte nur mehr 
sehr wenig - idealerweise gar nichts mehr -
zum Endergebnis bei. 

Wie kommt man zu dem wichtigen Verschie­
bungsparameter g? Man bildet ein H istogramm 
der Filterbeträge (4) nach der ersten Prädiktion 
(Abb.  2). Dieses H istogramm weist für bewaldete 
Gebiete eine unsymmetrische Verteilung auf. Im 
negativen Ast gibt es eine Position g ,  die sich 
dadurch auszeichnet, daß die rechenbare Stan­
dardabweichung cr2 bezogen auf den in g ver­
schobenen Nullpunkt der gewünschten Standar­
dabweichung CTz-a-priori entspricht. Eine Prädik­
tion mit den Gewichten (1 0) und den individuel­
len Varianzen Vzzpi (8) auf der Hauptdiagonalen 
der Matrix C der Gleichung (1 ) führt daher zu 
der angestrebten Filterung mit großen Filterbe­
trägen bei den Vegetationspunkten und kleinen 
Filterbeträgen bei den Bodenpunkten. Ein neues 
H istogramm mit diesen Filterbeträgen, die mit­
tels Gleichung (9) ermittelt werden, müßte einen 
Nullpunkt ergeben, der im negativen Ast des Hi­
stogrammes die gewünschte Standardabwei­
chung CTz-a-priori ergibt. Ist das (noch) nicht der 
Fall ,  ist erneut eine Verschiebung g zu bestim­
men. Das Verfahren konvergiert sehr rasch, d .h .  
der g-Wert erreicht nach wenig Iterationen den 
Wert Nul l .  

Häufigkeit 

6 

4 

2 

3. Zahlenbeispiel 

Um die neue Methode zur Interpolation und 
Filterung von schief verteilten Datenfehlern zu 
veranschaulichen und ihre Wirkungsweise aufzu­
zeigen, wird ein kleines simuliertes Beispiel bear­
beitet. Es gibt 71 in einem Profil angeordnete 
Punkte (Abb. 3). Diese spezielle Profilanordnung 
wird nicht genutzt; die Berechnung wird mit einer 
zweidimensionalen Anordnung der Stützstellen 
durchgeführt. 

Der Trend wurde mit einer schrägen Geraden 
abgespaltet. Die Varianz V22 der zentrierten Stütz­
werte beträgt: V22 = 6 072/(71 -2) = 88.0. Die Ko­
varianzen Ci für die Entfernungsklasse d1 [0-4.8] 
= 2.4 und für die Entfernungsklasse dd4.8-9.6] = 

7.2 betragen 64.8 und 53.9. Eine Gerade durch 
diese beiden Punkte und der Verschnitt mit der 
Ordinatenachse liefert den Scheitelwert C(O) = 

70.2, d .h .  diese Daten haben - falls man ihre spe­
zielle Eigenschaft der Schiefe der Datenfehler 
nicht beachtet, eine Genauigkeit von etwa (laut 
Gleichung (3)) CTz = .)88.0-70.2 = ± 4.2.  M it den 
Kovarianzen Ci für die vier Entfernungsklassen di 
= 1 2.0 ,  1 6.8, 21 .6 ,  26.4 wurde der c-Wert berech­
net und gemittelt. Es ergab sich ein c-Wert von 
1 8.3. Die l ineare Prädiktion mit dem Scheitelwert 
C(O) = 70.2 und dem c-Wert = 1 8.3 l iefert den in 
Abb. 4 angegebenen Kurvenverlauf und die in 
der Abb. 2 in Form eines H istogrammes wieder­
gegebenen Fi lterbeträge. Obwohl bei dieser Prä­
diktion symmetrisch verteilte Datenfehler ange­
nommen wurden, sind die Filterbeträge unsym­
metrisch verteilt. Die Standardabweichung be­
trägt ± 3.8, das ist ein Wert, der nicht weit vom 
„vorgesehenen" Wert ± 4.2 entfernt ist. 

V; 
.____.__._,....._._.......,_ .......... .....,....._._.,.....__._._.__ "'-+-'__._...,...............,...._ ..................... ...,.....__._,....._........,_._....,...._._.,.._ _,.�-.--'-..,.....���p 

-5.0 -4.0 -3.0 -2.0 - 1 .0 0.0 1 .0 2.0 3 .0 4.0 5 .0 6.0 7 .0 8.0 9.0 1 0.0 1 1 .0 
Abb. 2: Histogramm der schief verteilten Filterbeträge mit der Extentrizität g und der gewünschten Standardabwei­
chung CTz-a-priori 
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Abb. 3: Stützpunkte und Trend 
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Abb. 4: Lineare Prädiktion mit der Annahme symmetrisch verteilter Datenfehler 
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Abb. 5: Gewichte aus der exzentrischen Gewichtsfunktion (10) 
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Abb. 6: Lineare Prädiktion unter Berücksichtigung der schief verteilten Datenfehler (zum Vergleich ist auch die Kurve 
der Abb. 4 dünn eingetragen) 
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Die Standardabweichung ± 3.8 ist aber viel zu 
groß, denn wir erwarten für die Bodenpunkte 
eine Genauigkeit von O"z-a-priori = ± 1 .0. Es ist da­
her mit einer l inearen Prädiktion mit einer nicht­
symmetrischen Gewichtsfunktion fortzusetzen. 
Zuerst ist ein neuer Nullpunkt g im H istogramm 
der Abb. 2 zu suchen, der die gewünschte Stan­
dardabweichung ± 1 .0 auf dem negativen Ast 
ergibt. Die Verschiebung g beträgt in unserem 
extremen Zahlenbeispiel -3.42 . Damit können 
die Gewichte (1 0) ermittelt werden (Abb. 5), wo­
bei als Halbwertsweite 3.0 und eine Steigung 
der Funktion (1 0) in diesem Punkt von -0.25 ge­
wählt wurde (siehe dazu auch [9]). 

Die Varianz (6) für die Gewichtseinheit ergibt 
den Wert 42.38. Damit folgt laut Gleichung (7) 
der Scheitelwert für die Kovarianzfunktion C{O) = 

41 .38. Der c-Wert wurde wieder aus den Entfer­
nungsklassen di = 1 2.0, 1 6.8, 21 .6, 26.4 ermit­
telt; es ergab sich c = 1 7.5. Das Ergebnis der l i­
nearen Prädiktion unter Berücksichtigung der 
schief verteilten Datenfehler enthält die Abb. 6; 
zum Vergleich ist auch das Ergebnis mit symme­
trisch angenommenen Datenfehlern wiedergege­
ben. Das Ergebnis entspricht unseren Vorstellun­
gen: Die interpolierte Kurve verläuft vermittelnd 
durch die Bodenpunkte; die Vegetationspunkte 
werden mehr oder weniger ignoriert. 

Die Standardabweichung für ein Gewicht von 
Eins ergibt sich aus den Filterbeträgen zu ± 1 . 1 .  
Dieser a-posteriori-Wert deutet an, daß das ge­
suchte Ergebnis bereits gefunden ist. Auch die 
oben beschriebene Analyse des Histogrammes 
mit den neuen Filterbeträgen ergibt nur die kleine 
Nul lpunktverschiebung g = 0.1 7, sodaß keine 
weitere Iteration mehr erfolgen muß. 

4. Ausblick und Schlußbetrachtung 

Das synthetische Zahlenbeispiel des vorheri­
gen Abschnittes zeigt überzeugend die Lei­
stungsfähigkeit der neuen Methode. In nächster 
Zeit sind umfangreiche Experimente mit Laser­
scanner-Daten durchzuführen. Solche Daten 
stehen vom Wiener Wald zur Verfügung [7]. 
Diese Experimente mit realen Daten werden 
auch für die im Zahlenbeispiel des Abschnittes 
3. teilweise wil lkürlich gesetzten Parameter zu­
verlässige Schätzungen l iefern. M it diesen Expe­
rimenten kann auch das Verhalten der Methode 
an Waldrändern, an denen Daten mit unter­
schiedlichen Fehlercharakteristiken zusammen­
stoßen, studiert werden. Die neue Methode wird 
in das Geländemodell-Programmpaket SCQP in­
tegriert werden, zumal Laser-Scanner-Aufnah-
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men über bewaldeten Gebieten in Zukunft eine 
große Bedeutung erlangen werden. Im SCOP­
Programm wird auch der Zusammenschluß der 
Teilgebiete (etwa 1 00 Stützpunkte), die jeweils 
getrennt nach der vorgestellten Methode bear­
beitet werden, verwirklicht. 

Eine unsymmetrische Gewichtsfunktion, die 
der wichtigste Gedanke der neuen Methode ist, 
kann selbstverständlich nicht nur bei der l inearen 
Prädiktion sondern auch bei vielen anderen Me­
thoden zur Oberflächenapproximation verwen­
det werden, zum Beispiel auch bei den bikubi­
schen Splines, die bisher bevorzugt zur Auswer­
tung von Laser-Scanner-Daten benutzt werden 
[2]. Auch eine Gegenüberstellung der hier vorge­
stellten Methode mit der Methode, die Linden­
berger [8] angegeben hat, ist von Interesse. 
Seine Methode hat er nur für Profildaten angege­
ben. Sie kann mit den Stichworten „morphologi­
scher Operator", „autoregressiver, integrierter 
Prozeß" und „robuste Zeitreihenanalyse" cha­
rakterisiert werden. 
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