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Herbert Lichtenegger, Graz

Zusammenfassung

Eine direkte Losung des rdumlichen Bogenschnitts

Es wird eine direkte L&sung des raumlichen Bogenschnitts angegeben. Diese basiert auf Vektoralgebra und ist im
Vergleich zu den bisher bekannten L&sungen verbliiffend einfach.

Abstract

A direct solution of the three-dimensional intersection by ranges is presented. The method is based on vector
algebra and is amazingly simple in comparison with known solutions.

1. Einleitung

Das Interesse der Fachwelt an direkten, nicht
iterativen Losungen flr die dreidimensionalen
Einschneideverfahren scheint ungebrochen, wie
[2] zum rdumlichen Rickwértsschnitt, [5] zum
rdumlichen Bogenschnitt und [3] zum rédumlichen
Pseudostreckenschnitt beweisen. Dies ist auch
die Motivation, eine neue direkte Losung flir den
rdumlichen Bogenschnitt vorzustellen, die im
Vergleich zu den bisher bekannten Ldsungen
verbliffend einfach ist. Dabei bezieht sich die
Einfachheit sowohl auf das geometrische Modell
als auch auf die numerische L&sung, die durch
Anwendung eines von Kleusberg (1994) angege-
benen Verfahrens gewonnen wird.

2. Problemstellung und Lésung

Es seien geméaB Abbildung 1 die Raumstrek-
ken sq, S1, S» zwischen den drei bekannten Punk-
ten Py, P1, P> und einem Neupunkt N gemessen.
Wird angenommen, daB der Einheitsvektor e be-
kannt ist, dann lautet die einfache L&sung fiir die
rdumlichen Koordinaten X des Neupunktes

X =Xg + So e, (1)

wobei mit X, die vorgegebenen Koordinaten des
Punktes Py bezeichnet sind.

Zur Bestimmung von e werden vorerst die Ein-
heitsvektoren

X;— Xo _ Xi— Xo
[1%; = Xo| b;

berechnet. Nach Anwendung des Kosinussatzes
in den Dreiecken (P, Pg, N) folgt weiters

S?: 3(2) + b,z— 2 So b,’ (b, . e)y (3)

i =

;o i=12 (2
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wobei der Kosinus des Winkels zwischen den
Einheitsvektoren b; und e durch deren skalares
Vektorprodukt ersetzt wurde. Nach Einfuhrung
der (berechenbaren) HilfsgroBen
= So=ST+ b

! 230 bi

vereinfacht sich (3) zu

bi re= Ii: (5)
wobei wiederum i = 1, 2 zu setzen ist. (5) stellt
daher ein System von zwei linearen Gleichungen
fur die drei unbekannten Komponenten von e =
(e1, e, es)’ dar. Die zur Loésung notwendige
dritte Gleichung ist durch die Bedingung

e-e=e’=1 6)

gegeben.

)

P

P

Abbildung 1: Zur Geometrie des rdumlichen Bogen-
schnitts
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Das System (5) entspricht auch den Bestim-
mungsgleichungen des sphérischen Bogen-
schnitts in der geod&tischen Astronomie, vgl.
[4]. Dem Vektor e entspricht dort die unbekannte
Zenitrichtung, den Vektoren b; entsprechen die
Richtungsvektoren zu zwei bekannten Sternen
und die HilfsgréBen /; sind identisch mit dem Ko-
sinus der beobachteten Zenitdistanzen. Von
Lichtenegger (1982) wird auch eine Ldsung an-
gegeben, welche die sukzessive Berechnung
der drei unbekannten Komponenten von e unter
Beachtung der Bedingung (6) erlaubt. Hierzu

wird vorerst das lineare Gleichungssystem (5)

durch die evidente Beziehung a - e = e3 mit a =
(0,0,1)7 ergénzt, so daB das System in Matri-
zenschreibweise durch

Ae=1| @

dargestellt werden kann. Die Matrix A enthalt in
den beiden ersten Zeilen die beiden Vektoren b;
und in der dritten Zeile den Vektor a. Der Vektor
I ist durch | = (4, l», e3)" definiert. Wird die L&-
sung von (7) in die Bedingung (6) eingesetzt, er-
gibt sich wegen

e-e=(AT) (AT =IATAT)I=IMI=1 (g

zunéchst eine quadratische Gleichung fir die
Komponente ej. Diese kann geldst werden, da
die Elemente der Matrix M berechenbar sind.
AnschlieBend werden die restlichen beiden
Komponenten von e aus der zu (7) inversen Be-
ziehung gewonnen. Bezliglich weiterer Einzelhei-
ten wird auf die angegebene Literatur verwiesen.

In [3] wird gezeigt, daB auch die Lésung des
Pseudostreckenschnitts auf ein zu (5) analoges
System zuriickgefiihrt werden kann. Weiters
wird eine Formel zur expliziten Berechnung von
e angegeben. Die Ableitung dieser Beziehung
wurde in einer personlichen Mitteilung freundli-
cherweise zur Verfligung gestellt und soll nach-
stehend leicht modifiziert wiedergegeben wer-
den.

Zur Lésung vor (5) wird von der Identitét
e x (b1 xby) = (e - by)bs — (e - bi)b, ©)

ausgegangen, die aus der Zerlegungsformel fiir
das doppelte Vektorprodukt folgt, vgl. etwa [1].
Hierflr kann auch

exg=h (10)
geschrieben werden, wobei die beiden Vektoren
g =byxb (11)
h = (e - byby - (e - by)by = by - /1b, (12)

bekannt sind. Unter Beachtung der Definition fir
das vektorielle und skalare Produkt kann (10)
auch in der Form
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(exgf =e’g’-(g- e’ = h? (13)

ausgedrlickt werden. Wegen der Bedingung (6)
folgt daraus aber auch die Beziehung

g-e=+vg®:-h? (14)

Wird (10) von links vektoriell mit g multipliziert
und anschlieBend auf die linke Seite wiederum
die Zerlegungsformel fur das doppelte Vektor-
produkt angewendet, dann folgt

(@-g9e-(g-ejg=gxh. (15)

Fir das skalare Produkt im zweiten Term der
linken Seite von (15) kann in (14) eingesetzt wer-
den und es ergibt sich schlieBlich die explizite
Beziehung

e(1v2)=glzl:gxh + (92-h2)9} (16)

fir die beiden méglichen Lésungsvektoren.

Die Diskussion von (16) erlaubt einen geome-
trischen Einblick in Art, Genauigkeit und Stabili-
tat der Losung:

— Der Vektor g steht normal auf die Ebene durch
die drei gegebenen Punkte (Basisebene), wéh-
rend der Vektor h in der Basisebene liegt.

— Der Vektor g x h liegt wiederum in der Basis-
ebene und die beiden Lésungen e'? sind da-
her symmetrisch bezliglich der Basisebene.

— Es gibt nur eine Lésung, wenn der Wurzelaus-
druck in (16) verschwindet. Der Wurzelaus-
druck ist auch ein MaB fir die Genauigkeit
der Losung, da bei kleinen Werten schleifende
Schnitte auftreten.

— Die L6sung versagt, wenn die beiden Vektoren
b; kollinear sind und damit g zu Null wird.

3. Numerisches Beispiel

Fir das numerische Beispiel wurden die Aus-
gangsdaten von [5] entnommen. Es sind dies
die nachfolgend in Metern angebenen Koordina-
ten der Punkte des Basisdreiecks und die ge-
messenen Entfernungen zum Neupunkt.

Punkt Koordinaten Entfemung
P, | 888806.888 696452.798 990 808.120 | 16 188.809
Py | 880220.736 701216.040 996997.005 | 11562.454
P, | 892694551 716 297.039 985590.542 | 12 747.290

Aus den gegebenen Daten lassen sich vorerst
gemaB den (2) und (4) die Langen b, die Ein-
heitsvektoren b; und die dimensionslosen Hilfs-
gréBen I; ableiten.

b= 11606.583 m
by, =20 883.748 m
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b1 = (-0.7397 6568,+0.4103 9140,+0.53322195)"
b, = (+0.18615734,+0.9502 2411,-0.2498 3915)”

Iy =0.70011843
I, =0.79228333

Mit Hilfe von (11) und (12) werden dann die
beiden Vektoren

g = (-0.6092 1219,-0.0855 5925,~0.7793 4056)
h = (-0.71643620,~0.3401 2315,+0.5973 7986)"

und aus (16) die beiden L&ésungen fir den Ein-
heitsvektor e

eM=(-0.32200926,+0.9353 5388,+0.1463 6653)"
e®=(-0.3194 4541,+0.9357 1395,+0.1496 4635)"

erhalten, wobei das Ergebnis mit Hilfe der Bezie-
hungen (5) und (10) durchgreifend kontrolliert
werden kann. Uber (1) folgen schlieBlich die bei-
den L&sungen fur den Neupunkt

Lésung Koordinaten

N | 883593942 711595063 993 177.620
N@ | 883635447 711600892 993 230.716

mit deren Hilfe die SchluBkontrolle durch Ver-
gleich der gemessenen Entfernungen mit den
aus Koordinaten gerechneten durchgefihrt wer-
den kann.

Es fallt auf, daB die beiden L&sungen benach-
bart sind. Der Grund liegt darin, daB der Wurzel-
ausdruck in (16) nur etwa 2 - 1078 und damit der
Winkel zwischen den L&sungsvektoren und der
Basisebene nur etwa 0.1° betragt. Dieser Fall
wird in der Praxis eher selten auftreten, er zeigt
aber die Stabilitdt des Losungsalgorithmus. Be-
merkt werden muB3 noch, daB wegen der ungiin-
stigen Geometrie eine Rechenunscharfe von 1078
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eine Anderung in den Koordinaten in der Gré-
Benordnung von 0.05 m verursacht. Dies ist der
Grund, warum das vorliegende Ergebnis gering-
flgig vom Ergebnis in [5] abweicht.
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