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Zusammenfassung

Die GauB-Kriiger Abbildung einfach dargestelit

Ausgehend von der Mercatorprojection der Kugel wird nochmals die GauB-Krtiger Projektion anschaulich dar-
gestellt. Das Ziel ist die Ableitung der wenig bekannten, geschlossenen Naherungsformeln von Hirvonen.

Abstract

Starting from the Mercator-Projection of the sphere again the Transverse Mercator Projection of the ellipsoid is
presented in an elementary way. The purpose is the deduction of hardly known approximative formulas originally

given by Hirvonen.

1. Motivation

Die Arbeit von Herrn Prof. Dr. Hofmann-Wel-
lenhof ,Die konforme Abbildung oder: MuB Kom-
plexes komplex sein?” in Heft 1+2/95, S. 55 die-
ser Zeitschrift, sowie wiederholte Anfragen aus
Anwenderkreisen sind der AnlaB fir die folgen-
den Zeilen. Es wird darin versucht, das Wesen
der GauB-Krlger Abbildung anschaulich darzu-
stellen und die sehr schbénen geschlossenen
Formeln von Hirvonen in Erinnerung zu rufen.
Die Bezeichnungen folgen jenen von Herrn Hof-
mann-Wellenhof. Hinweise auf seine Arbeit wer-
den mit H.-W. abgekiirzt.

2. Die Mercator-Abbildung

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die alt-
bekannte Mercator-Abbildung der Kugel. Dies
ist eine Abbildung auf einen Zylinder, der die Ku-
gel entlang des Aquators beriihrt. Bei allen sol-
chen Zylinderabbildungen werden die Meridiane
als dquidistante parallel Gerade und die Parallel-
kreise als parallele Gerade normal zu den Meri-
dianen dargestellt. Mercator hat nun die Ab-
stande der Meridianbilder in Richtung der Pole
zunehmend so vergréBert, daB die seinerzeit be-
nitzte Schiffahrtslinie, die Loxodrome (= Kurve
konstanten Azimutes) in der Abbildung als Ge-
rade erscheint. Damit wurde die Abbildung win-
keltreu oder konform. Mathematisch wird dies
durch Transformation der geographischen Breite
¢ in die isometrische Breite g erreicht. Die ent-
sprechende Formel folgt sofort aus den Bezie-
hungen (27 bzw. 30) H.-W. flr die Exzentrizitat
e = 0 (Kugel) zu:
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g =In tan (% + ?(P) (1]

Die Abbildungsgleichungen der Mercator-Pro-
jektion sind sehr einfach. Mit R = Kugelradius,
( = Langendifferenz zum Hauptmeridian gilt:

x=R~q=R-Intan(%+?q)),y=f?-l/. [2]

Da auf der Kugel kein GroBkreis vor einem an-
deren ausgezeichnet ist, kann als BerUhrkreis
des Zylinders jeder GroBkreis gewahlt werden,
insbesondere ein Meridian. In diesem Fall liegt
die Zylinderachse in der Aquatorebene. In der
deutschsprachigen Kartographie heit diese Ab-
bildung ,Lamberts konforme transversale Zylin-
derprojektion”, international aber ist sie in der
Anwendung auf das Ellipsoid folgerichtig unter
dem Namen ,Transverse Mercator Projection”
bekannt.

Die Abbildungsgleichungen der transversalen
Mercator-Projektion der Kugel kénnen direkt
aus den fur konforme Abbildungen maBgebli-
chen Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen durch den Ansatz (siehe Formel 7, H.-

W.)
X + iy = 2(arctan ¢7*= n/4), i = /-1, ¢ = Basis

des nat. Logarithmus
hergeleitet werden.

Einfacher erhédlt man sie auf einem ganz ele-
mentaren Weg. Denn die Abbildungsgleichungen
fur die transversale Zylinderprojektion der Kugel
kénnen im Prinzip sofort angeschrieben werden.
Wahlt man einen der im Aquator gelegenen
DurchstoBpunkte der Zylinderachse als neuen
Pol und bezeichnet die neue ,Pseudobreite”
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bzw. ,Pseudolédnge” mit  bzw. 9 (siehe Abbil-

dung 1), dann sind die Abbildungsgleichungen

nach Vertauschung der x- und y-Achse formal

den Formeln (2) vollig gleich:
—R-9y=R-In|E.¥

x=R-9,y=R In(4+2). [3)
Nun ist aber die Darstellung in geographischen

Koordinaten ¢, ¢ erwlnscht. Das wird leicht

durch Auflésung des rechtseitigen Dreiecks NP-
P-Q in Abbildung 1 erreicht. Es ist:

cos iy cos 9 = cos ¢ cos ¢

(4)

cos Y sin 9 =sin ¢

sin 1y = cos ¢ sin (.

Abbildung 1

Mit Hilfe der allgemeinen goniometrischen Be-
ziehungen:

1-cos o = 2sin” % 1+4c0s « = 2cos® %‘ (5]
gelingt die Transformation. Setzt man fir

o = (n/2+y), so gewinnt man durch Division der
Formeln (5):

m ) | 1+siny
tan (T+?)_ m [6]

Damit geht [3], worin der Einfachheit halber R
= 1 gesetzt wird, zun&chst Uber in:

1 1+sin
7 (1—sin w)' [7]
und unter Beriicksichtigung von [4] endgiltig in:

X = Rarctan tang 5= 8 In JH6ose BRE s!n ¢
cos( 1+cose sin¢

tanx =tan 4,y =

R - arctanhp,
wenn man abkirzend p = cos ¢ sint [8a]

setzt. Das sind die einfachen Abbildungsglei-
chungen der transversalen Mercatorprojektion
der Kugel. Die Bilder der Meridiane sind sinus-
ahnliche, die Parallelkreise ellipsendhnliche Kur-
ven (Abbildung 2).

3. Die GauB-Kriiger Abbildung

Theoretisch kann die ganze Kugel abgebildet
werden, mit Ausnahme der beiden DurchstoB-
punkte der Zylinderachse, und die Abbildung ist
auch in den Polen definiert. Dasselbe gilt fur die
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Abbildung 2
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GauB-Kriiger Abbildung. Sie ist die gleiche Ab-
bildung, eben in der Anwendung auf das abge-
plattete Rotationsellipsoid, und auch sie kann
ebenso Uber die Pole und das ganze Ellipsoid
ausgedehnt werden. Dies wird deshalb betont,
weil man immer wieder die Meinung hort, die
GauB-Kriger Abbildung sei auf schmale Streifen
beschrankt und versage in Polndhe. Dies gilt nur
far die Gebrauchsformeln, weil diese auf
schlecht konvergierenden Reihen beruhen. Die
Entwicklung einer globalen GauB-Kriiger Abbil-
dung koénnte in rasch konvergierenden Fourier-
Reihen erfolgen. Die Herleitung strenger, ge-
schlossener Abbildungsgleichungen ist aber
grundsatzlich ausgeschlossen.

Es ist jedoch méglich, geschlossene Nahe-
rungsformeln herzuleiten, die fur die Ublichen
3°-Meridianstreifen in ihrer Genauigkeit den in
der Literatur verbreiteten und auch von H.-W.
angegebenen Reihenentwicklungen nicht nach-
stehen. Besonders hervorzuheben sind hier die
von Hirvonen [1] angegebenen Formeln. lhre
Entwicklung wurde von Schnéddelbach [2] nach-
vollizogen. Die Darstellungen in beiden Arbeiten
sind eher langwierig. Ich selbst benltze die For-
meln von Hirvonen seit langem und habe sie
wiederholt zitiert, zuletzt in [3]. Wegen mehrfach
geduBertem Interesse soll hier die Herleitung
moglichst anschaulich und elementar durchge-
fuhrt werden.

Der Weg ist mathematisch nicht ganz sauber,
er dient vor allem dem Versuch, den Vorgang
plausibel zu machen. Der Erfolg rechtfertigt letzt-
endlich die eingesetzten Mittel. Legt man durch
einen Punkt P (Abbildung 1) der Kugel (oder des
Ellipsoides) einen GroBkreis bzw. geodéatische
Linie senkrecht auf den Mittelmeridian des be-
trachteten Streifens, erhalt man den sogenann-
ten ,FuBpunkt” F. Sowohl bei der Projektion der
Kugel als auch des Ellipsoides wird diese geoda-
tische Linie in jene Gerade durch den Bildpunkt
P’ von P abgebildet, die normal auf die x-Achse
steht. Das bedeutet, daB die Punkte P’ und der
Bildpunkt F’ von F gleiche x-Koordinaten haben,
und weil die Abbildung im Berihrmeridian als
streckentreu vorausgesetzt wurde, genligt die
Kenntnis der Breite ¢g zur Berechnung der x-Ko-
ordinate von P’. Die Beziehung zwischen den
geographischen Koordinaten von P und der FuB-
punktsbreite flr die Kugel folgt unmittelbar aus
dem rechtwinkeligen sphérischen Dreieck NP-F-
P zu:

tang
cosl ’

tanpe =

E)

Nun gilt es, dieselbe Beziehung flir das Ellip-
soid herzustellen. Dazu wird auf eine einfache

VGI 3/95

Differentialbeziehung zuruckgegrlffen Mlt den
Bezeichnungen nach H.-W.. e (a b)/b2
(2. Exzentrizitat des Ellipsoides), = a?/b
(Polkrimmungsradius), N = c/,/1+; (Quer-
krimmungsradius) und 5? = e cos? ¢ erhalt
man durch Projektion eines Bogenelementes
des Ellipsoides auf den Parallelkreis:

dar _ sinA _ J1+’sin A (0]
ds  Ncosp = c.cos ¢
Ncosg ds
Abbildung 3

Mit A = 90°, sinA = 1 geht man nun kihn auf
endliche GréBen Uber und schreibt:

/ 2
(=iA1+_"_ [10a]
c Ccosg

Dieselbe Beziehung lautet fir die Kugel (e’ = 0):

s
T crcosg’

Um die rechte Seite dieser Gleichung auf die
Form [10a] zu bringen, muB3 man offenbar beide
Seiten mit \/1+ 12 erweitern. Das legt die Vermu-
tung nahe, daB durch Multiplikation der Lange
in Gleichung [9] mit demselben Faktor der Uber-
gang auf das Ellipsoid erreicht werden kann:

[10b]

tang

cos (VA7 - ¢)

Tatsachlich ist das schon die eine der Formeln
von Hirvonen, zu der er allerdings auf einem
langwierigeren Weg kommt. Sie liefert die FuB-
punktsbreite mit erstaunlich hoher Genauigkeit.
Nun hat man nur mehr die Bogenldnge der Meri-
dianellipse zu berechnen, um den x-Wert von P
zu erhalten. Dies geschieht mit der Formel [39]
H.-W. Hier seien auch gleich die numerischen

tanpe = [11]

‘Werte der nétigen Koeffizienten flir das Bessel-

Ellipsoid gegeben:

x=B(pr) =111120.6196 - ¢°~— 15988.6385 - sin2¢ +
+16.7300 - sin 4¢r - 0.0218 - sin 6¢pg. [12]
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Die Ergebnisse sind in unseren Breiten auf den
Millimeter genau.

Zur Bestimmung der y-Koordinate kdme even-
tuell Formel [8] in Frage, wenn man einen geeig-
neten Krimmungsradius fiur das Ellipsoid fande.
Als solcher bietet sich der Querkrimmungsra-
dius N im Punkte P an. Somit wére die entspre-
chende Gleichung flr die GauB-Krlger Abbil-
dung:

c

Das ist schon eine Uberraschend genaue For-
mel. Ihre Ergebnisse weichen in unseren Breiten
am Rande eines Streifens (¢ = 1.5°) um maximal
2 cm von den korrekten Werten ab. Dies mag
schon flr viele Zwecke ausreichend sein, doch
es geht genauer. Dazu aber muB man auf die
Umkehrung des Problems zurlickgreifen. Leider
ist diese bei H.-W. nicht angeftihrt. In der klassi-
schen Literatur [4, S. 1109] ist die Reihenent-
wicklung fir ¢ bei gegebenem y zu finden. Ich
schreibe sie hier in einer Form an, die nur jene
Terme hervorhebt, die fur die weitere Entwick-
lung relevant sind:

,@ﬂl@Lﬂ@ ....... 4]

y= arctanh p. [13]

C) COSQr 6 \c) 120" (¢

worin o, f komplizierte Ausdriicke in Funktion
der FuBpunktsbreite sind; es ist nicht notig, sie
anzufiihren, denn sie werden in der Folge gleich
der Einheit gesetzt. Mit der Reihe flr tan#

1 2
=+ =3 — (54 ...
tans /+3 +15 +

und nach Einsetzen von (14) gewinnt Hirvonen
nach dem Vorbild von Krlger [5] die Beziehung:

tans.cospr (y) 1(yP 1 (y)
==+ —[=|+ — |+ ....... 15
JT+0% (c 6\c) 120(c s

Rechts steht aber die Reihe fir sinh(y/c) also
kann man [15] schreiben als:

2
tan/ = @ sinh (Xj
COSo@fr C

womit die gesuchte y-Koordinate endlich gefun-
den ist:

y=c-arcsinh NG ot =c-In(t +/1 +), [16]
J1+0%

tané - cosofr

NAET

(11], [12] und [16] sind die erstaunlichen For-
meln von Hirvonen. Die Abweichungen gegen
die korrekten Werte Ubersteigen in unseren Brei-
ten selbst am Rande des Uberlappungsberei-
ches (¢ = 2°) nirgends 2 mm. Man bedenke dabei
auch immer, daB die Erzielung von Millimeterge-
nauigkeit die Angabe von Breite und Lange auf
0.00001" erfordert!

Die Umkehrung der Verebnung ist ebenso ein-
fach. Fir das Bessel-Ellipsoid gilt mit der Hilfs-
groBe:

wenn man abktlrzend t = setzt.

. X
= 911120.6196’ [17]
¢oF = 0.14388536° sin2¢ + 0.00021078° sin4¢ +
0.00000043° sinB¢, (18]
= X = )1+—”2F L& i | N 19
t= |2 ‘,/ = arCtan[Zcosw,.— (€= |- SGN(y), [19]
@ = arctan [tan<pF cos (\ 1+ /)] [20]
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