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Die Gauß-Krüger Abbildung einfach dargestel lt 

Kurt Bretterbauer, Wien 

Zusammenfassung 

Ausgehend von der Mercatorprojection der Kugel wird nochmals die Gauß-Krüger Projektion anschaulich dar
gestellt. Das Ziel ist die Ableitung der wenig bekannten, geschlossenen Näherungsformeln von Hirvonen. 

Abstract 

Starting from the Mercator-Projection of the sphere again the Transverse Mercator Projection of the el l ipsoid is 
presented in an elementary way. The purpose is the deduction of hardly known approximative formulas originally 
given by H irvonen. 

1. Motivation 

Die Arbeit von Herrn Prof. Dr. Hofmann-Wel
lenhof „Die konforme Abbi ldung oder: Muß Kom
plexes komplex sein?" in Heft 1 +2/95, S. 55 die
ser Zeitschrift, sowie wiederholte Anfragen aus 
Anwenderkreisen sind der Anlaß für die folgen
den Zeilen. Es wird darin versucht, das Wesen 
der Gauß-Krüger Abbildung anschaulich darzu
stellen und die sehr schönen geschlossenen 
Formeln von Hirvonen in Erinnerung zu rufen. 
Die Bezeichnungen folgen jenen von Herrn Hof
mann-Wellenhof. Hinweise auf seine Arbeit wer
den mit H . -W. abgekürzt. 

2. Die Mercator-Abbildung 

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die alt
bekannte Mercator-Abbildung der Kugel. Dies 
ist eine Abbildung auf einen Zylinder, der die Ku
gel entlang des Äquators berührt. Bei allen sol
chen Zylinderabbildungen werden die Meridiane 
als äqu idistante parallel Gerade und die Paral lel
kreise als parallele Gerade normal zu den Meri
dianen dargestellt. Mercator hat nun die Ab
stände der Meridianbilder in Richtung der Pole 
zunehmend so vergrößert, daß die seinerzeit be
nützte Schiffahrtslinie, die Loxodrome (= Kurve 
konstanten Azimutes) in der Abbildung als Ge
rade erscheint. Damit wurde die Abbildung win
keltreu oder konform. Mathematisch wird dies 
durch Transformation der geographischen Breite 
<p in die isometrische Breite q erreicht. Die ent
sprechende Formel folgt sofort aus den Bezie
hungen (27 bzw. 30) H.-W. für die Exzentrizität 
e = 0 (Kugel) zu: 
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q = In tan (; + ; ) . [1 ] 

Die Abbildungsgleichungen der Mercator-Pro
jektion sind sehr einfach. Mit R = Kugelradius, 
e = Längendifferenz zum Hauptmeridian g i lt: 

x = R · q = R · In tan (; + ; J y = R · e. [2] 

Da auf der Kugel kein Großkreis vor einem an
deren ausgezeichnet ist, kann als Berührkreis 
des Zylinders jeder Großkreis gewählt werden, 
insbesondere ein Meridian. In diesem Fall liegt 
die Zylinderachse in der Äquatorebene. In der 
deutschsprachigen Kartographie heißt diese Ab
bi ldung „Lamberts konforme transversale Zylin
derprojektion", international aber ist sie in der 
Anwendung auf das Ellipsoid folgerichtig unter 
dem Namen „Transverse Mercator Projection" 
bekannt. 

Die Abbildungsgleichungen der transversalen 
Mercator-Projektion der Kugel können direkt 
aus den für konforme Abbildungen maßgebli
chen Cauchy-Riemannschen Differentialglei
chungen durch den Ansatz (siehe Formel 7, H.
W.) 
x + i y = 2(arctan eq+if_ n/4), i = �. e = Basis 
des nat. Logarithmus 
hergeleitet werden. 

Einfacher erhält man sie auf einem ganz ele
mentaren Weg. Denn die Abbi ldungsgleichungen 
für die transversale Zylinderprojektion der Kugel 
können im Prinzip sofort angeschrieben werden. 
Wählt man einen der im Äquator gelegenen 
Durchstoßpunkte der Zylinderachse als neuen 
Pol und bezeichnet die neue „Pseudobreite" 
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bzw. „Pseudolänge" mit 1/J bzw. 9 (siehe Abbil
dung 1 ) ,  dann sind die Abbildungsgleichungen 
nach Vertauschung der x- und y-Achse formal 
den Formeln (2) völl ig gleich: 

x = R · 9, y = R · In (; + t). [3) 

Nun ist aber die Darstel lung in geographischen 
Koordinaten <p, e erwünscht. Das wird leicht 
durch Auflösung des rechtseitigen Dreiecks NP
P-Q in Abbildung 1 erreicht. Es ist: 
cos i./! cos 9 = cos <p cos e 
cos ijJ sin 9 = sin <p 
sin i./! = cos <p sin e. 

Abbildung 1 

[4] 

Mit Hi lfe der allgemeinen goniometrischen Be
ziehungen: 
1 2 . 2

CJ. 1 2 2 CI. -cos CJ. = s1n 2, +cos CJ. = cos 2 [5) 

gelingt die Transformation. Setzt man für 
CJ. = (n/2+1/!), so gewinnt man durch Division der 
Formeln (5): 

tan (4
n + 2

1/! ) = 
1 + sin i./! [6) 1 -sin ijJ · 

Damit geht [3), worin der Einfachheit halber R 
= 1 gesetzt wird, zunächst über in : 

tan x = tan 9,  y = � In C � ::� �). [7] 

und unter Berücksichtigung von (4) endgültig in: 

X c Rarctan (tan<p) . = R In (1 + COS<p s�n e) = COSt y 2 1 + COS<p Sln e 
R · arctanhp, [8) 
wenn man abkürzend p = cos <p sine [8a) 
setzt. Das sind die einfachen Abbi ldungsglei
chungen der transversalen Mercatorprojektion 
der Kugel. · Die Bilder der Meridiane sind sinus
ähnliche, die Paral lelkreise ell ipsenähnl iche Kur
ven (Abbildung 2) . 

3. Die Gauß-Krüger Abbildung 

Theoretisch kann die ganze Kugel abgebildet 
werden, mit Ausnahme der beiden Durchstoß
punkte der Zylinderachse, und die Abbildung ist 
auch in den Polen definiert. Dasselbe gilt für die 

Abbildung 2 
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Gauß-Krüger Abbi ldung. Sie ist die gleiche Ab
bildung, eben in der Anwendung auf das abge
plattete Rotationsel l ipsoid, und auch sie kann 
ebenso über die Pole und das ganze El l ipsoid 
ausgedehnt werden. Dies wird deshalb betont, 
weil man immer wieder die Meinung hört, die 
Gauß-Krüger Abbildung sei auf schmale Streifen 
beschränkt und versage in Polnähe. Dies g i lt nur 
für die Gebrauchsformeln ,  wei l  diese auf 
schlecht konvergierenden Reihen beruhen. Die 
Entwicklung einer globalen Gauß-Krüger Abbil
dung könnte in rasch konvergierenden Fourier
Reihen erfolgen. Die Herleitung strenger, ge
schlossener Abbildungsgleichungen ist aber 
grundsätzlich ausgeschlossen. 

Es ist jedoch mögl ich, geschlossene Nähe
rungsformeln herzuleiten, die für die übl ichen 
3°-Meridianstreifen in ihrer Genauigkeit den in 
der Literatur verbreiteten und auch von H.-W. 
angegebenen Reihenentwicklungen nicht nach
stehen. Besonders hervorzuheben sind hier die 
von Hirvonen [1 ] angegebenen Formeln .  I hre 
Entwicklung wurde von Schnädelbach [2] nach
vollzogen. Die Darstel l ungen in beiden Arbeiten 
sind eher langwierig. Ich selbst benütze die For
meln von H i rvonen seit langem und habe sie 
wiederholt zitiert, zuletzt in [3] . Wegen mehrfach 
geäußertem Interesse soll h ier die Herleitung 
mögl ichst anschaulich und elementar durchge
führt werden. 

Der Weg ist mathematisch nicht ganz sauber, 
er dient vor allem dem Versuch, den Vorgang 
plausibel zu machen. Der Erfolg rechtfertigt letzt
endl ich die eingesetzten M ittel .  Legt man durch 
einen Punkt P (Abbildung 1 )  der Kugel (oder des 
El l ipsoides) einen Großkreis bzw. geodätische 
Linie senkrecht auf den Mittelmeridian des be
trachteten Streifens, erhält man den sogenann
ten „Fußpunkt" F. Sowohl bei der Projektion der 
Kugel als auch des El l ipsoides wird diese geodä
tische Linie in jene Gerade durch den Bildpunkt 
P' von P abgebildet, die normal auf die x-Achse 
steht. Das bedeutet, daß die Punkte P' und der 
Bi ldpunkt F' von F gleiche X-Koordinaten haben, 
und weil die Abbildung im Berührmeridian als 
streckentreu vorausgesetzt wurde, genügt die 
Kenntnis der Breite <fJF zur Berechnung der x-Ko
ordinate von P' .  Die Beziehung zwischen den 
geographischen Koordinaten von P und der Fuß
punktsbreite für die Kugel folgt unmittelbar aus 
dem rechtwinkeligen sphärischen Dreieck NP-F
P zu: 

tan<p tan<pF = --e . [9] cos 
Nun gilt es, dieselbe Beziehung für das El l ip

soid herzustellen. Dazu wird auf eine einfache 
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Differentialbeziehung zurückgegriffen. Mit den 
Bezeichnungen nach H .-W. : e '2 = (a2- b2) / b2 

(2. Exzentrizität des El l ipsoides), c = a2 / b 
(Polkrümmungsradius), N = c / Jf+/i2 (Quer
krümmungsradius) und 112 = e'2 cos2 <p erhält 
man durch Projektion eines Bogenelementes 
des Ell ipsoides auf den Parallelkreis: 
df: _ sin A _ ff+? sin A 
ds -

N COS<p - C . cos <p 

4 

N cos{IJ df 
Abbildung 3 

[1 0] 

Mit A = 90°, sinA = 1 geht man nun kühn auf 
endliche Größen über und schreibt: 

e = y_ ff+li2 • (1 Oa] C COS<p 
Dieselbe Beziehung lautet für die Kugel (e' = 0): 

f = --s 
__ 

C · COS <p [1 0b] 

Um die rechte Seite dieser Gleichung auf die 
Form (1 Oa] zu bringen, muß man offenbar beide 
Seiten mit Jf+li2 erweitern. Das legt die Vermu
tung nahe, daß durch Multipl ikation der Länge 
in Gleichung [9] mit demselben Faktor der Über
gang auf das El l ipsoid erreicht werden kann: 

tan<p tan<pF = ---�--
cos ()1 + 112 • e) [1 1 ]  

Tatsächl ich ist das schon die eine der Formeln 
von Hirvonen, zu der er allerdings auf einem 
langwierigeren Weg kommt. Sie l iefert die Fuß
punktsbreite mit erstaun lich hoher Genauigkeit. 
Nun hat man nur mehr die Bogenlänge der Meri
dianell ipse zu berechnen, um den x-Wert von P 
zu erhalten. Dies geschieht mit der Formel [39] 
H .-W. H ier seien auch gleich die numerischen 
Werte der nötigen Koeffizienten für das Bessel
El l ipsoid gegeben: 
X =  B(cpF) = 1 1 1 1 20.61 96 · <p° F- 1 5988.6385 · sin2cpF+ 
+ 1 6.7300 · sin 4<pF - 0.02 1 8  · sin füPF· [1 2] 
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Die Ergebnisse sind in unseren Breiten auf den 
Mi l l imeter genau . 

Zur Bestimmung der y-Koordinate käme even
tuell Formel [8] in Frage, wenn man einen geeig
neten Krümmungsradius für das El l ipsoid fände. 
Als solcher bietet sich der Querkrümmungsra
dius N im Punkte P an. Somit wäre die entspre
chende Gleichung für die Gauß-Krüger Abbil
dung: 

c y = -- arctanh p. Jf+/i2 (1 3] 

Das ist schon eine überraschend genaue For
mel. Ihre Ergebnisse weichen in unseren Breiten 
am Rande eines Streifens (e = 1 .5°) um maximal 
2 cm von den korrekten Werten ab. Dies mag 
schon für viele Zwecke ausreichend sein, doch 
es geht genauer. Dazu aber muß man auf die 
Umkehrung des Problems zurückgreifen. Leider 
ist diese bei H . -W. nicht angeführt. In der klassi
schen Literatur (4, S. 1 1 09] ist die Reihenent
wicklung für e bei gegebenem y zu finden. Ich 
schreibe sie hier in einer Form an, die nur jene 
Terme hervorhebt, die für die weitere Entwick
lung relevant sind: 

- (il lG5F - � ( r.13 _1 ( _i)� e - Ce) COS<f!F 6 Cl. Ce) + 1 20 ß Ce) . . . . . . .  r1 4l 
worin o:, ß kompl izierte Ausdrücke in Funktion 
der Fußpunktsbreite sind; es ist nicht nötig, sie 
anzuführen, denn sie werden in der Folge gleich 
der Einheit gesetzt. M it der Reihe für tane 

tane = e + � t3 + 1
2
5 e 5  + . . . . .  . 

und nach Einsetzen von (1 4) gewinnt H i rvonen 
nach dem Vorbild von Krüger [5] die Beziehung: 
tan e . COS<f!F = (il + � 03+ _1_ (il5+ . . . . . . .  [1 5] Jf+li2F (c) 6 l�J 1 20 (c) 
Rechts steht aber die Reihe für sinh(y/c) also 
kann man (1 5] schreiben als: 

tane = fG5F sinh (_i) COS<f!F Ce} 
womit die gesuchte y-Koordinate endlich gefun
den ist: 

. �an f: · COS<f!F) ( (1";f';) y= c · arcs1nh = c · ln t +y 1 + t2 , (1 6] 
Jf+li2F 

tane · cos<p wenn man abkürzend t = 
F setzt. 

Jf+/i2F 
(1 1 ], (1 2] und [1 6] sind die erstaunl ichen For

meln von H irvonen. Die Abweichungen gegen 
die korrekten Werte übersteigen in unseren Brei
ten selbst am Rande des Überlappungsberei
ches (e = 2°) n irgends 2 mm. Man bedenke dabei 
auch immer, daß die Erzielung von Mi l l imeterge
nauigkeit die Angabe von Breite und Länge auf 
0.00001 " erfordert! 

Die Umkehrung der Verebnung ist ebenso ein
fach. Für das Bessel-El l ipsoid gi lt mit der Hi lfs
größe: 
' X 
c; = 1 1 1 1 20.61 96'  (1 7] 

<f!F = 0 . 1 4388536° sin2� + 0.00021 078° sin4� + 
0.00000043° sin6�, (1 8] 

' =  J x. J .  e = arctan[� (eT-e-r)l · SGN(y), (1 9] C COS<f!F � 
<p = arctan [ tan<pF cos (Jf+li2F · e )] . (20] 
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