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Neupunkten

Werner Daxinger, Wien

Kurzfassung

Der EinfluB fehlerhafter Altpunkte auf die Bestimmung von

Seit Dezember 1994 gilt in Osterreich eine neue Vermessungsverordnung. Diese schreibt erstmals vor, die La-
geunsicherheit der staatlichen Festpunkte in die Berechnung einflieBen zu lassen und die Genauigkeit der abge-
leiteten Standpunkte anzugeben. Nach einer Definition der einzelnen Fehlerbegriffe wird ein Modell zur Bertick-
sichtigung dieser Fehlerinformation beschrieben. An einem Beispiel werden die Einflisse dokumentiert.

Abstract

Since the beginning of December 1994 a new regulation for land registered surveying has been valid in Austria.
Now the errors of the control points have to be considered for the computation of new points. Besides the accuracy
of the new points has to be documented. After giving a brief definition of the theory of errors a mathematical model
taking this error information into account is described. The effects are shown by use of a definitive example.

1. Einleitung

Am 1. Dezember 1994 ist in Osterreich eine
neue Vermessungsverordnung (VermV 94) in
Kraft getreten. Neben dem § 2, der den nunmehr
vom Vermessungsbefugten frei zu wahlenden
AnschluB an die ndchstgelegenen Festpunkte re-
gelt, enthélt der § 7 eine aus technischer Sicht
wesentliche Anderung:

§ 7 VermV 94:

Die Vermessung ist so vorzunehmen, dal3 unter
Bedachtnahme auf die mittlere Punktlagege-
nauigkeit der Festpunkte (Triangulierungspunkt
+5 cm, Einschaltpunkt +7 cm) die nachstehend
angegebene mittlere Punktlagegenauigkeit ein-
gehalten wird:

1. bei der Bestimmung von Standpunkten:
+ 10 cm,

2. bei der Bestimmung von Grenzpunkten:
+ 15 cm.

Somit ist die Unsicherheit der AnschluB-
punkte fUr die Ableitung von Neupunkten zu
beriicksichtigen. Die Genauigkeitsangaben der
Festpunkte sind Erfahrungswerte, welche die
auBere Lagegenauigkeit definieren und nach
dem Helmert'schen Punktlagefehler berechnet
wurden.

Nach einem kurzen Abri3 der Fehlertheorie soll
auf die Berlicksichtigung der Lagegenauigkeit
der Altpunkte bei der Punkteinschaltung von
Neupunkten eingegangen werden.
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2. Grundbegriffe der Fehlerlehre

2.1 Fehlerarten

Messungen aller Art enthalten Fehler. Zur Be-
urteilung der Zuverlédssigkeit von abgeleiteten
GroBen ist es notwendig, die Art, die Ursache,
das AusmaB und die Wirkung auftretender Beob-
achtungsfehler zu kennen.

Man unterscheidet zwischen
a) groben
b) systematischen und
c) zufélligen Fehlern.

Grobe Fehler beruhen auf Irrtiimern, wie etwa
ein Dezimeterfehler beim Nivellement. Sie sind
eine Folge mangelnder Sorgfalt und sollen hier
nicht weiter betrachtet werden.

Systematische Fehler wirken regelmaBig und
beeinfluBen die MeBergebnisse nach erkennba-
ren Gesetzen. So sind zum Beispiel vernachla-
Bigte Refraktionseinflisse oder Lotabweichun-
gen Ursachen fir systematisch verfalschte Er-
gebnisse. Die systematischen Fehler lassen sich
weitgehend eliminieren, wenn auch nur unter
groBem Aufwand.

Zufallige Fehler treten regellos auf, ihre Be-
trdge und Vorzeichen sind nicht vorhersehbar.
Ihre Ursache liegt in der Unvollkommenheit der
Beobachter und Instrumente. Ein charakteristi-
sches Merkmal zufélliger Fehler ist ihre Vertei-
lung. Es IaBt sich empirisch zeigen, daB bei einer
groBen Anzahl von Messungen kleine Fehler
haufiger auftreten als groBe und daB Fehler mit
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gleichem Betrag anndhernd oft positiv und nega-
tiv auftreten (Abb. 1).

Wenn die Beobachtungsfehler dieser Vertei-
lung folgen, so stellt der Mittelwert den wahr-
scheinlichsten Wert dar. Da das Vorzeichen zu-
faliger Fehler wechselt, kénnen sie durch unab-
héangige Wiederholungsmessungen und Mittel-
bildung eliminiert werden. Die in Abb. 1 darge-
stellte Funktion ist die Dichtefunktion der Nor-
malverteilung, sie ist auch unter dem Namen
GauB'sche Glockenkurve bekannt. Die Normal-
verteilung kann als die wichtigste Verteilung ei-
ner stetigen ZufallsgréBe bezeichnet werden,
weil der GroBteil aller in der Geod&sie auftreten-
den ZufallsgroBen dieser Verteilung folgt oder
aus normalverteilten GroBen abgeleitet werden
kann. Auf den Mittelwert zentriert lautet die Dich-
tefunktion der Normalverteilung:

Z2

1 5 2G72

o ./2n

e ... Exponentialfunktion o ... theoretische Streuung

P2) = (1]

A Haufigkeit

Abbildung 1

2.2 FehlermaBe

Sie kennzeichnen die Vertrauenswirdigkeit
und Zuverldssigkeit von MeBergebnissen.

Es gilt folgende Festlegung:

a) Der durchschnittliche Fehler t ist das Mittel
der Absolutbetrédge der wahren Fehler &:

1
1=+ FZISl,

b) Der mittlere Fehler ist das bedeutendste Feh-
lermaB. Er ist durch das quadratische Mittel-
maR aller & bestimmt:

2
c:i,/ing—, n= o [3]

o wird auch als theoretische Streuung be-
zeichnet.

n= w 2]
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Da in der Praxis meist (z.B.: eine mit einem
PréazisionsdistanzmeBgerat oder Interferenzkom-
perator bestimmte Strecke kann bei der Eichung
von Distanzern minderer Genauigkeit als wahrer
Wert angesehen werden) anstatt der wahren
Fehler die Verbesserungen v (Abweichung vom
wahrscheinlichsten Wert) bekannt sind, kann
nur die empirische Standardabweichung oder
Streuung berechnet werden:

PIRVAY,

m =
+ n-1

(4]

c) Der wahrscheinliche Fehler r ist dadurch ge-
kennzeichnet, daB gleich viele Fehler groBer
wie kleiner sind als er. Anders formuliert, liegt
der wahre Fehler einer Beobachtung mit der
Wahrscheinlichkeit P = '/, zwischen —r und +r:

P(—r<s<+r)=% (5]
Flr n = oo 14Bt sich zeigen, daB
m:t:r=1:0.80:0.67 (6]

und daB 68.3% der wahren Fehler im Intervall
von —-m bis +m, 95.4% zwischen -2m und +2m
und 99.7% innerhalb -3m und +3m liegen.

Es sei ausdricklich darauf hingewiesen, daB
dies an normalverteilte, von systematischen Ein-
flissen befreite Beobachtungen und an eine aus
zahlreichen Beobachtung errechnete empirische
Standardabweichung gebunden ist.

2.3 Koordinatenfehler

Wird ein Punkt durch Ausgleichung koordinativ
bestimmt, so féllt bei der Berechnung auch eine
Kofaktorenmatrix an, aus der die mittleren Fehler
in Richtung der Koordinatenachsen berechnet

werden kénnen.
_At -1_ | Qxx Qxy] [mx]: [\/6)(;(] 7
N=A'PA, N —O-[ny Q' lm, Mo Nemik 7]

mo bezeichnet darin den mittleren Gewichtsein-
heitsfehler und folgt aus

mo = & 4 2 &)

n .. Anzahl der Beobachtungen
u ... Anzahl der Unbekannten.

2.4 Punktfehler

Die Koordinatenfehler sind eigentlich weder
anschaulich noch aussagekréftig, da sie vom ge-
wahlten Koordinatensystem abhangen. Den li-
nearen Lagefehler in einer beliebigen Richtung
erhdlt man demnach durch fortwdhrende Dre-
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hung des Koordiantensystems. Die Richtungs-
winkel flr Maximum und Minimum folgen aus

2Qyy
Qux = ny'
Beziehung (9] liefert zwei Losungen flir 20, die

sich um 2009 unterscheiden. Damit erhalt man
die Extremwerte der mittleren Koordinatenfehler:

tan20 = (9]

A = Mg /Qux cOs? @+Qyy sin 20+Q,, sin ©
in Richtung © [10]

B = Mo +/Qu Sin? ©-Qy sin 20+Q,, cos? ©
in Richtung ® + 1009.

In diesem gegentiber dem x,y-Koordinatensy-
stem verdrehten A ,B-System sind die Koordina-
tenfehler unkorreliert!

Stellt man den linearen Lagefehler in einer
Richtung t als Funktion von A und B dar,

m® = AZ cos? (t - ®) + B? sin? (t- ©), [11]

so beschreibt diese Gleichung die FuBpunkts-
kurve einer Ellipse mit den Halbachsen A und
B. m? bezeichnet den Radiusvektor dieser FuB-
punktskurve (Abb. 2). Die FuBpunktskurve ist
der geometrische Ort aller vom Ellipsenmittel-
punkt auf die Ellipsentangenten geféllten LotfuB3-
punkte. In Netzbildern zeichnet man der Einfach-
heit wegen die achsengleiche Fehlerellipse.

poIx

Abbildung 2

Mittelt man den linearen Lagefehler tber alle
Richtungen,
A2+ B?
5

2n
R? = % | [A2 cos? t+B2 sin? t]dt = [12)
0]
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so erhdlt man daraus den Helmert'schen Punkt-
fehler

M=R,/2=,/A%+B?=,/m,2+m,2=mo,/Spur Q [13]

Er stellt ein von der zufaligen Lage des Koor-
dinatensystems unabhdngiges und somit ein-
deutiges GenauigkeitsmaB dar. Der Helmert’-
sche Punktfehler errechnet sich allein aus der
Spur der Kovarianzmatrix und spricht vor allem
auf die groBen Halbachsen der Fehlerellipse an.
Dieser mittlere Punktfehler ist der Form nach ein-
dimensional, dem Wesen nach aber zweidimen-
sional. Es ist daher unzuldssig, seine Sicher-
heitswahrscheinlichkeit aus einer eindimensiona-
len Dichtefunktion zu berechnen.

2.5 Die Wahrscheinlichkeit zweidimensionaler
zufélliger Fehler

Nach dem Multiplikationssatz der Wahrschein-
lichkeitsrechnung erhdlt man die Wahrschein-
lichkeit fir das Zusammentreffen zweier normal-
verteilter, unabhéngiger ZufallsgréBen za, zg aus
dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten:

dW(za,zs)=0(za) 9(z8)dzadze=0(2A,28)dZadZs [14]

Die Wahrscheinlichkeit, daB3 eine vorgegebene
Flache F die wahre Punktlage enthélt, errechnet
sich zu

1 Az g

. T . @
W_gdW— 57 AB ‘\Fje
Somit betragt die Wahrscheinlichkeit, daB das
Rechteck mit den Seitenldngen 2A und 2B die
wahre Punktlage einschlieBt 68.3% . 68.3% =
46.6%. Diese Berechnung laBt sich nicht auf die
Koordinatenfehler m,, m, Gbertragen, da diese
in der Regel stochastisch abhangig sind.

1 (ZAZ Ze2

JdF. [15]

Die Ellipse mit den Halbachsen A und B wird
mittlere Fehlerellipse nach Helmert genannt und
deckt die wahre Punktlage mit einer Wahrschein-
lichkeit von 39.3% ab, jene mit den Halbachsen
J2 A und /2 B mit 63.2%. Um eine Wahrschein-
lichkeit von 50% zu erhalten, missen die Halb-
achsen mit dem Faktor 1.18 erweitert werden,
die so entstandene Ellipse bezeichnet man als
wahrscheinliche Fehlerellipse.

Der Kreis mit dem Radius M schliet die wahre
Punktlage in Abhangigkeit des Verhaltnisses der
beiden Halbachsen A und B mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 63.2-68.3% ein.

Die hier angegebenen Wahrscheinlichkeiten
beruhen auf einer groBen (theoretisch unendli-
chen) Uberbestimmung. Da die Sicherheitswahr-
scheinlichkeiten vom Grad der Uberbestimmung
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abhangen, ist der Ubergang auf Konfidenzellip-
sen ratsam. Bei deren Verwendung wird ein Si-
gnifikanzniveau vorgegeben (z.B. 95%) und so-
dann werden die Achsen mit einem von der
Uberbestimmung abhidngigen Faktor derart er-
weitert, daB3 diese Sicherheitswahrscheinlichkeit
von der Fehlerfigur erreicht wird.

Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes lassen
sich in einfacher Weise auf die rdumliche Punkt-
bestimmung Ubertragen.

3. Beriicksichtigung der Fehlerinformation

der Altpunkte

Bisher wurden bei der Bestimmung von Neu-
punkten nur die Beobachtungsfehler berlicksich-
tigt, die Lagefehler der Festpunkte wurden Uber-
gangen. Die neue Vermessungsverordnung
schreibt nun vor, die Fehlerinformation der staat-
lichen Festpunkte einzubeziehen. Vorerst wird
diese Fehlerinformation in Form des mittleren
Punktlagefehlers nach Helmert mitgeteilt, aus
dem dann die Koordinatenfehler der Festpunkte
unter der Annahme der Isotropie rlickgerechnet
werden kénnen. Weiters ist der Fehler innerhalb
einer Festpunktgruppe einheitlich anzunehmen -
es wird also ein homogenes Festpunktfeld vor-
ausgesetzt. Die Kovarianzmatrix der Altpunkte
ist somit als Diagonalmatrix anzusetzen, die Ko-
ordinaten werden als voneinander unabhangig
betrachtet — eine Vereinfachung, welche die Rea-
litdt nur grob reprasentiert. Es ist jedoch denk-
bar, daB in absehbarer Zeit die Ergebnisse einer
Festpunktsausgleichung vom Bundesamt voll-
standig zur Verfligung gestellt werden. Aus die-
sem Grund werden folgende Ableitungen fir
den allgemeinen Fall vollbesetzer Kovarianzma-
trizen durchgeflhrt. Weiters wird vorausgesetzt,
daB zwischen Festpunkts- und Neupunktsbe-
stimmung Unabhé&ngigkeit besteht.

Aus einer Vorausgleichung sind die Fest-
punktskoordinaten (xg,Yg,hg) samt ihrer symme-
trischen Kovarianzmatrix Cge

Qxlxl Qx!yl QthI Qxlhj
leyl lehl .
Crr = Mor” Gy | el
thhj

bekannt. Die Neupunkte sind durch Messungen
und deren symmetrische Kovarianzmatrix be-

stimmt;
Ly Qu, Que,

L=] - CLL = m0L2 . " [1 7]
Ly : Qe
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In der Praxis wird fir C_, meist eine Diagonal-
matrix angenommen.

Die Beobachtungen lassen sich als Funktion
der Unbekannten und Festpunktskoordinaten
darstellen:

Li =F (Xm: Ym; hmx Xy Yo hn)

(x,y;h) Festpunkts- oder Neupunktskoordina-
ten (18]

Durch Linearisieren erhélt man die Verbesse-
rungsgleichungen

I-—i +Vi= Fi (me: Ymos hmO, Xn0o» Yno: hnO) +Fi’x
Fr= dF; ' dF; ' dF; ‘ dF; ’ dF; ’ dF; [19]
dXm ' dym ' dhy, ' dx, ' dy,’ dh,

X' = (8Xm, 8Yrmy Ny 8%y 8Yn, SNy

Der Vektor der gekilrzten Beobachtungen folgt
daraus zu

I=L-F (XNOl XF): [20]

wobei xno die Naherungskoordinaten der Neu-
punkte und xg die Koordinaten der AnschluB-
punkte bezeichnen. Die Kovarianzmatrix der ge-
kirzten Beobachtungen ergibt sich zu

Ci=Cu +FCreFe = Py (21]

F:' gewinnt man durch Linearisieren von [18],
die einzelnen Koeffizienten dieser Matrix sind
die Ableitungen der Beobachtungsfunktionen
nach den Festpunktskoordinaten. Fir Beobach-
tungen zwischen zwei Neupunkten enthalt Fg’
eine Leerzeile. Es sei noch einmal betont, daB
Beziehung [21] nur gliltig ist, wenn die Koordina-
ten der Festpunkte aus einer seperaten Ausglei-
chung stammen und die darin verwendeten Be-
obachtungen véllig unabhangig von jenen zur
Ableitung der Neupunkte sind.

Nachdem nun Py, vorliegt, erhalt man das Nor-
malgleichungssystem in der bekannten Form:

(A'P,A)x = APyl [22]

Beziehung [21] veranschaulicht den EinfluB der
Qualitat der Festpunkte auf die Genauigkeit der
Neupunkte. Je genauer die Beobachtungen
sind, umso mehr wirkt sich dieser EinfluB aus.

He utige MeBmittel decken geringste Spannun-
gen im staatlichen Festpunktfeld auf. Die Ubli-
cherweise ermittelten GenauigkeitsmaBe, die
nur unter Berlicksichtigung der Beobachtungs-
fehler abgeleitet werden, liefern zu optimistische
Werte, wie anhand eines Berechnungsbeispieles
gezeigt wird. Der in der neuen Vermessungsver-
ordnung angegebene Punktlagefehler ist ein Er-
fahrungswert und spiegelt keine lokalen Verhalt-
nisse wieder. Diese einfache Modellierung ist als
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erster Schritt in Richtung zeitgemé&Be Berech-
nungsverfahren zu interpretieren. Denn ein friiher
oft gebrauchtes Argument, daB3 die Kovarianzin-
formation der Ubergeordneten Netzhierarchie
wegen des groBen Rechenaufwandes unberlick-
sichtigt bleiben muB, trifft heute l&ngst nicht
mehr zu.

Fur die Genauigkeit der Neupunkte sind so-
wohl Beobachtungsfehler als auch Fehler der
AnschluBpunkte maBgebend. lhr jeweiliger Ein-
fluB 1&Bt sich durch zwei voneinander unabhangi-
gen FuBpunktskurven darstellen. Diese partiellen
Fehlerfiguren ergeben durch quadratische Addi-
tion der Radiusvektoren die totale FuBpunkts-
kurve, die aus der Inversen der Normalglei-
chungsmatrix berechnet werden kann.

4. Ausgleichung eines Polygonnetzes

Im diesem Abschnitt wird ein aus finf Punkten
bestehendes Polygonnetz zuerst ohne und an-
schlieBend mit Berlicksichtigung der Fehlerinfor-
mation der Festpunkte ausgeglichen.

Vom Einschaltpunkt A ausgehend wurde ein
Polygonzug gemessen, der die Punkte 1,2,3,4
enthélt und im Einschaltpunkt E endet. Weiters

beginnt im Punkt 2 ein Nebenzug, der sich im
Punkt 5 abermals teilt (Abb. 3). Bei den Visuren
zwischen den Polygonpunkten wurden jeweils
Richtung, Strecke und Zenitdistanz gemessen.
In den Punkten A, E, 2 und 5 wurden Richtungen
zu Fernzielen beobachtet (Abb. 3). Die Strecken
wurden ohne meteorologisch-instrumentelle
Korrektur in die GauB-Kriger-Ebene reduziert.
Die duBere Genauigkeit der Distanzen wurde mit
10 mm, jene der Richtungen mit 10°°¢ angenom-
men, der Gewichtseinheitsfehler apriori wurde
mit mg = +1 festgelegt. In die Berechnung der
Unbekannten gingen insgesamt 34 Beobachtun-
gen (19 Richtungen, 15 Distanzen) ein.Die mittle-
ren Punktlagefehler der AnschluBpunkte und
Fernziele gehen aus Tabelle 1 hervor.

Die Tabellen 2 und 3 dokumentieren die Er-
gebnisse der einzelnen Berechnungsarten, in
Abb. 3 und 4 sind die Fehlerellipsen eingetragen.

Der Gewichtseinheitsfehler der Berechnung
ohne die Berlicksichtigung der Festpunkts-unsi-
cherheit fallt gréBer aus als die Beobachtungs-
genauigkeit erwarten 148t. Dies weist darauf hin,
daB vorhandene Netzspannungen Ubergangen
werden.

Tabelle 3 zeigt einen wesentlich kleineren Ge-
wichtseinheitsfehler, die Festpunktsfehler wur-

lPun ktname Punktart Lagefehler laut VermV 94]
A E Einschaltpunkt +70 mm
F1, F2, F3 Triangulierungspunkt +50 mm
Tabelle 1: Fehler der Festpunkte

Punkt Koordinatenzuschlage mittlere Fehler Helmert’sche Fehlerellipse

dx [mm] dy [mm] mx [mm]  my [mm] A [mm] B [mm] ® [gon]
1 2533 25.0 763 10.2 10.3 71 88.9
2 23.4 14.4 9.0 10.8 10.8 8.8 90.6
3 35.5 -29 9.1 10.8 10.9 9.0 88.0
4 26:5 -16.0 6.5 10.3 10.5 6.0 11745
5 291 - 6.2 10.0 11.4 11.9 9.5 129.9
Mge= = 1.73

Tabelle 2: Ergebnisse ohne Berticksichtigung der Festpunktsfehler

Punkt Koordinatenzuschlage mittlere Fehler Helmert'sche Fehlerellipse

dx [mm] dy [mm] mx [mm]  my [mm] A [mm)] B [mm] ©® [gon]
| 25.2 16.3 421 38.2 421 38.2 3.6
2 22.9 16.9 415 37.2 41.7 370 13.2
3 27.8 14.0 41.1 36.4 41.7 35.7 2 il
4 16.7 6.5 40.9 36.3 41.5 35.6 21.7
5 21.9 3.0 41.0 36.6 41.6 36.0 20.2
mo = +1.20

Tabelle 3: Ergebnisse mit Berticksichtigung der Festpunktsfehler

VGI 3/95
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den also einigermaBen gut erfaBt. Weiters er-
kennt man, daB der Eingriff in das stochastische
Modell auch eine Anderung der Zuschlage zu
den Naherungskoordinaten mit sich bringt.
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Gelandemodells

‘ ’\;’,‘g Franz Hochstéger, Wien

1. Motivation

AnlaB fur die Beschaftigung mit dieser Pro-
blemstellung war eine Anfrage des Bundesamtes
fir Landestopographie (Schweiz) an das Institut
fur Photogrammetrie und Fernerkundung der
Technischen Universitat Wien, ob es mdglich
sei, das Gelandemodellpaket SCOP (IPF, 1994)
um die Berechnung der von der Topographie
verursachten Abschattung von Satelliten des
Globalen Positionierungs-Systems (GPS) zu er-
weitern. Da diese Aufgabe eine weitere interes-
sante Anwendungsmaglichkeit des Geldndemo-
delles darstellt, wurde nach einer Aufwandsab-
schatzung eine entsprechende Softwarelésung
realisiert. Darliber hinaus war seitens des Bun-
desamtes flUr Landestopographie bereits im
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Ermittlung der topographischen Abschattung von
GPS-Satelliten unter Verwendung eines digitalen

Herbst 1993 die Entscheidung ergangen, SCOP
zu Ubernehmen.

2. Grundlagen

Obwohl GPS ursprlnglich fir den militdrischen
Einsatzbereich entwickelt worden war, erkannte
man sehr bald die Nutzungsmdglichkeiten auch
im zivilen Bereich (z.B. Hofmann-Wellenhof et
al., 1994). Heute sind GPS-Empféanger und Aus-
wertesoftware zu Bedingungen (Genauigkeit,
Bedienungskomfort, Preis, ...) verflgbar, die de-
ren Einsatz flr geodéatische Anwendungen wirt-
schaftlich erlauben.

Bei der hochgenauen Einzelpunktbestimmung
ist die gleichzeitige Sichtbarkeit von mindestens
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