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Uber die Volumensbedingung bei der. o
Ausgleichung eines dreidimensionalen toidas
Trilaterationsnetzes

von Josef Kabelac, Prag
erfoni- !
Zusammenfassung

Die Thematik dieser Abhandlung betrifft die Ausgleichung raumlicher .Ne't’z‘,e. Sie untersucht den
Fallbei dem nur Seiten des Netzes gemessen worden sind. Die dreidimensionale Ausgleichur_ig,ﬁédh
bedingten Beobachtungen erfolgt mittels der sogenannten Volumensbedingling:'Ihre Herleitung'durch
N. Tartaglio [2] basiert auf der Formel fir das Volumen eines Tetraeders. Ein numerisches Beispiel
wird gegeben.

1. Einleitung

An der Wende der Finfziger- zu den Sechzigerjahren hat Prof. Hradilek mit geodati-
schen Hochgebirgsmessungen begonnen, zuerst in der Westlichen, dann in der Hohen
und in der Ostlichen Tatra im Gebiet der nordlichen Slowakei [4]. Der Zweck der Messun-
gen und Berechnungen waren genaue trigonometrische Héhenbestimmungen. Ihre Wie-
derholungen in geplanten Zeitabschnitten solten Hohendnderungen und somit auch ge-
birgsbildende Bewegungen im angegebenen Gebiet nachweisen. Die Problematik der
Hochgebirgsmessungen wurde vollstandig in (3] behandelt.

Zabia veza
35

Hincuv potok
1625 m

Abb. 1: Das Raumnetz im Gebiet von Hincova dolina:ind
dolina Zabich plesin der Hohen Tatra o
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Anfang der Achtzigerjahre schufen die polnischen Geodaten eine geodatische Basis
im Gebiet des Tatra-Stadtchens Zakopane. Neben anderen zahlreichen Messungen wurde
die Hohe des Grenzgipfels Rysy (Punkt 1 in Abb. 1) durch trigonometrisches Nivellement
bestimmt. Ausgehend vom Gebirgssee Morskie oko flhrten. die polnischen Geodaten
einen trigonometrischen Héhenzug mit funf Instrumentenaufstellungen. Die Zenitwinkel
wurden gleichzeitig und gegenseitig gemessen. Nach ihrer Meinung ist das Verfahren frei
von Refraktions- und Lotabweichungseinflissen. Selbstversténdlich wurde die Forderung
erhoben, die Gipfelhéhe auch von der slowakischen Seite zu bestimmen [8]. Diese neuen
Messungen sollten auch die im Jahre 1964 bestimmte Hohe kontrollieren. Die Aufgabe
Ubernahm das Geodéatische und Kartographische Forschungsinstitut in Bratislava. An den
Arbeiten beteiligten sich auch einige Lehrer und Schiiler der CVUT in Prag, darunter auch
der Autor. Die vorliegende Abhandlung entstand als Folge dieses Unternehmens.

2. Charakterisierung des Netzes und der Messungen

Das Raumnetz wurde im Jahre 1987 erkundet und stabilisiert, gemessen wurde 1988.
Das Netz liegt im Gebiet von Hincova dolina und dolina Zabich ples im Bereich Vysoké Ta-
try (Hohe Tatra) westlich des Punktes Rysy. Es besteht aus acht Punkten mit Héhendiffe-
renzen von fast 900 m und der langsten Seite von 2,5 km. Die Héhenwinkel der Visuren be-
wegten sich zwischen 4 und 43 gon. Die schiefen Distanzen wurden mittels Geodimeter,
Kern Mekometer 3000 und Wild Di 2000 gemessen.

Verbindungs Lange Verbindungs- Linge
linie [m] linie [m]
1-2 1001,8875 2-8 1610,9631
-3 1.446,1933 34 956,631 7
14 774,0273 3-5 528,8444
1-5 959,4129 3-6 670,5267
1-6 1610,4552 3-7 925,0906
1-7 2352,9518 3-8 1023,2518
1-8 2460,5242 4-5 631,2200
2-3 650,3294 4-6 881,7779
2-4 887,4049 4-7 1864,8642
2-5 461,1159 5-6 920,7156
2-6 1131,3256 6-7 1249,6828
2-7 1429,1910 6-8 1110,8493
-8 402,3757

Tab. 1: Auf die Mitten der Stabilisations-
marken reduzierte Langen

Die Visur 4-8 wurde nicht gemessen, in den Seiten 5-7 und 5-8 bestand keine Sicht-
verbindung. Bei allen weiteren 25 Visuren wurden Stand- und Zielpunkt vertauscht und so
die Distanz aus beiden Richtungen gemessen. Nur in Punkt 4 wurde nur ein Prismen-
reflektor aufgestellt. Die gemessenen Langen wurden wegen physikalischer Einflisse
korrigiert und auf die Zentren der Stabilisierungsmarken reduziert (Tabelle 1). Die durch-
schnittliche absolute Verbesserung der gegenseitig gemessenen Seiten betragt nur 0,36
mm (Tabelle 4). Diese hervorragenden Ergebnisse wurden durch die feste Aufstellung der
Stative auf allen Punkten wahrend der gesamten MefBzeit, die Messung an verschiedenen
Tagen, aber zu gleichen Tageszeiten bei ungefahr gleichen meteorologischen Bedingun-
gen sowie durch die ausgezeichneten Eigenschaften der benitzten Entfernungsmesser er-
Zielt.

Das technologische Verfahren fir die Bestimmung der Zenitwinkel ist in [1] beschrie-
ben, in [6] finden sich ihre numerischen Werte.
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3. Die Suche nach der passenden Form der Volumensbedingung
und ihre Herleitung

Bei der Ausglejchung eines ebenen Netzes, Triangulations-, Trilaterations- oder kom-
binierten Netzes, gilt als Grundfigur das Dreieck. Man spricht dann von Trigonometrie wo-

bei alle notwendigen Beziehungen fir die Ausgleichung eines solchen Netzes aus trigono-
metrischen Beziehungen abgeleitet werden.
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Abb. 2a,b,c: Zur Ableitung der Volumensbedingung

Bei der Ausgleichung des Raumnetzes betrachten wir als geometrische Grundfigur
ctraeder, das die einfachste Raumfigur darstellt. Die Eigenschaften des Tetraeders
enannte Tetragonometrie, z.B. in [7]. In [2] und [9] sind viele geometri-
traeder abgeleitet oder angeftihrt. In der [2] haben wir die For-
olumens V eines Tetraeders gefunden, wenn die Langen a, b,
ten gegeben sind (Abbildung 2a). Sie hat die Form

a2+ q2+rP-p?)+b2q?(c2+a?-b2+r2+p2—g?) +
2 L 2 -1?)—a2q?r—b2r2p2—c2p2q2—a2b2c?* . (1)

p? 1

P 1

2

fal
11

<el, Winkelfunktionen, oder sonstige Funktionen auf. Die be-
rd nach Abbildung 2a zusammengestellt. Diese illustriert zwei

5. Die Summe ihrer Volumina ist gleich der Summe der von
insamen Koérperdiagonalen 1-5. Also:
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Vio34 + Vogas = Vioss + Viass + Vioas - ()

Je nach Lage des Schnittpunktes P der Kérperdiagonalen 1-5 mit der Dreiecksebene
2, 3, 4 unterscheidet man drei Falle:

1. Der Schnittpunkt P liegt innerhalb des Dreiecks 2, 3, 4. Fir diesen Fall gilt (3) -
siehe Abbildung 2a.

2. Der Schnittpunkt P liegt auBerhalb des Dreiecks 2, 3, 4 an einer seiner Seiten -
siehe Abbildung 2b. Dann gilt die bedingte Volumensgleichung in der Form

Vi234 + Vogas = Vioas + Vioas = Viass -

3. Der Schnittpunkt P liegt auBerhalb des Dreiecks an einem seiner Scheitel - siehe
Abbildung 2c. Dann gilt die bedingte Volumensgleichung

V1234 + V2345 = V1235 - V1345 - V1245 '

Wenn mit den Buchstaben a, b, c, p, q, 1, s, t, v die Kanten des Hexaeders und mit w
die Korperdiagonale bezeichnet werden (Abb. 2a), dann gilt fir das gemeinsame Hexaeder
die bedingte Volumensgleichung

Vv + VapeswE V. =0. (4)

abcpar agrtvw * prrsvw * chqstw

Wenn man fur die entsprechenden Volumina die Formel von Tartaglio [2] einsetzt, be-
kommt man die Bedingungsgleichung in der Form

11—2[32 pPPb?+c?-a2+q?+rP-pY)+b2q?(2+a2-b%+12+p2-¢g?) +

4212 (a2 4 b2 -2+ p2+R-12)—a2q?r2— b2 12 p2 — 2 p2 g2 — a2 b2 c2]* +

+ (a2 2 (02 + P —a2 + P +v2—5?) + b2 12 (2 + a2 — b2+\,2+32_t2)

+02v2 (B2 +b2—c2+ 82 +12—v2) a2 2v2 b2 v2s2 2212~ a2 b2 c2] 7 ¢

_12 [@2w2(g2+rP-a?+t2+v2-w?) +q2v2(P+a2-qg?+ 1P +w2—-vd) +
+P22 @2+ -2 +w2 +v2— 1) —a? V2 - 22 w2 —r2 w2 v2 - a2 g2 12z +
w.“%z[bzw2 P2+ —b2+s2+v2—w) + p2v2 (P + b2 —p2+s2+w2—v2) +
+1282 (02 4+ p2 12+ w2+ v2—52) —b2s2v2 —p2s2 w2 — 12 w2 V2 — b2 p2 12]7 +
t%z[czwz P2+q2—c?+s2+12—w?) +p2t2 (2 +c2—p2+s2+ w2 —1?) +
+ Q252 (P4 p2— 2+ W2+ 2—s2) — c2 8212~ p2 s w2 — R w2 12— c2 p2 g23= 0
Wenn wir die linke Seite von (5) mit U=U (a, b, ¢, p, q, 1, S, t, v, w) bezeichnen, kon-

nen wir diese Gleichung linearisieren (unter der Voraussetzung der Existenz der nétigen
Ableitungen) mit Hilfe des Taylorsatzes in der Form

8Ly, 8Uv adon, - S 2 +yv,+ ou +ﬂvt+yv + 2y -0

a2 b P 80°8pp8qq8r 5s S ot v Y ow W

worin wir die partiellen Ableitungen und den Widerspruch U° mittels der gemessenen
Werte ausdriicken. Die partiellen Ableitungen wurden aus (5) durch Ableitung nach den
einzelnen Veranderlichen a, b, c, p, q, 1, s, t, v, w gebildet. So z.B. gibt die Ableitung nach
der Veranderlichen a, unter Beruicksichtigung von
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12Vapepqr =82 P? (PP + 2 —a2 + g2 + 12— p?) + b2 g? (P + @2 —b? + 12 + p2 — q?) +
+C212(a2+b2—c? +p? + 2—12) —a2 2 12— b2 12 p2 — 2 p2 g2 — a2 b2 c2] 7
und entsprechenden Umformungen, den Ausdruck
B ] ——a {(M )~ [p? (b2 + 2 —a® + g2 + 12 — p2 —a?) + (g% — c?) (b%—r?)] +
sa 144 Vavepa! (P : J 4
+ (Vapesny) ™ [82 (02 + c2 — a2 + 12 + v2 — 52 —a?) + (P — c?) (b2 — v3)] =

+ (Vaguw) " W2 (02 + 12 —a2 + 12+ v2 — w2 —a2) + (v2 - 1?) (g% - )]}
Nach demselben Verfahren erhédlt man die Ableitungen nach den ubrigen Veranderli-
chen in (5).

Man kann die einzelnen Ableitungen auch durch die Determinanten nach (2) aus-
driicken. Die Determinante mit der Unbekannten x2 nur in einem ihrer Elemente driickt
man in der Form aus

D =D (x=0) +(-1)*Ix2 SD;; (6)

worin D(x=0) die urspriingliche Determinante D ist, in der x durch die Null ersetzt wur-
de, und SDij die Subdeterminante zum Element x ist, das in der i-ten Zeile und in der j-ten
Spalte steht. Leitet man (6) nach x ab, bekommt man

dD/dx = (~1)** 2x SD;.

Eine Determinante mit der Unbekannten x2 in zwei ihrer Elemente, wie in (2) druckt
man in der Form aus

D = D(x = 0) + (~1)™ 2x2 SD;; (x = 0) - x* SSD;

worin D(x=0) die urspriingliche Determinante D ist, in der alle x durch Nullen ersetzt
wurden. Die SSD;; ; ist die Subdeterminante zu den Elementen x, aus denen das erste in
deri-ten Zeile und in der j-ten Spalte, das zweite in der j-ten Zeile und in der i-ten Spalte
liegt. Die Ableitung der vorhergehenden Gleichung ergibt die Form

dD/dx = (=1)* 4x SDy; (x = 0) — 4x3 SSDy; .

4. Numerische Anwendung

Zuerst ist es notig, die Anzahl der Bedingungsgleichungen zu bestimmen. Nach Ab-
bildung 2 ist die Anzahl der Scheitel n = 8. Die Anzahl aller méglichen Verbindungslinien ist
28. In unserem Netz wurden aber drei Seiten nicht gemessen (5-7, 5-8, 4-8). Die Anzahl
der gemessenen Seiten ist also 25. Die Anzahl der notwendigen Seiten ist 3(n-3)+3 =
= 3(n-2) = 18, und die Anzahl der Bedingungsgleichungen r = 25-18 = 7.

Nach Abbildung 1 wurden also sieben Hexaeder bestimmt, fir welche die bedingten
Volumensgleichungen aufgestellt wurden. Es sind dies die Hexaeder:

1.:1,2345 3:13456 5:234,6,7 7.:1,3,6,7,8.

2:2,3,456 4.:1236,7 6.:2,3,6,7,8
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) Bedingungs- Widerspriiche
*) 1 2 3 4 5 6 7 gleichung No. [ Vor der Aus- | Nach der Aus-
1-2 | -477662 252544 gleichung [m®) | gleichung [m?)
1-3 1204052 479563 | -1637186 -3808133 1 -711 -6
1-4 -301873 326254 2 928 0
1-5 -532361 -272053 3 614 —
1-6 -517371 198221 -4837406 4 5475 5
1-7 1698226 -9062754 5 -6295 -57
1-8 17268754 6 4818 26
2-3 -438207 | 195814 343951 276111 | -233942 7 -32423 -29
2-4 280100 | 159638 -225713
255 f) 2070BL 10858 Tab. 3: Widerspriiche
2-6 -202214 -65029 101503 568805
2-7 —482027 | -351999 | 1441746
2-8 -1593467
3-4 -527299 | -775980 | ~901668 7607287
3-5 —-414736 | 561524 | 335314
3-6 540426 | 481695 | -173282 | -1881643 744855 | 2150656
3-7 -1401636 | 7122353 | 2062036 | 3807464
3-8 —2236550 | -7664410
4-5 231888 | 400424 | 508752
+1-6 424599 | 805200 1482964
4-7 -8604365
5-6 -580337 [ -565592
6-7 205877 | 2034755 | 3894287 | 5842124
6-8 3394361 | -9471411
7-8 2467033 | -439762:4

*) Verbindungslinie

**) Bedingungsgleichung Ne.

Tab. 2: Partielle Ableitungen

Gewichte: p;; =1 Gewichte: p;; = 9(1 +1;,)~*
Verbindungs- mo = £0,94mm mp = +1,0lmm

linie Verbesserung mi; Verbesserung ny;

fmm)] [inm] [mm] [mm]
) 0,32 0,85 0,13 0,66
1-3 0,90 0,55 0,81 0,46
11 0,03 0,80 ~0,03 0,57
1-5 0,20 0,86 0,06 0,65
L6 ~0,13 0,74 0,07 0,64
e 1,66 0,63 2,22 0,59
1-8 0,39 0,62 0,41 0,58
2-3 ~0,21 0,89 0,11 0,55
24 0,09 0,88 0,07 0,64
2.5 0,02 0,93 0,02 0,49
2.6 0,01 0,90 0,04 0,71
2.7 0,19 0,91 0,03 0,82
2-8 0,25 0,91 0,34 0,88
3 0,34 0,67 0,45 0,50
35 0,14 0,80 ~0,15 0,18
36 ~0,14 0,86 0,19 0,53
37 0,74 0,68 0,30 0,55
3-8 0,18 0,78 0,22 0,64
4-5 0,30 0,89 —017 0,56
4-6 0,38 0,77 ~0,27 0,57
47 0,26 0,67 0,03 0,59
5.6 0,30 085 0,30 0,60
67 0,52 0,75 0,51 0,61
6-8 0,75 0,78 0,55 0,63
7-8 ~0,49 0,87 0,17 0,48

Tab. 4: Ldngenverbesserungen und Schétzungen der
mittleren quadratischen Léngenfehler
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Tabelle 2 enthalt die partiellen Ableitungen in 7 Bedingungsgleichungen fir 25 unbe-
kannte Distanzen. Tabelle 3 zeigt in der ersten Spalte die Widerspriiche vor und in der
zweiten Spalte nach der Ausgleichung. Tabelle 4 enthélt die Streckenverbesserungen und
Schatzungen ihrer mittleren quadratischen Fehler mit dem Messungsgewicht pjj = 1 und
mit dem Messungsgewicht p;; = 9(1+I )2, worin I die in Kilometern ausgedruckten Seiten-
langen sind. Diesen zwei Gewmhtsvananten entsprechen die a-posteriori mittleren Ein-
heitsfehler my = 0,94 mm und m, = 1,01 mm. Die durchschnittliche absolute Verbesserung
betragt 0,36 mm bzw. 0,31 mm. Bei der zweiten Gewichtsvariante wurden die Gewichte
nach der Formel p;; = m0’2/m2I berechnet, mit dem a-priori Wert m’y = 3 mm und my; = 1+};
[km}.

5. AbschiuBB

Die vorliegende Arbeit gibt eine neue sogenannte Volumensbedingung fur die Aus-
gleichung eines dreidimensionalen Trilaterationsnetzes an. Die Vorteile liegen in ihrer un-
gewohnlichen Empfindlichkeit auf Streckenfehler, weil deren Gr6Be mit dem Volumen des
entsprechenden Tetraeders wachst. Die Ausgleichung der Langen allein deckt die syste-
matischen oder groben Fehler auf und zwar ohne den Einflu3 der Fehler in den gemesse-
nen Zenitwinkeln. Als Vorteil gilt auch die AusschlieBung der inneren Funktionen. Dieser
Umstand wird durch die Formel von Tartaglio fiir die Berechnung des Tetraedervolumens
nur aus den Langen bewirkt. Die Ausgleichungnach bedingten Beobachtungen bietet noch
einen weiteren Vorteil - sie bedarf keiner Definition eines Koordiantensystems wie z.B. bei
den vermittelnden Beobachtungen. Dadurch fallen die Schwierigkeiten bei der Reduktion
der gemessenen GréBen weg [5].

Zur selbstéandigen Ausgleichung der Strecken im benutzten Raumnetz muf3 hervor-
gehoben werden, dafB es sich um ungewdhnlich genaue Messungen handelt, wie aus den
beidseitigen Beobachtungen, aus den Verbesserungen der Ausgleichung und aus der
Schéatzung ihrer mittleren quadratischen Fehler hervorgeht. Die Ergebnisse aus beiden
Gewichtsvarianten weisen keine groBen Differenzen auf.

Ein Nachteil der Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen ist die allgemein be-
kannte Schwierigkeit in der Aufstellung der Form der Bedingungsgleichungen und oft auch
die Feststellung der nétigen Anzahl dieser Gleichungen. Sollen das Ergebnis die Raum-
koordinaten oder wenigstens die Hohen der einzelnen Punkte sein, so ist es nétig, die aus
den Bedingungen gewonnenen ausgeglichenen GrdBen in das zugehdrige System zu
transformieren.

Die Verbesserung v,, der gemessenen Seite |,, hat in beiden Gewichtsvarianten Aus-
reiBerwerte (-1,66 mm bzw. -2,22 mm). In der ersten Variante (pIl = 1) ist die mittlere Ver-
besserung

m, =my\ n'/n =0.94 mm 4/ 7/25 = 0.50 mm
und die normierte Verbesserung t,, = v,;,/m, = 3,32. Die nach dem Pearson-Test be-

stimmte kritische Grenze von t (o« =5%) = 2,72 wurde Uberschritten. In der zweiten Varian-
te p;7 = 0,80 ist auf die Gewichtseinheit normiert

V7=V < pPy7=1.98 mm, m, =1.01 mm [ 7/25 = 0.53 mm,
ty7 = Vyz/m,, = 8.74 beit, = 2.72.

In beiden Varianten hat die Verbesserung einen statistisch, nicht aber geodatisch be-
deutsamen Wert, der auf einen groBeren Fehler in der gemessenen Strecke |, hindeutet.
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Wahrscheinlich wurde er durch ungenaue Zentrierung verursacht. Hier bestatigt sich die
Effizienz der Trilaterationsausgleichung in der Aufdeckung grober Fehler. Man kann aber
erwarten, daB3 im Restfehler der ausgeglichenen Strecke €';, = €,;,—Vv,, der urspriingliche
grobe Fehler €,, sowie auch sein EinfluB auf die tbrigen ausgeglichenen Strecken durch
die Erfillung der sieben Bedingungen wesentlich reduziert wurde.

Die vorgelegte Methode gibt also die Méglichkeit der Benutzung einer neuen unab-
hangigen Bedingung fur die Ausgleichung von rdumlichen Trilaterationsnetzen und da-
durch auch die Méglichkeit zur Beseitigung von systematischen oder groben Fehlern.
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