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schen der zentralen Organisationsstelle und den einzelnen MeBtrupps zu. Ebenso wichtig
sind die Sicherheitsvorkehrungen fir das gesamte Personal.

Die im Bericht angefuhrten Ergebnisse bestatigen die Genauigkeitsangaben der Mef3-
gerate-Hersteller. Der Einsatz der modernen MeBmittel ermdéglicht zwar einen rationellen
Arbeitsablauf, der aber noch mit umfangreicheren Vorbereitungen und héheren Kosten
verbunden ist.
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Eine L6sung von 3-D Transforma-
tionen mit Hilfe der Methode der
kleinsten Absolutwertsumme

vonJ. Somogyi und J. Zavoti, Sopron

Zusammenfassung

Der Aufsatz beschéftigt sich mit der Bestimmung von Transformationsparametern mittels der
Methode der kleinsten Absolutwertsumme. Es wird eine L&sung fur die dreidimensionale Transforma-
tion vorgestellt, die auch als zweidimensionale Variante einsetzbar ist.

Abstract

The paper deals with the determination of transformation parameters with the method of the least
sum of absolute values. It gives a solution for the three dimensional transformation which is also usea-
ble for the two dimensional version.

1. Einleitung

Eine sehr effektive Methode der robusten Schatzung zur Ausscheidung grober Fehler
ist die Methode der Summe der kleinsten Absolutwerte (auch als L1-Norm bezeichnet). Es
wurden bereits mehrere Versuche zu ihrer Anwendung in der Geodasie unternommen (z.B.
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Fuchs, 1982; Hahn und Bill, 1984; Ebong, 1985; Kampmann, 1986; Burstedde und Cremer,
1986). Bei dieser Lésung wird der Positionsparameter (annehmbarer Wert) mit Hilfe des
Medians geschéatzt. Die Bestimmung des Medians ist eine Aufgabe der linearen Program-
mierung, was von den in der Geodasie allgemein angewandten Berechnungsalgorithmen
abweicht und im allgemeinen zu komplizierteren Lésungen flhrt. Ein gutes Beispiel dafir
ist die Lésung der Helmerttransformation aufgrund des von Fuchs (1982) beschriebenen
Algorithmus, der ein konvexes, nicht-lineares Optimierungsproblem in sich birgt. Im folgen-
den wird eine einfachere Lésungsmaoglichkeit beschrieben, die zur Lésung von drei- und
zweidimensionalen Transformationen mit Hilfe der L1-Norm anwendbar ist.

2. Direkte Bestimmung der Drehparameter einer dreidimensionalen Transformation
aufgrund der L1-Norm

Die allgemeine Form der dreidimensionalen Ahnlichkeitstransformation lautet:
X=mRBRx+X, (1

Bekanntlich setzt sich die rdumliche Transformation aus folgenden drei Phasen zu-
sammen: Verschiebung, MaBstabsermittiung und Drehung um die drei Koordinatenach-
sen. Vom mathematischen Gesichtspunkt aus ist die dritte Phase am interessantesten, da
die Koeffizienten der orthogonalen Drehmatrix R nichtlineare Funktionen der drei unab-
hangigen Parameter sind. Deshalb wird allgemein eine Iterationslésung mit Hilfe der durch
das Differenzieren der Formeln (1) gewonnenen linearen Gleichung angewendet. Es be-
steht jedoch auch die Mdglichkeit der direkten Bestimmung von R (z.B. Thompson, 1959;
Schut, 1959; Somogyi, 1969), was hauptséchlich in der photogrammetrischen Praxis An-
wendung gefunden hat.

Die Verschiebung kann durch die Einflihrung von Schwerpunktkoordinaten eliminiert
werden und auch die beiden Koordinatensysteme kénnen leicht auf gemeinsamen Maf3-
stab gebracht werden. Die Koeffizienten r11 ... r33 der Matrix R sind Funktionen von drei
Parametern «, B und v. (Einzelheiten dazu findet man z.B. in den oben erwéhnten Arbei-
ten):

1+02—p2 -+ 2(aB —y) 2(ay +B)
T+ +P2+y° 1+a?2+ B2+ 1+a2+B2+72

2(af +y) 1 @50 P 2By -—o) @)
1+02+pB2+¥ 1T+a2+B%+y T+a?+ B2+

2(ay —B) 2(c + By) 1+v"— o — B2
1+a2+pR%+7? 1+ 0%+ B2+ 72 1+a2+B2+v2

Zwecks Bestimmung der drei unabhéngigen Parameter kénnen folgende lineare Glei-
chungen geschrieben werden:

0 + (Z+2)B = (Y+Y)y = (X=Xx);
—(Z+2)a + 0 + (X+x)y = (Y=y); (3)
(Y+y)ja - X+x)p + 0 = (Z-2)

wo X, Y und Z die aufden Schwerpunkt reduzierten Koordinaten des ersten Systems,
X, y und z die auf den Schwerpunkt des zu transformierenden Systems und auf den Maf3-
stab des ersten Systems reduzierten Koordinaten bedeuten.
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Die Aufstellung der Simplex-Tabelle geschieht aufgrund von (3) wie folgt:

841 =0 a,n1 =477 Qjion 1 =Yi+Y

8, =4+ A,p2 =0 Qjion2 =K%

83 =YY Q,n3 =Xi+X 8,003 =0

b; =X, =X _ (4)
b,n =Yi—y i=1,2,...n

Biyon =4i—7

Zur Bestimmung der Unbekannten o, B und y des Uberbestimmten Systems von 3n
Gleichungen nach L1-Norm wurde der Algorithmus von Barrodale und Roberts (1973) an-
gewendet. Der Algorithmus bestimmt jene Werte von «, 8 und v, fiir die die Summe der Ab-
solutwerte der Reste ein Minimum ergibt:

3n
e=;lbi‘ai,1°“ai,25‘ai,37 (5)

Danach wurden mit Hilfe von o, B und v die Elemente r11 ... r33 der Drehmatrix R mit
Hilfe der Gleichungen (2) ermittelt. Letztlich erhélt man die einzelnen Verbesserungen fol-
genderweise:

Vi =X =XM1 = Yif12 = Zf43
Vy = Yi=Xilaq = Yifap = Zifpg 6)
V, =Zi= X3 —Yifap — Zifg3

In diesen Formeln beziehen sich die Koordinaten ebenfalls auf die Schwerpunkte der
Koordinatensysteme und die Koordinaten x;, y;, z; wurden bereits durch den MaBstab m
modifiziert. Zur Bestimmung des MaBstabes wurden die Entfernungen der in die Ausglei-
chung einbezogenen Punkte vom Schwerpunkt genommen und aus ihnen der erste
Nahrungswert als Durchschnittswert errechnet. Der Nahrungswert wurde dann bei jeder
Iteration verbessert.

Die in den Ausgangsdaten mdéglicherweise vorhandenen groben Fehler kénnen die
MaBstabsbestimmung verunsichern, da die Bestimmung dieser Unbekannten nicht mit der
L1-Norm durchgeflihrt worden ist. Der Einflu3 der groben Fehler auf den MaBstab kann da-
durch eliminiert werden, daf3 im Laufe der L1-Norm-L&sung des Gleichungssystems (3) fur
die GroBe der Widerspriiche eine obere Grenze angegeben wird. Wenn die an einem
Punkt berechneten Widerspriiche diesen Grenzwert tberschreiten, beginnt das Programm
die Rechnungen neu durchzufiihren, wobei jene Punkte, bei denen die Grenzwerte (iber-
schritten worden sind, bei der Bestimmung des MaBstabes und des Schwerpunktes auf3er
acht gelassen werden. Die lteration wird solange wiederholt, bis in den Gleichungen (3)
samtliche Widerspriiche innerhalb des angegebenen Grenzwertes liegen, vorausgesetzt,
daB noch gentigend Punkte zur Bestimmung der Unbekannten ubrig bleiben. Falls dies
nicht mehr zutrifft, mu3 der Grenzwert erh6ht oder die Messung verworfen werden.

Die soeben beschriebene direkte Bestimmung der Elemente der Drehmatrix R er-
mdglicht die Ruckfiihrung der Lésung der dreidimensionalen Transformation nach L1-
Norm auf eine einfache lineare Programmierungsaufgabe. Bei der oben stehenden Metho-
de tritt die bei der Helmerttransformation angewandte nichtlineare Ungleichung nicht auf.
Damit kann die Lésung einer konvexen Optimierungsaufgabe vermieden werden, die (bri-
gens nur iterativ gel6st werden kénnte (Meissl, 1968). Bei der dreidimensionalen Transfor-
mation lautet diese Ungleichung:
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Abb. 1: Projektion der Raumpunkte des Testfeldes auf eine Ebene
Rauschwerte

e Xi Yi Zj Xi Y1 4« y z

1 85.222  473.597 31.406 100 600 50 .001 .000 -.002
2 341.643  384.317 84.508 425 490 120 -.003 .007 .002
3 331,247 549,753 42,720 410 700 70 .005 -.001 .004
4 599.341  499.197 47.686 750 640 80 -.003 -.006 -.005
5 461.038 450.123 98.809 575 575 130 -.003 -.001 .001
6 662.555 358.101 175.311 830 460 240 -.003 -.003 -.009
7 479.666 312.235 131.080 600 400 180 .008 -.003 -.002
8 614.483 186.415 281.204 770 240 370 .010 .003 .003
9 449.272 118.973 395.079 560 150 510 -.002 .002 -.001
10 361.278 196.823 245.016 450 250 320 -.947 -.032 .000
11 273.686 41.185 335.413 340 50 430 .006 .005 .005
12 123.544 81.933 297.367 150 100 380 .000 -.003 -.317
13 218.276 177.286 207.798 270 220 270 .000 -.000 .002
14 183.757 366.847 110.633 225 465 150 -.004 -.75] .050
15 45.481  239.828 225.011 50 300 290 .000 .000 .002

Tabelle 1
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Ly Wg
Parameter nach Ausgleichung
P Vy vy vz Vy vy v,
1 .002 .001 -.001 .000 .001 -.005 a11=.9998339  a)=-.0122114
2 -.005 .010 .004 -.005 .010 .003 a12=.0120107  agp= .9998181
3 .006 -.001 .008 .006 .000 .007 ay3=.0137113  ap3= .0146485
4 -.006 -.008 -.003 -.004 -.005 -0027 1/m = 1.265818
5 -.006 -.001 . 004 -.005 .000 . 004 ag)=-.0133529
6 -.007 -.005 -.009 -.005 -.003 -.007 a39=-.0148135
7 .008 -.004 -.002 .009 -.003 -.002 asz3= .9997987
8 .009 .002 .002 .01 .003 .005
9 -.007 .000 -.005 -.007 -.001 -.002 a11=.9998336  ap1=-.0122161
10 -1.201 -.048 .003  -1.201 ~.049 .003 a19=.0120153  ap,= .9998180
11 .005 .006 .002 .005 .003 .003 a13=.0137178  ap3= .0146476
12 .001 -.001 -.394 .000 -.004 -.406 1/m = 1.265825
13 -.001 .001 .000 -.002 -.001 -.001 a3 =-.0135393
14 .001 -.950 .054 .000 -.951 .054 a3p=-.0148128
15 .000 .000 .000 -.002 -.002 -.002 asz3= .9997986
Sollwerte
aj) = .999833 ag) = -.012213 azy) = -.013529
ajp = .012012 agp = .998818 azp = -.014804
a3 = .013708 apy = .014639 a3y = .999798
1/m = 1.265823

Tabelle 2

\/ v;*(+v§/+v§Spi (7)

und bezieht sich im geometrischen Sinn auf den zu einer Kugel gehérenden raumli-
chen Radius p. Die lterationslésung eines derartigen konvexen Programmes wére noch
komplizierter, da anstatt eines Kreises bereits eine Kugel durch Polyeder angenahert wer-
den muBte.

Aufgrund der oben ausgefuhrten Prinzipien haben wir das Programm LTRANS ent-
wickelt. Es eignet sich recht gut zur robusten Ausgleichung r&umlicher Transformations-
probleme. Durch Einfuhrung der Substituierung z; = Z; = 0 kann dieses Programm zur ro-
busten Ausgleichung von Parametern einer Ahnlichkeitstransformation in der Ebene eben-
falls verwendet werden.

3. Rechenbeispiel

Als Abschlu3 méchten wir anhand einiger numerischer Berechnungen die vorher be-
sprochene L1-Norm-L&sung der rédumlichen und ebenen Transformation im Vergleich mit
anderen Methoden veranschaulichen. Die Koordinaten x, y und z eines aus 110 Punkten
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(X, Y, Z) bestehenden simulierten Testfeldes haben wir so erhalten, daB das System X, Y,
Z mit Hilfe der Werte r11 ... r33 (Tabelle 2) verdreht und mit dem MaBstabfaktor m = 0.79
multipliziert wurde. Zum Vergleich der Schatzungsmethoden wurden 15 Punkte ausge-
wahlt und ihre Koordinaten x;, y; und z; mit einem Rauschen (s,;, &, £,;) von kontaminierter
Normalverteilung versehen (Tabelle 1). Die Projektion der Raumpunkte des Testfeldes auf
eine Ebene ist in Abbildung 1 zu sehen. Mit den so verdnderten Daten wurden die
Transformationsparameter mit der L1-Methode und mit einem robusten M-Schétzer (So-
mogyi 1987, Somogyi, Kalmar 1991) bestimmt. Tabelle 2 zeigt die so erhaltenen Koordina-
tenwiderspriiche und Transformationsparameter fiir die verschiedenen Ansétze. In der Ta-
belle wurden auch die Soll-Werte angegeben.

Mit Hilfe der fehlerfreien, auf bejde Systeme bezogenen 95 Punkte wurden mit den
Transformationsparametern neue X, Y, und 25 Koordinaten berechnet. Die Vektordiagram-
me der Unterschiede X-X, = Vx, Y-, = Vy, und Z-2=Vz; sind in den Abbildungen 2 und 3
dargestellt. Sie spiegeln die Zuverlassigkeit der durch verschiedene Ausgleichungen erhal-
tenen Koordinaten wider. Zwischen den einzelnen L&sungen haben sich keine wesentli-
chen Unterschiede ergeben.
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