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sehen der zentralen Organisationsstelle und den einzelnen Meßtrupps zu. Ebenso wichtig 
sind die Sicherheitsvorkehrungen für das gesamte Personal. 

Die im Bericht angeführten Ergebnisse bestätigen die Genauigkeitsangaben der Meß­
geräte-Hersteller. Der Einsatz der modernen Meßmittel ermöglicht zwar einen rationellen 
Arbeitsablauf, der aber noch mit umfangreicheren Vorbereitungen und höheren Kosten 
verbunden ist. 
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Eine Lösung von 3-D Transforma­
tionen mit Hilfe der Methode der 
kleinsten Absol utwertsumme 

von J. Somogyi und J. Zavoti, Sopran 

Zusammenfassung 
Der Aufsatz beschäftigt sich mit der Bestimmung von Transformationsparametern mittels der 

Methode der kleinsten Absolutwertsumme. Es wird eine Lösung für die dreidimensionale Transforma­
tion vorgestellt, die auch als zweidimensionale Variante einsetzbar ist. 

Abstract 

The paper deals with the determination of transformation parameters with the method of the least 
sum of absolute values. lt gives a solution for the three dimensional transtormation which is also usea­
ble for the two dimensional version. 

1 .  Einleitung 

Eine sehr effektive Methode der robusten Schätzung zur Ausscheidung grober Fehler 
ist die Methode der Summe der kleinsten Absolutwerte (auch als L 1 -Norm bezeichnet) . Es 
wurden bereits mehrere Versuche zu ihrer Anwendung in der Geodäsie unternommen (z.B .  



ÖZNuPh 81 . Jahrgang/1 993/Heft 1 1 7  

Fuchs, 1 982; Hahn und Bil l ,  1 984; Ebong, 1 985; Kampmann, 1 986; Burstedde und Cremer, 
1 986). Bei dieser Lösung wird der Positionsparameter (annehmbarer Wert) mit Hilfe des 
Medians geschätzt. Die Bestimmung des Medians ist eine Aufgabe der l inearen Program­
mierung, was von den in der Geodäsie allgemein angewandten Berechnungsalgorithmen 
abweicht und im allgemeinen zu komplizierteren Lösungen führt. Ein gutes Beispiel dafür 
ist die Lösung der Helmerttransformation aufgrund des von Fuchs (1 982) beschriebenen 
Algorithmus, der ein konvexes, nicht-lineares Optimierungsproblem in sich birgt. Im folgen­
den wird eine einfachere Lösungsmöglichkeit beschrieben, die zur Lösung von drei- und 
zweidimensionalen Transformationen mit Hilfe der L 1 -Norm anwendbar ist. 

2. Direkte Bestimmung der Drehparameter einer dreidimensionalen Transformation 
aufgrund der L 1 -Norm 

Die allgemeine Form der dreidimensionalen Ähnl ichkeitstransformation lautet: 

( 1 )  

Bekanntlich setzt sich die räumliche Transformation aus folgenden drei Phasen zu­
sammen: Verschiebung, Maßstabsermittlung und Drehung um die d rei Koordinatenach­
sen. Vom mathematischen Gesichtspunkt aus ist die dritte Phase am interessantesten, da 
die Koeffizienten der orthogonalen Drehmatrix .8. nichtlineare Funktionen der drei unab­
hängigen Parameter sind. Deshalb wird allgemein eine lterationslösung mit Hi lfe der durch 
das Differenzieren der Formeln (1 ) gewonnenen linearen Gleichung angewendet. Es be­
steht jedoch auch die Möglichkeit der direkten Bestimmung von .8. (z.B. Thompson, 1 959; 
Schut, 1 959; Somogyi, 1 969), was hauptsächlich in der photogrammetrischen Praxis An­
wendung gefunden hat. 

Die Verschiebung kann durch die Einführung von Schwerpunktkoordinaten eliminiert 
werden und auch die beiden Koordinatensysteme können leicht auf gemeinsamen Maß­
stab gebracht werden. Die Koeffizienten r1 1 „ .  r33 der Matrix .8. sind Funktionen von drei 
Parametern a, ß und -y. (Einzelheiten dazu findet man z.B. in den oben erwähnten Arbei­
ten) :  

1 + a2 - ß2 - 'Y2 
1 + a2 + ß2 + 'Y2 

2(a@ +:y) 
1 + a2 + ß2 + 'Y2 

2(a-y -ß) 
1 + a2 + ß2 + 'Y2 

2(aß 4) 
1 + a2 + ß2 + 'Y2 
1 + @2 - a2 -:y2 
1 + a2 + ß, + 'Y2 

2(a + ß-y) 
1 + a2 + ß2 + -y2 

2(a-y + ß) 
1 + a2 + ß, + 'Y2 

2(@:y- a) 
1 + a2 + ß2 + 'Y2 
1 + 'Y2 - a2 - ß2 
1 + a2 + ß2 + 'Y2 

(2) 

Zwecks Bestimmung der drei unabhängigen Parameter können folgende lineare Glei­
chungen geschrieben werden: 

0 + (Z + z) iß - (Y + y) i'Y = (X- x) i 
- (Z + z)ia + 0 + (X + x) i'Y = (Y- y) i (3) 

(Y + y) ia - (X + x)iß + 0 = (Z- z)i 

wo X, Y und Z die auf den Schwerpunkt reduzierten Koordinaten des ersten Systems, 
x, y und z die auf den Schwerpunkt des zu transformierenden Systems und auf den Maß­
stab des ersten Systems reduzierten Koordinaten bedeuten. 
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Die Aufstellung der Simplex-Tabelle geschieht aufgrund von (3) wie folgt: 

ai, 1 
ai, 2  
ai, 3 
bi 
bi + n  
bi + 2n 

= 0 
= Zi + zi 
= -Yi - Yi 

= Xi - xi 
= Yi - Yi 
= Zi - zi 

ai + n, 1 = -Zi - zi 
ai + n, 2 = 0 
ai + n, 3 = xi + xi 

i = 1, 2, . . .  n 

ai + 2n, 1 
ai + 2n, 2 
ai + 2n, 3 

= Yi + Yi 
= -Xi - xi 
= 0 

(4) 

Zur Bestimmung der Unbekannten a, ß und 'Y des überbestimmten Systems von 3n 
Gleichungen nach L 1 -Norm wurde der Algorithmus von Barrodale und Roberts ( 1 973) an­
gewendet. Der Algorithmus bestimmt jene Werte von a, ß und 'Y· für die die Summe der Ab­
solutwerte der Reste ein Minimum ergibt: 

3n 
e = L lb. - a. 1 a - a. 2 ß - a. 3'Y I 

i = 1 1 1 ,  1, 1, (5) 

Danach wurden mit Hilfe von a, ß und 'Y die Elemente r1 1 . . .  r33 der Drehmatrix B mit 
Hilfe der Gleichungen (2) ermittelt. Letztlich erhält man die einzelnen Verbesserungen fol­
genderweise: 

vx = xi - xir1 1  - yir12 - zir13  
vy = Yi - xir21 - yir22 - zir23 
vz = zi - xir31 - yir32 - zjr33 

(6) 

In diesen Formeln beziehen sich die Koordinaten ebenfalls auf die Schwerpunkte der 
Koordinatensysteme und die Koordinaten xi, yi, zi wurden bereits durch den Maßstab m 
modifiziert. Zur Bestimmung des Maßstabes wurden die Entfernungen der in die Ausglei­
chung einbezogenen Punkte vom Schwerpunkt genommen und aus ihnen der erste 
Nährungswert als Durchschnittswert errechnet. Der Nährungswert wurde dann bei jeder 
Iteration verbessert. 

Die in den Ausgangsdaten möglicherweise vorhandenen groben Fehler können die 
Maßstabsbestimmung verunsichern, da die Bestimmung dieser Unbekannten nicht mit der 
L 1 -Norm durchgeführt worden ist. Der Einfluß der groben Fehler auf den Maßstab kann da­
durch eliminiert werden, daß im laufe der L 1 -Norm-Lösung des Gleichu ngssystems (3) für 
die Größe der Widersprüche eine obere Grenze angegeben wird. Wenn die an einem 
Punkt berechneten Widersprüche diesen Grenzwert überschreiten, beginnt das Programm 
die Rechnungen neu durchzuführen, wobei jene Punkte, bei denen die Grenzwerte über­
schritten worden sind, bei der Bestimmung des Maßstabes und des Schwerpunktes außer 
acht gelassen werden. Die Iteration wird solange wiederholt, bis in den Gleichungen (3) 
sämtliche Widersprüche innerhalb des angegebenen Grenzwertes liegen, vorausgesetzt, 
daß noch genügend Punkte zur Bestimmung der Unbekannten übrig bleiben. Falls dies 
nicht mehr zutrifft, muß der Grenzwert erhöht oder die Messung verworfen werden. 

Die soeben beschriebene direkte Bestimmung der Elemente der Drehmatrix B er­
möglicht die Rückführung der Lösung der dreidimensionalen Transformation nach L 1 -
Norm auf eine einfache l ineare Programmierungsaufgabe. Bei der oben stehenden Metho­
de tritt die bei der Heimarttransformation angewandte nichtlineare Ungleichung nicht auf. 
Damit kann die Lösung einer konvexen Optimierungsaufgabe vermieden werden, die übri­
gens nur iterativ gelöst werden könnte (Meissl, 1 968). Bei der dreidimensionalen Transfor­
mation lautet diese Ungleichung: 
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1 5 s 1 '! 
Abb. 1: Projektion der Raumpunkte des Testfeldes auf eine Ebene 

Rauschwerte 
p xi Yi zi xi yi zi X y z 

l 85 . 222 473 . 597 3 1  . 406 1 00 600 50 . 001  . 000 - . 002 
2 34 1 . 643 384 . 3 1 7  84 . 508 425 490 1 20 - . 003 . 007 . 002 
3 331  . 247 549 . 753. 42 . 720 41 0 700 70 . 005 - . 00 1  . 004 
4 599 . 341 499 . 1 97 47 . 686 750 640 80 - . 003 - . 006 - . 005 
5 46 1 . 038 450 . 1 23 98 . 809 575 575 1 30 - . 003 - . 00 1  . 00 1  
6 662 . 555 358 . 1 0 1 1 75 . 31 1  830 460 240 - . 003 - . 003 - . 009 
7 479 . 666 31 2 . 235 1 3 1 . 080 600 400 1 80 . 008 - . 003 - . 002 
8 61 4 . 483 1 86 . 41 5  281 . 204 770 240 370 . 0 1 0  . 003 . 003 
9 449 . 272 1 1 8 . 973 395 . 079 560 1 50 51 0 - . 002 . 002 - . 001 

1 0  361 . 278 1 96 . 823  245 . 0 1 6  450 250 320 - . 947 - . 032 . 000 
1 1  273 . 686 41 . 1 85 335 . 41 3  340 50 430 . 006 . 005 . 005 
1 2  1 23 . 544 81  . 933 297 . 367 1 50 1 00 380 . 000 - . 003 - . 31 7 
1 3  21 8 . 276 1 77 . 286 207 . 798 270 220 270 . 000 - . 000 . 002 
1 4  1 83 . 757 366 . 847 1 1 0 . 633 225 465 1 50 - . 004 - . 751  . 050 
1 5  45 . 481 239 . 828 225 . 01 1 50 300 290 . 000 . 000 . 002 

Tabelle 1 
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L1 Ws 
Parameter nach Ausgleichung 

p VX Vy vz VX Vy Vz 

1 . 002 . 001  - . 00 1  . 000 . 001  - . 005 a 1 1 = . 9998339 a2 1 = - . 01 221 1 4  

2 - . 005 . 01 0  . 004 - . 005 . 01 0  . 003 a 1 2= . 0 1 201 0 7  822= . 99981 81  

3 . 006 - . 00 1  . 008 . 006 . 000 . 007 a1 3= .  0 1 371 1 3  a23= . 0 1 46485 

4 - . 006 - . 008 - . 003 - . 004 - . 005 -0027 l /rn = 1 . 2658 1 8  

5 - . 006 - . 001  . 004 - . 005 . 000 . 004 a3 1 =- . 01 33529 

6 - . 007 - . 005 - . 009 - . 005 - . 003 - . 007 a3 2=- . 0 1 481 35 

7 . 008 - . 004 - . 002 . 009 - . 003 - . 002 333= . 9997987 

8 . 009 . 002 . 002 . 01 1  . 003 . 005 

9 - . 007 . 000 - . 005 - . 007 - . 001  - . 002 a 1 1 = . 9998336 a2 1 =- . 0 1 22 1 61  

1 0  - 1  . 201  - . 048 . 003 - 1  . 201  - . 049 . 003 a 1 2= .  0 1 201 5 3  822= . 99981 80 

1 1  . 005 . 006 . 002 . 005 . 003 . 003 a 1 3= .  0 1 371 78 a2 3= . 0 1 46476 

1 2  . 001  - . 00 1  - . 394 . 000 - . 004 - . 406 l /rn = 1 . 265825 

1 3  - . 001  . 00 1  . 000 - . 002 - . 001  - . 001 a3 1 =- . 0 1 35393 

1 4  . 00 1  - . 950 . 054 . 000 - . 95 1  . 054 a32=- . 0 1 481 28 

1 5  . 000 . 000 . 000 - . 002 - . 002 - . 002 a33= . 9997986 

Sollwerte 
a l l  = . 999833 a2 1  = - . 01 22 1 3 83 1  = - . 01 3529 

81 2  
= 

. 01 201 2 822 
= 

. 99881 8 a32 = - . 01 4 004 

8 1 3  = . 0 1 3708 823 = . 0 1 4639 833 = . 999798 

l /rn = 1 . 265823 

Tabelle 2 

(7) 

und bezieht sich im geometrischen Sinn auf den zu einer Kugel gehörenden räumli­
chen Radius p. Die lterationslösung eines derartigen konvexen Programmes wäre noch 
komplizierter, da anstatt eines Kreises bereits eine Kugel durch Polyeder angenähert wer­
den müßte. 

Aufgrund der oben ausgeführten Prinzipien haben wir das Programm LTRANS ent­
wickelt. Es eignet sich recht gut zur robusten Ausgleichung räumlicher Transformations­
probleme. Durch Einführung der Substituierung zi = Zi = O kann dieses Programm zur ro­
busten Ausgleichung von Parametern einer Ähnlichkeitstransformation in der Ebene eben­
falls verwendet werden. 

3. Rechenbeispiel 

Als Abschluß möchten wir anhand einiger numerischer Berechnungen die vorher be­
sprochene L 1 -Norm-Lösung der räumlichen und ebenen Transformation im Vergleich mit 
anderen Methoden veranschaulichen. Die Koordinaten x, y und z eines aus 1 1  O Punkten 
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Abb. 2: Diagramm der Unterschiede (Vxi, Vyi) für M-Schätzer und L 1-Norm 
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(X, Y, Z) bestehenden simulierten Testfeldes haben wir so erhalten, daß das System X, Y, 
Z mit Hilfe der Werte r1 1 . . .  r33 (Tabelle 2) verdreht und mit dem Maßstabfaktor m = 0.79 
multipliziert wurde. Zum Vergleich der Schätzungsmethoden wurden 1 5  Punkte ausge­
wählt und ihre Koordinaten xi, Yi und zi mit einem Rauschen (exi • eyi •  ezi) von kontaminierter 
Normalverteilung versehen (Tabelle 1 ) .  Die Projektion der Raumpunkte des Testfeldes auf 
eine Ebene ist in Abbildung 1 zu sehen. Mit den so veränderten Daten wurden die 
Transformationsparameter mit der L 1 -Methode und mit einem robusten M-Schätzer (So­
mogyi 1 987, Somogyi, Kalmar 1 991 ) bestimmt. Tabelle 2 zeigt die so erhaltenen Koordina­
tenwidersprüche und Transformationsparameter für die verschiedenen Ansätze. In der Ta­
belle wurden auch die Soll-Werte angegeben. 

Mit Hilfe der fehlerfreien, auf beide Systeme bezogenen 95 Punkte wurden mit den 
Transformationsparamet'irn neue �. � und 2i Koordinaten berechnet. Die Vektordiagram­
me der Unterschiede Xi-:Xi = Vxi, Yi-�i = Vyi und Zi-2i=Vzi sind in den Abbildungen 2 und 3 
dargestellt. Sie spiegeln die Zuverlässigkeit der durch verschiedene Ausgleichungen erhal­
tenen Koordinaten wider. Zwischen den einzelnen Lösungen haben sich keine wesentli­
chen Unterschiede ergeben. 
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