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Eliminierung der nicht-signifikanten Parameter bei der
Transformation zwischen ungleichartigen Koordinatensystemen

Von Klaus Hanke, Innsbruck

Kurzfassung

Zur Abbildung von Punkten von einem in ein anderes Koordinatensystem werden meist lineare
Transformationen verwendet. Die Anzahl identer Punkte ist im allgemeinen gering und ihre Verteilung
nichtimmerfreiwahlbar, sodaBdie Artder Transformation z. B. starken Einflu auf die Zuverlassigkeit der
berechneten Parameter hat. Ausgehend von einer Affintransformation wird — durch Test der einzelnen
Parameter auf Signifikanz — ein Minimalsystem von Transformationsunbekannten angestrebt und
dadurch die Sicherheit deren Bestimmung erhdht. Weiterswirdgezeigt, wie eine Vielzahl linearer Trans-
formationen aus der Affintransformation durch Kombination der vorgestellten, restriktiven Bedingungen
abgeleitet werden kénnen.

Summary

Regarding the transformation of points from one coordinate system to an other the choice of its
parametersis based on a statistical test of significance. Insignificant parameters are eliminated by setting
up constraints. Thus a number of linear transformations are derived, which describe the connection bet-
ween the coordinate systems in a sufficient way.

1. Einleitung

Mit den zunehmenden Mdéglichkeiten der graphischen Datenverarbeitung gewinnt auch
die Verknupfung numerischer und graphischer Daten an Bedeutung. Im Zusammenhang mit
der Digitalisierung von Planen und Karten (Analog-Digital-Umwandlung), stellt sich die Auf-
gabe, die gemessenen Koordinaten vom System des Digitalisiertisches in ein geodatisches
Koordinatensystem tberzuflhren. Hiezu werden aus identen Punkten Transformationspara-
meter bestimmt, die eine bijektive Abbildung zwischen den beiden Koordinatensystemen
beschreiben.

Bei der Wahl des funktionalen Modells der Transformation ist oft die Zahl identer PaB-
punkte entscheidend. Eventuell werden noch Zusatzinformationen tber die Entstehung der
graphischen Vorlage oder spezielle Eigenschaften des Zeichentrégers (z. B. Papierverzug)
berticksichtigt.

Kenntman mehr Punkte in beiden Systemen als zur eindeutigen Bestimmung der Trans-
formationsparameter nétig sind, wird eine Schatzung nach dem Gauf3’schen Minimumsprinzip
mdglich. Zur Aufdeckung von AusreiBernverwendet man statistische Verfahren, die Entschei-
dungen Uber Verbleib oder Streichung fehlerhafter Messungen erleichtern.

Ausgehend von einer Affintransformation lassen sich die ,impliziten Transformations-
parameter — MaBstabe und Drehwinkel — infolge ihrer Korrelationsfreiheit auf Signifikanz
testen und sowohl die Gefahr einer Uber- als auch einer Unterparametrisierung des Aus-
gleichsmodells vermeiden.

2. Das Modell der iiberbestimmten linearen Transformation

Allgemein [&Bt sich eine Transformation von einem Koordinatensystem (X', y’) in ein
anderes System (x, y) durch folgende Gleichungen beschreiben:

x=a,tax tay +ax?+axy+ay?...

(1)
y = by + byx"+ by + byx? + b,xy + bgy? . ..

2.1. Affintransformation

Setzt man voraus, daB sich eine Gerade wieder als solche abbilden und auch die Paralle-
litdt zweier Geraden erhalten bleiben soll, so beschrankt man sich auf die konstanten und
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linearen Glieder. Diese allgemeine lineare Transformation wird auf Grund ihrer geometrischen
Eigenschaften auch alsaffine Transformationbezeichnetund beinhaltet sechs Parameter, die
Zu bestimmen sind.
x=ay+ a;x'+ ayy’ 2)
y=b, +b'x' + by’

Implizit sind in den sechs Parametern a,, . . . , b, die anschaulicheren GréBen — zwei
Verschiebungen, zwei Verdrehungen und zwei MaBstébe — enthalten:

a,=Xg . . . Verschiebung der Systeme in x-Richtung

bo=1y, ... Verschiebung der Systeme in y-Richtung 3)
Ay = Py C.OSqu’ Q= _“'y Sincpy
b1 = Uy SINQy, b2 = “‘y COSpr

Wy, Wy . - - MaBstébe in x'- bzw. y’-Richtung
@y, @y - - . Verdrehung der x’- bezliglich x-Achse bzw. y’- bezlglich y-Achse

* A

X'

|/

Abb. 1: Affine Transformation eines Quadrats

Abbildung 1 zeigt, wie ein Quadrat mit der Seitenldnge s in ein Parallelogramm mit den
Seiten p, s und pu, s transformiert wird.

Zur Bestimmung der sechs Transformationsparameterwerden drei PaBpunkte bendtigt.
Ist deren Anzahl gréBer, wird eine Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen (Para-
meterschatzung in einem GauB-Markov-Modell) méglich.

Aus numerischen Grinden ist die Einflihrung von Naherungen fir die Unbekannten
sinnvoll. Aus den Gleichungen (2) kann sodanndas funktionale Modell in Form von Verbesse-
rungsgleichungen formuliert werden. Die MeBwerte in beiden Koordinatenrichtungen unterlie-
gen keiner physikalischen Korrelation und kénnen daher als unabhingige Beobachtungen
gleicher Varianz gelten (Brandstatter, 1981).
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v=A%2—1, K = 02P"'=02E (4)

Es sind: A die n X u Koeffizientenmatrix, Z der n X 1 Vektor der geschéatzten Unbekann-
ten, Idern X 1 Zufallsvektor der Beobachtungenmit der Kovarianzmatrix K,, vdern X 1 Vektor
der Verbesserungen, o% die Varianz der Gewichtseinheit und P die n X n positiv definite
Gewichtsmatrix.

Nach Inversion der reguldaren Normalgleichungsmatrix N ergeben sich die geschatzten
Transformationsparameter

2= (ATPA)' ATPI (5)

sowie der geschétzte Gewichtseinheitsfehler
=
o= ©)

r=2p—=6 p ... Anzahl der PaBpunkte

mit der Gesamtredundanz

2.2. Aufdeckung grober Fehler

Um die Unverzerrtheit der MeBdaten zu Uberprifen, kénnen die standardisierten
(Baarda, 1968) oder auch studentisierten Residuen v, statistisch getestet werden. Bei Vorlie-
gen von mehreren groben Fehlern muB dieses Verfahren iterativ angewendet werden, wobei
— bedingt durch die Korrelationen zwischen den Verbesserungen — jeweils nur die Messung
mit der maximalen TestgroBe T; als fehlerhaft zu betrachten ist.

Vi

Ti= S, t2p—7 (7)
mit 2
vPv— a/—'v

si= 2p—7 (8)

q,, - . - Hauptdiagonalelement der Kofaktorenmatrix der Verbesserungen

Haufig trittjedoch bei Messungen dieser Art ein AusreiBer in Beobachtungspaaren auf
(Koch, 1985), weil eine falsche Punktlage oder Punktverwechslung im allgemeinen zu zwei
fehlerhaften Koordinaten fiihrt.

Man muB daher — eventuell zusatzlich — die zusammengehdrigen Koordinaten eines
Punktes gemeinsam testen. Als TestgroBe dient dann

Bt
Te = 2s2 - F2,2p—8
mit 9)
VTpV _ i + vﬁi
5 Ay, q
S Vi
vi 2p—38

Diese TestgroBe wird flir jeden PaBpunkt berechnet und folgt bei Unverzerrtheit einer
F-Verteilung mit den Freiheitsgraden f, =2 und f,=2p — 8.

Dabei kénnen zwischen den Tests mit den TestgréBen (7) und (9) widersprichliche
Ergebnisse zustandekommen. Beurteilung und Entscheidung lber das weitere Vorgehen



OzZfVuPh  76. Jahrgang/1988/Heft 4 435

mussen deshalb der Sachkenntnis und Erfahrung des bearbeitenden Vermessungsinge-
nieurs vorbehalten bleiben (vergleiche Lenzmann, 1984) und sollten keinesfalls einer einfa-
chen Fallunterscheidung eines Rechenprogramms Uberlassen werden.

2.3. Test auf signifikante Parameter

Fldhrt man die als Ergebnis der Ausgleichung erhaltenen Parameter g, . . . b, in die
anschaulicheren GréBen — Verschiebungen, Drehwinkel und MaBstdbe — (ber, so 148t sich
leichter der funktionale Zusammenhang zwischen den beiden Koordinatensystemen erken-
nen.

Durch diese Umformung erhdlt man neue, statistisch unabhangige Gré8en und es wird
maoglich, diese auf Signifikanz zu testen.

Es sind b,

P =arctan — = Jai+b?
1

- % — i
@, = arctan 5 W7 Ja3 + b3
Xo= 8 Yo=bo.

Durch Fehlerfortpflanzung ergibt sich aus der Kofaktorenmatrix der Modellparameter
8, - - - , b, die Kofaktorenmatrix der anschaulichen Parameter ¢, , @, , i, U, X, Yo-

Q; =FQFT (11)

99, 99, . 99,
0a, db, ab,
99, 9dp, . 09,
Fo| % @

Ay, 9y, ... 9y,
da, ob, ob,

Fragestellung 1: Sind die MaBstébe in x- und y-Richtung signifikant verschieden?
Nullhypothese Hy, : E(p, — uy) =0, E ... Erwartungswert

Die abgeleitete TestgroBe
tu = MWy (12)
T
Bx iy
folgt einer Student-Verteilung mit dem Freiheitsgrad 2p — 6.

Ist die TestgroBe t, groBer als der zulassige Grenzwert t, (95%— Fraktil der t-Vertei-
lung), so muB die Nullhypothese verworfen werden und die MaBstébe der x- und der y-Achse
sind als verschieden anzusehen.

Fragestellung 2: Sind die Drehwinkel zwischen der x- und x’-Achse sowie zwischen
y- und y’-Achse signifikant verschieden? Ist zwischen den Achsen eine Scherung nachweis-
bar?

Nullhypothese H, : E(¢, — ¢,) =0

Die TestgréBe

f,= 2P (13)

@ > 5
\‘Sq,, + Sq‘y
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folgt ebenfalls einer t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad 2p — 6. Ist die Testgr6Be t,, gréBer als
der Grenzwert t,, so wird die Nullhypothese zu verwerfen sein. Eine signifikante Scherung ist
anzunehmen.

Fragestellung 3: Unterscheiden sich die MaBstabe vom PlanmaBstab?

Sowohl fir den Fall, daB die MaBstébe in den Koordinatenrichtungen statistisch nach-
weislich von einander verschieden sind, als auch dann, wenn sich nur ein MaBstab flir das
Gesamtsystem feststellen 148t, sind diese noch auf Signifikanz bezlglich des vorgegebenen
Plan- oder KartenmaBstabs der graphischen Vorlage testbar, da sie mit den tbrigen Para-
metern nicht oder nur schwach korreliert sind.

Nullhypothese Hy : E(1, ) = o

TestgroBe:

el
tu_ OS X, (14)

Pxy

Diese TestgroBe ist — bei Annahme von H, — Student-verteilt mit dem Freiheitsgrad der
jeweiligen Transformation. Unterschreitet sie das entsprechende Fraktil der t-Verteilung, soist
der berechnete MaBstab nicht signifikant verschieden vom PlanmaBstab und es liegtebenfalls
eine Uberparametrisierung vor.

Die beiden Drehwinkel sind zwar gegeneinander, als nicht planeigene GréBen aber nicht
einzeln far sich auf Signifikanz testbar.

Ist eine der Nullhypothesen angenommen worden, oder gar mehrere, so handeltes sich
beim affinen Ansatz der Transformationsparameter nach (2) um eine Uberparametrisierung
des funktionalen Modells und eine Reduzierung um die nicht modelirelevanten Unbekannten
ist notwendig. Dadurch erhoht sich der Freiheitsgrad in der Ausgleichung und fuhrt so zu
zuverlassigeren Schatzwerten flir die verbliebenen Parameter und deren Genauigkeiten
(Schwintzer, 1984).

3. Einfiihrung von Bedingungen

Sollten ein oder mehrere Parameter als nicht signifikant entdeckt sein, muB eine Neu-
ausgleichung erfolgen. Das bedeutet Aufstellen neuer Verbesserungsgleichungen und Wie-
derholung der kompletten Ausgleichung.

Eine Alternative zeigt sich, wenn man die durch Gleichsetzen von anschaulichen Para-
metern entstehenden Abhangigkeiten zwischen den Modellparametern durch die Einfihrung
zusatzlicher Bedingungen modelliert. Dies fuhrt die urspriinglich vermittelnde Ausgleichungin
eine Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mit Bedingungsgleichungen uber.
Das neuerliche Linearisieren und Aufstellen von Verbesserungsgleichungen entfallt; die
Normalgleichungen

(A'PA)z=ATPI (15)

werden um die aufgestellten Bedingungen
Bz=w (16)

APa BT 2 AP
("s"0) ()= (")
Eine Invertierung bringt die neue Kofaktorenmatrix Q,"" und mit
ineu = aneu ATp |

erweitert zu

die neuen Lésungen fir die Transformationsparameter.
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Da die Anderungen sowohl in der Kofaktorenmatrix als auch in den Unbekannten klein
sein werden, lassen sich — auch ohne erneute Invertierung des Gesamtsystems — Zuschlage
zur Kofaktorenmatrix Q, und zu den Unbekannten 2 berechnen (Wolf, 1975):

Q,"™'=Q,+dQ (18)

und
=32+ dz (19)

mit
da=—-Q,B(BQ,B")'BQ, (20)

und
dx =—Q,B"(BQ,B")"'(w + BQ,API) (21)

3.1 Eliminierung einer nicht signifikanten Scherung

Eine nicht signifikante Scherung (Unterschied zwischen ¢, und ¢,) wird modelliert
durch Gleichsetzen der beiden anschaulichen Transformationselemente

P = Py (22)
Ausgedrickt in Modellparametern lautet die Bedingung
b _2_
tan @, 2, b, tan @, (23)

Die Linearisierung von (23) ergibt
a,da, + a,da, + b,db, + b,db, =0 (24)
Setzt man diese Bedingungsgleichung in (18) bis (21) ein, so ergeben sich die Trans-
formationsparameter einer 5-Parameter-Transformation (Affintransformation ohne Sche-
rung) bzw. deren Kovarianzmatrix.
3.2. Gleichsetzen der MaBstabe u, und u,

Unterscheiden sich die berechneten MafBstabe in den Koordinatenachsen nicht stati-
stisch signifikant nach (12), so setzt man

My = My (25)
In Modellparametern der affinen Transformation ausgedriickt
uz cos? @, + uf sin? @, = af + b3 = a3 + b3 = 2 cos? ¢, + p2 sin? @, (26)
Nach Linearisierung ist
a,da, — a,da, + b,db, — b,db, =0 (27)
die einzufiihrende Bedingungsgleichung. Das Ergebnis entspricht einer Affintransformation
mit Scherung aber identischen MaBstdben in x und y.

3.3. Gleichsetzen der MaBstdabe und der Drehwinkel

Sind sowohl die Unterschiede zwischen p, und p, als auch die Scherung nicht signifi-
kant, also

O = @y (28)
und
U = Uy
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so lassen sich diese als Bedingungen formulieren

W, COS @, = a; =b, =, cos @, (29)
linearisiert ergibt das e SIN @ = by =2, = 1, Sin @,
da, —db,=0 .
db, + da, = 0. (89)

Nach Einflihrung dieser Bedingungsgleichungen und Berechnung der Zuschlédge zu
den Modellparametern ergeben sich die Transformationselemente einer Helmert-Transfor-
mation sowie deren Kovarianzmatrix. Zum selben Ergebnis gelangt man durch Kombination
der Bedingungen (24) und (27).

3.4. Eliminierung nicht-signifikanter MaBstébe
Durch Einflhrung der zusatzlichen Bedingung

L (31)
oder
My = Mo, (32)
ausgedrickt in Modellparametern
ug cos? @, + pg sin® @, = af + bt = pj (33)
bzw.
ug cos? @, + p2 sin? @, = a3 + b = u3 (34)
und linearisiert
a,da, + b,db, =0 (35)
bzw.
a,da, + b,db, =0 (36)

wird die entsprechende MaBstabsunbekannte festgehalten. Die sich dadurch ergebenden
Anderungen (Zuschldge) zu den verbleibenden Parametern werden wiederum nach (21)
berechnet. Die Varianz-Kovarianz-Matrix Q, ergibt sich ebenfalls nach (18) und (20).

3.5. Zusammenstellung der méglichen Modellansétze

Ausgehend vom Ansatz der allgemeinen linearen Transformation (Affin-Transforma-
tion) lassen sich nun sowohl festgestellte Insignifikanzen der Parameter als auch z. B. durch
die konkrete Aufgabenstellung vorgegebene Restriktionen durch Einflihrung von Bedingun-
gen modellieren. Die folgende Tabelle stellt eine Ubersicht der denkbaren Transformationen
dar.

] freie explizite linearisierte

Nr. Transformation Unbek. Bedingungen

1 Affintransformation 6 == =2

2 ... ohne Scherung 5) (22) (24)

3 . .. gemeins. MaBstab 5 (25) (27)

4 ... festes p, 5 (31) (35)

5 ... festes p, 5 (32) (36)

6 Ahnl. transt. (Helmert) 4 (22) + (25) (24) + (27)

7 ohne Scherung, festes p, 4 (22) + (31) (24) + (35)

8 ohne Scherung, festes p, 4 (22) + (32) (24) + (36)

9 affin, feste MaBstédbe 4 (31)+(32) (35) + (36)
10 Helmert, feste MaBstédbe 3 (22) + (31) +(32) (24) + (35) + (36)
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Mit dem vorgesteliten Algorithmus istes méglich, fir den Ubergang zwischen zweiKoor-
dinatensystemen bei Vorliegen von mehr als drei PaBpunkten unter Zuhilfenahme statisti-
scher Testverfahren eine optimale Wahl der notwendigen, weil statistisch relevanten, Trans-
formationsparameter zu ermittein. Die Parameter werden dadurch sicherer und genauer
bestimmt. Die Spur der Varianz-Kovarianzmatrix der Transformationsparameter wird kleiner.

Da durch Restklaffungen in den PaBpunkten die Nachbarschaftsgenauigkeit gestortist,
sollte nicht auf eine anschlieBende Interpolation der Klaffungen zur Glattung des transformier-
ten Punkthaufens verzichtet werden. Als Algorithmen bieten sich hier unter anderen die ver-
schiedensten Ansatze der Pradiktion (Kraus, Schuh), die multiguadratische Interpolation
(Hardy, Fréhlich) und die proportionale Verteilung nach Winkel- und Abstandsgewichten
(Overhoff, 1987) an.
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