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Zum Problem der Massenreduktion
in der Angewandten Gravimetrie

Von H. Figdorund M. Hinger, Wien

Summary

This paper is a study on the accuracy of the gravimetric mass reduction (topographic and plate
reduction).

Studying the literature one can remark, that concerning examples in gravimetry indications on the
accuracy of mass reduction are rarely done. With modern gravity meters a high accuracy is obtainable
(0.01 upto 0.001 mgal), sothatthereis agreatdisproportion between the accuracy of the readings and the
unexact determination of the mass reduction. However, the latter is an additional value to the Bouguer
anomaly and therefore it enters entirely into the final data.

Forthatreason anexact determination of the massreductionor areliable estimation ofitsaccuracy
seems to be essential.

The following items are important for the accuracy of the mass reduction:

— the adequate extension of the reduction area for ignoring the outlaying masses

— errors in the digital height model

— errors in the digital density model

Accordingto the above mentioned aspects analytic relations to the accuracy of reduction areinve-
stigated and then simple estimations of the accuracy of reduction are deducted.

Kurzfassung

Diese Arbeit beschaftigt sich mit Genauigkeitsuntersuchungen der gravimetrischen Massen-
reduktion (topographische und Plattenreduktion).

Beim Studiumder Literatur falltauf,daB bei MeBbeispielen der angewandten Gravimetrie sehrsel-
ten exakte Genauigkeitsangaben zur Massenreduktion gemacht werden. Da aber die heute zur Verfi-
gung stehenden MeBinstrumente bereits sehr hohe Genauigkeiten zulassen (= 0,01 mgal), ergibt sich
somit ein groBes Ungleichgewicht zwischen der Genauigkeit der MeBdaten und der ungenauen Bestim-
mung der Massenreduktion. Diese geht aber als additiver Wert in vollem Umfang in die Bougueranoma-
lien und damit auch in das Ergebnis der gravimetrischen Auswertung ein.

AusdiesemGrunderscheint eine genauere Bestimmung der Massenreduktionbzw. eine zuverlas-
sige Abschéatzung ihrer Genauigkeit sinnvoll.

Fir die Genauigkeit der Massenreduktion sind vor allem folgende GréBen wichtig:

— Die ausreichende GréBe des Reduktionsgebiets, um den EinlfuB der auBerhalb liegenden

Massen vernachldssigen zu konnen.

— Der Hohenfehler im digitalen Hohenmodell.

— Der Dichtefehler im digitalen Dichtemodell.

Fir diese Fehler werden die theoretischen und analytischen Zusammenhé&nge mit der Reduk-
tionsgenauigkeit untersucht und in der Folge méglichst einfache Abschétzungen der Reduktionsgenau-
igkeit abgeleitet.

1. Einleitung

Derzeit werden in der angewandten Gravimetrie die Reduktionen an die gemessenen
Schwerewerte meistens ohne eingehende Abschétzung ihrer jeweiligen Genauigkeit an die
MeBdaten angebracht, wobei oft nur eine konstante Dichte (¢ = 2,67 g/cm?) fir das gesamte
Reduktionsgebiet angenommen wird.

Gute Gravimeter erreichen eine MeB3genauigkeit von 0,01 bis 0,02 mgal, das La Coste-
Romberg-Gravimeter Modell D bis zu 0,001 mgal (Steinhauser, 1980). Im Vergleich dazu
bewirkt schon die geringe Dichteénderung von 0,04 g/cm?® einer 100 m dicken Bouguerplatte
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eine Anderung der Plattenreduktion von 0,2 mgal, dem Zehnfachen der MeBgenauigkeit. Dar-
aus 1aBt sich erkennen, daB Fehler bei der Bestimmung der Reduktion GréBenordnungen
erreichen kdnnen, die die Genauigkeit der Anomalien und ihre Interpretierbarkeit stark beein-
tréchtigen.

Diese Arbeit soll die Genauigkeit der Gelande- und Plattenreduktion untersuchen, die
neben dem Freiluftgradienten in der Hohenkorrektur den gréBten Unsicherheitsfaktor bei der
Bestimmung der Bougueranomalie bildet.

1.1 Die gravimetrische Massenreduktion

Ublicherweise wird die Reduktion tiberschiissiger Massen in zwei Schritten vorgenom-
men, in der Gelénde- und Plattenreduktion (Abb. 1a). Diese Trennung erscheint aber ungeeig-
net, da flr die Plattenreduktion eine konstante Dichte angenommen werden muf und somit
veranderliche Dichten unbericksichtigt bleiben.

Weiters ergibt sich aus dieser Trennung, daB Zonen, wo das Gelénde niedriger als die
Bezugshohe ist, bis zu dieser mit Massen aufgeflillt werden. Deren Wirkung ist aber bei der
topographischen Reduktion genau entgegengesetzt zur Plattenreduktion und hebt sich somit
in Summe auf.

Die Zusammenfassung der Geldnde- und Plattenreduktion zur Massenreduktion
(Abb. 1b) tibergeht diese Einbeziehung nicht vorhandener Hilfsmassen und 148t auch Dichte-
variationen zwischen Bezugs- und MeB3punkthdhe zu. Dazu wird der gesamte Massenkdrper
zwischen Bezugshdhe und Gelandeoberflache wie bei der Gelandereduktion in Elementar-
korper verschiedener Dichte zerlegt und ihre Wirkung auf dem MeBpunkt berechnet.

Die Bestimmung der Massenverteilung mitden Methoden der Schweremessungist prin-
zipiell nicht eindeutig, da dabei versucht wird, aus Oberflachendaten eine raumliche Struktur
abzuleiten. Um ein mdglichst plausibles Ergebnis zu bekommen, miissen bereits bekannte
Randbedingungen, Dichteschranken und -werte einbezogen werden.

Die Massenreduktion gehdrt mit ihrer als bekannt angenommenen Dichteverteilung
auch zu diesen Eingangsdaten, und verringert man sie, so vermindert man damit auch die Ein-
deutigkeit; reduziert aber gleichzeitig den Einflu ihnrer Ungenauigkeit auf die MeBwerte.

So sollte die Bezugshohe mdglichst nahe der Oberflache gewahlt werden, da die Dich-
ten im Untergrund erstens unsicher sind, und zweitens ihre Bestimmung ja gerade Ziel der
angewandten Gravimetrieist. Bereiche mit geringerer Gelandehdhe als die.Bezugshohe kon-
nen dabei mit jeder beliebigen Dichte willkirlich belegt werden, da fur die Berechnung der
Dichteverteilung im Untergrund diese Zonen wieder bertcksichtigt werden missen. Durch
eine moglichst geringe Differenzzwischen Bezugs- und MeBpunkthdhe wird auch die Freiluft-
korrektur und ihre Unsicherheit minimiert. Es wéare aber andererseits falsch, die Bezugshthe
aus diesem Grund héher zusetzenals die Dichte im Untergrund bekanntist. Man mus hier das
Optimum zwischen Eindeutigkeit und Genauigkeit finden.

1.2. Die Fehlerquellen bei Bestimmung der Massenreduktion
GréBe des Reduktionsgebietes
Diese hangt vor allem von den topographischen Gegebenheiten (Flachland oder Hoch-
gebirge) ab, und es ist zu untersuchen, wie gro3 das Reduktionsgebiet der Topographie ent-
sprechend gewéhltwerden muB, damit der EinlfuB auBerhalb liegender Massen unterhalb der
gewlinschten Genauigkeit liegt.

Fehler im H6hen- und Dichtemodell

Hier lassen sich zwei Fehlerquellen unterscheiden:
Erstens Ungenauigkeiten bei der Ermittlung der Modellhhen und -dichten auf Grund
der Ungenauigkeit der Unterlagen, die dazu verwendet werden.
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Zweitens der Fehler der gemacht wird,indem man die tatsachliche Héhen- und Dichte-
verteilung durch die Modellhéhen und -dichten ersetzt. Dieser Fehler hangt von der Raster-
groBe und von der Kenntnis der topographischen bzw. geologischen Struktur im Reduktions-
gebiet ab.

2. GroBe des Reduktionsgebietes

2.1. Herleitung des Zusammenhanges zwischen Mef3- und ReduktionsgebietsgréBe
in Funktion der Reduktionsgenauigkeit

Die Schweremessung zur Bestimmung der Dichteverteilung ist nur eine Relativmes-
sung, da nur die Schweredifferenzen zwischen den MeBpunkten bendtigt werden. Die daraus
ableitbaren Dichteunterschiede gentigen, um aus bereits bekannten Dichten die gesuchtenzu
bestimmen. Somit kann ein fur alle MeBpunkte konstanter Anteil der Bougueranomalie ver-
nachléssigt werden, also auch ein fiir alle MeBpunkte konstanter Wert der Massenreduktion.

Das Reduktionsgebiet muB demnach so groB sein, daB sich die Wirkung der Restmas-
sen fur alle Punkte des MeBgebietes um weniger als die Reduktionsgenauigkeit unterscheidet.

Der Schwerewirkungsunterschied Ag, s der Restmassen zwischen den MeBpunkten A
und B kann durch Taylorreihenentwicklung in erster Naherung aus dem Schweregradienten
und der Koordinatendifferenz berechnet werden.

Agps= (%?")A Arp g (2.1)

Damit ist der formale Zusammenhang zwischen Reduktionsgenauigkeit, Me3- und Reduk-
tionsgebietsgroBe gegeben. Der Schweregradient ist eine Funktion der Restmassen und der
Ausdehnung des Reduktionsgebietes, Ag ist die Reduktionsgenauigkeit und Ar die Ausdeh-
nung des MeBgebietes.

Die GroBe des Horizontalgradienten hangt von der Verschiebungsrichtung des Auf-
punkts und der Lage der Restmassenab. Fiir den Aufbau von Berechnungsmodellenistes vor
allem interessant, jene Massenverteilung zu finden, bei der fiir eine bestimmte Verschie-
bungsrichtung der Gradientam groBtenist. Nahert man die Restmassen durch einen solchen
Massenkdrper an, und verwendet man den maximalen Gradienten dieses Korpersfur die For-
mel (2.1), so ist gewdhrleistet, daB die damit ermittelte Ausdehnung des Reduktionsgebietes
sicher ausreicht.

Aus einfachen Uberlegungen geht hervor, daB eine Konzentration der Restmassen auf
eine Halfte auBerhalb des Reduktionsgebietes den starksten Gradienten aller mdglichen Ver-
teilungen verursacht, wenn der Aufpunkt in Richtung der Massen verschoben wird. (Der Hori-
zontalgradient symmetrisch zum Aufpunkt liegender Massenist in erster Naherung ,,0%, eine
VerschiebungdesAufpunktes tangential zurMasse bewirktin erster Naherungebenfalls keine
Massenwirkungsanderung.) Daraus 148t sich nun ein Modellkdrper ableiten, dessen maxima-
ler Horizontalgradient sicher groBer ist als der maximale Gradient der tatséchlichen Restmas-
senverteilung, der aber dennoch eine effiziente Naherung und Abschatzung zulast.

Beiebener Berechnung wére dieserKorper eine halbe Bouguerplatte, aus derdas halbe
Reduktionsgebiet herausgenommen ist (Abb. 2a). Fir die notwendige Berucksichtigung der
Erdkrummung folgt daraus eine halbe Kugelschale (Abb. 2b). Die Richtung des maximalen
Horizontalgradienten liegt in beiden Féllen in der Symmetrieebene dieser Restplatten.

2.2 Der maximale Horizontalgradienten der sphédrischen Restplatte

Fur einen Aufpunkt A mit den Kugelkoordinaten (D, ¢,, a, = 0) ist die Schwerewirkung
der sphérischen Restplatte durch folgendes Integral gegeben:
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A ....Aufpunkt
P ....Zentrum des Reduktionsgebietes
dm ... Volumselement
R ....Radius von Znach dm
D ....RadiusvonZnachA
i .3 Abstand von A nach dm
1 Paf: D — R(cosg, cosy + sing, sing cosa)
= 2.gj
9=Ge J J j [D? + R? — 2RD (cosg, cosy + sing, sing cosa]>? RS B3 €
a @ Ry
Durch Ableitung nach ¢, fir ¢, = 0 (Aufpunkt im Zentrum des Reduktionsgebietes),
@; =m und a, = — a, = n/2 erhalt man den maximalen Horizontalgradienten
n R _ Q2 2
dg R®+2D°—RDcosp _. .,
(&E)W =2Go| [ 57+ R~ sRDcosgrz R s dRdy
v, Ry

Mit @, als Funktion des Grenzradius r, des Reduktionsgebietes folgt mit (2.1) eine
Abschatzformel fiir den Zusammenhang von MeBgebietsgroBe Ar, ReduktionsgebietsgroBe
r, und Reduktionsgenauigkeit Ag:

Ry+AH n
Ag
DAr =2Ge j

Ry

— R2+ 2D? — RDcosg R?
[D? + R? — 2RDcosg]*?

D

Die Nomogramme Abb. 3a und Abb. 3b im Anhang zeigen die Auswertung dieser Inte-
gralformel mit einer Anwendung an einem Rechenbeispiel. Vergleiche mit einer numerischen
Berechnungeines konkreten Beispiels im Hochgebirge zeigen, daB3 diese Formel bei geeigne-
ter Wahl der Plattendicke H zu brauchbaren Ergebnissen flhrt (Hinger, 1987).

sin?p dRdg

3. Fehler im Reduktionsgebiet
3.1. Aufteilung der gesamten Reduktionsgenauigkeit auf das Berechnungselement

Nach der derzeit iiblichen Methode werden die naturlichen Massenim Reduktionsgebiet
fur die Berechnung durch ein digitales Modell mit Massenséulen gleicher Grundflache ersetzt.
Istder mittlere Reduktionsfehler my, so setzt sich dieser aus der Quadratsumme der Fehler der
einzelnen Séulen Am, zusammen:

n
2 2
m, 1ZAmg

Bei Betrachtung der einzelnen Fehleranteile als maximale Schranken dg folgt der maxi-
male Reduktionsfehler:

Ag=)dg
il
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Nimmt man einen fir alle Sdulen konstanten Fehler an, so ergibt sich daraus:

Ag
n

mg
my = J/nAm, = Amg:j—ﬁ , Ag=ndg = dg=

Sind nun Amg und dg die Fehler entweder fiir ein Element mit konstanter Grundflache
oder fur eine Masseneinheit (= Volumseinheit mit ¢ = const), so ist n die Gesamtflache des
Reduktionsgebietes bzw. das gesamte Reduktionsvolumen, und man erhélt den mittlerenund
maximalen Massen- bzw. Flacheneinheitsfehler:

A =_n19 — 1 d =A 1 =A L
mye F mg N OF 9F 9r rZm (3.1)
Ag
Amg, =m, v dgM=7

Das Gesamtvolumen V 148t sich theoretisch aus dem Héhenmodell, aus der Rasterfla-
che AF und aus der Differenz zwischen den digitalen Gelandehdhen h,,,; und der Bezugshdhe
h, bestimmen:

V= AFii(hmi —hy) = AF Y — Fh,=F (h—h,) (3.2)

h ist die mittlere Gelédndehohe (iber das gesamte Reduktionsgebiet.

Da sich aber symmetrisch zur Horizontalebene des Aufpunkts liegende Massen mit
angenommener konstanter Dichte in ihrer Wirkung aufheben, muB in Abhangigkeit der Auf-
punkthdhe h, und der Bezugshdhe h, nur ein gewisser Teil (wirksames Volumen V,) des
gesamten Reduktionsvolumens fur die Bestimmung des Masseneinheitsfehlers herangezo-
gen werden.

Abb. 4 veranschaulicht diesen Zusammenhang zwischenV,,, V, h, und h,. LaBtsich V,,
bestimmen, so kann man mit (3.1) bei gegebener Reduktionsgenauigkeit den erlaubten Feh-
leranteil pro Berechnungselement festlegen bzw. umgekehrt bei Kenntnis der Fehler pro
Berechnungselement die Reduktionsgenauigkeit abschétzen. Dazu wird in Anlehnung an die
Volumina geometrischer Korper (Quader, Dachprisma, Pyramide) Uber die allgemeine
Volumsformel

V=F.hp.C (3.37)

Nmax - - - Max. Geléndehdhe
F ...Grundfliche des Reduktionsgebietes
c ...empirische Formparameter

ein Zusammenhang zwischen dem Wirksamen Volumen V,, und den bekannten GroBen h,,,,,
Pmins Ny Und h, hergeleitet. Der Formparameter ¢ wurde dabei empirisch Uber einen Vergleich
von h,..., hn, und der mittleren Gelandehdhe h in verschiedenen Gebieten (OK Blatter
1:50000) mit Hilfe von (3.2) und (3.3) entwickelt:

o 0,53 hp,, —0,47 h,, — 0,22

h h

max min

Fir den in der angewandten Gravimetrie haufigen Fall h, = h, ergibt sich fiir V,,:

B — ho)?
vw=v=c.%%h% fiirh, > h__
max min (34)

V, =V =¢. (N + Ny = 20y) fiirh, <

min
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3.2. Gewichtung des Einheitsfehlers in Abhdngigkeit der Entfernung

Eine Aufteilung der gesamten Reduktionsgenauigkeit Ag auf die einzelnen Berech-
nungselemente mit Hilfe der im Abschnitt 3.1. abgeleiteten Einheitsfehler bewirkt, daB mit
zunehmender Entfernung zum Aufpunkt auch die Schranken flr die Héhen- und Dichtenge-
nauigkeit groBer werden, und zwar proportional r® (Abb. 5a). Es ist deshalb naheliegend den
Einheitsfehler derart zu gewichten, daB bei gleichbleibender gesamter Reduktionsgenauig-
keit die erlaubten Dichte- und Héhenfelder im Fernbereich zu Gunsten jener im Nahbereich
reduziert werden.

WennHohen- und Dichtefehler mit r3 zunehmen, scheint es plausibel, den Einheitsfehler
ausgleichend proportional zu 1/r® zu gewichten, wobei die Gesamtreduktionsgenauigkeit
gleichbleiben soll.

Im folgenden ist die Herleitung dieser Gewichte p; angegeben:

Zunéachst wird analog zum Massen- und Flacheneinheitsfehler ein nur von der Entfer-
nung abhangiger Fehler dg, gebildet:

Ar 7
dg, =7~ Ag = Ag =4 dg, (3.5)
r, ...Reduktionsgebietsausdehnung

Ar . .. Kreisringbreite

Demnach wird dg, mit zunehmender Entfernung auf eine linear zur Entfernung gréBer
werdende Flache AFi aufgeteilt. Daraus folgt, daB der Fehleranteil pro konstantem Berech-
nungselement bereits linear mit der Entfernung abnimmt und dg, nur mehr proportional zu 1/r?
gewichtet werden muB.

Unter der Bedingung, daB Ag unveréndert bleiben soll, wirdin (3.5) die rechte Seite mit

1
vz
=y
27
multipliziertundr,/Ar . dg, in den Zahler hineingezogen, und nach einigen Umformungen folgt:
r/Ar r
Ag=> dgp;, mit p=—=2—
i=z1 e Ar 2 Z[lz

p; . . . Gewicht fur den i-ten Kreisring mit der Flache AFi

Um nun den Fehleranteil fiir ein konstantes Berechnungselement in einer bestimmten
Entfernung zuberechnen, muB3 nochdg, . p; mit dem Flédchen- bzw. Volumsverhéltnis zwischen
dem jeweiligen Kreisring und dem Berechnungselement multipliziert werden. Daraus ergeben
sich mit (3.5) folgende gewichtete Flachen- und Masseneinheitsfehler:

= r/Ar4 1—1
dg, = dg,, Fy = Ag [nAr2 Pei=13] (3.6)

i=1

Wahlt man eine Gewichtung, die nur proportional zu 1/r? ist, ergibt sich analog zu
(3.6):

d _ = o . r/Ar-1 —1
o = dgy, = Ag [JtAr i@—1)%s (3.7)
=0
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Aus dem Vergleich von Abb. 5b mit Abb. 5c ergibt sich, daB die Gewichtung proportional
zu 1/r? glinstiger ist als jene proportional 1/r%. Letztere liefertzwarim gesamten Gebietnahezu
konstante Werte und bewirktin Aufpunktnéhe sogar ein Ansteigen dieser. Die Gewichtung 1/r2
entspricht aber dem Umstand, daB fir die Berechnung der. Massenreduktion im digitalen
Gelandemodell mit zunehmender Entfernung zum Aufpunkt der Raster vergroBert wird und
dadurch die Modellgenauigkeit dementsprechend abnimmt. Gleichzeitig ist aber auch der
Minimalwert in Aufpunktndhe kaum geringer als jener bei einer Gewichtung 1/r3,

Die gewichteten Einheitsfehler nach den Formeln (3.7) sind damit am zweckmaBigsten,
um aus einer vorgegebenen Reduktionsgenauigkeit die erforderlichen entfernungsabhangi-
gen Genauigkeiten des Hohen- und Dichtemodells anzugeben.

3.8. Zusammenhang zwischen Reduktionsgenauigkeit und der Hé6hen- und Dichte-
genauigkeit flir die gesamte Reduktionsmasse

Fr die Planung von gravimetrischen Projekten und auch flr die Genauigkeitsuntersu-
chungen bereits durchgerechneter Projekte ist es aber sinnvoll, ohne einen derartigen
Rechenaufwand die mégliche Reduktionsgenauigkeiten bzw. die erforderlichen Héhen- und
Dichtegenauigkeiten des digitalen Gelandemodells abschatzen zu kénnen.

Dazuwirdversucht, die gesamte Reduktionsmasse durch einfache Kérper anzunéhern,
deren Genauigkeitsverhalten der Schwerewirkung dem der tatsachlichen Massenverteilung
mdglichst gut entspricht und geschlossen berechenbar ist.

Da die Massenwirkung eines Korpers eine Funktion der Entfernung und der relativen
Hbhe zum Aufpunkt ist, bieten sich prinzipiell rotationssymmetrische Korper als Naherung flr
die tatséchliche Massenverteilung an, wobei die Gelandehdhe h, eine Funktion der Entfer-
nungrist: hy=hg (r) .

3.3.1. Naherungsformel zur Bestimmung der vom Hohenfehler abhangigen
Reduktionsgenauigkeit Ag (h)

Zur Herleitung dieser Formeln missen geeignete entfernungsabhéngige Funktionen fir
die Gelandehohe hybzw. fir denHohenfehler dhgefundenwerden. Als einfachste Moglichkeit
bietet sich an, die gesamte Reduktionsmasse durch einen volumsgleichen Zylinder zu erset-
zen, dessen Hohe die mittlere Gelandehdhe h und dessen Radius der Grenzradius r, des
Reduktionsgebietes ist-Demnachist hg (r) = const. = h, und es folgt aus dem Schwereintegral
fir einen Zylinder mit Aufpunkt in der Symmetrieachse

Al
g=2nG f f vt 2 drdn (3.8)

durchIntegration tber die GrenzenObisr, und hbish+ dh(r) fiir einen konstantenHéhenfehler
im gesamten Reduktionsgebiet

Ag(h) =2nGg [((h + dh)2 + r2)"2 — (A2 +r.2)12 — dh) (3.9)

Furh=—dh/2erreicht Ag(h) ein Maximum, wobei die Verringerung von Ag(h) mitwach-
sendem h nur gering ist.

Aus diesem Grund 4Bt sich fir die Abschatzung der Wirkung eines fir das gesamte
Reduktionsgebiet konstanten Hohenfehlers auf die Reduktionsgenauigkeit die Formel (3.9)
auf den Sonderfall h = 0 vereinfachen:

Ag(h) = 27Gp [(dn? +r,2)"2 ~r, — dh] (3.10)
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Aus der Umkehrung von (3.10) &8t sich die notwendige Hohengenauigkeit bei vorgege-
bener Reduktionsgenauigkeit abschétzen:

_Agor,+Ag .. — _ Ag(h)
dh= > _ZS—+T3 mit Ag—QnGg (3.11)

Fir die Annahme eines konstanten Hohenfehlers liber das gesamte Reduktionsgebiet
sind damit einfache und sichere Abschatzungen gefunden, die sich im Vergleich mit einem
numerischen Testbeispiel im Hochgebirge als sehr effizient erweisen (Hinger, 1987). Da aber
der Hohenfehler meistens mit der Entfernung zum Aufpunkt zunimmt, wird im Folgenden eine
Formel for Ag(h) hergeleitet, bei der ein linearer Anstieg des Hoéhenfehlers mit der Entfernung
angenommen wird:

dh(r) = dh, + kr

mit dh, . . . Hohenfehler im Aufpunkt
k = const

Es ergibt sich nach Integration von (3.8) iber hg(r) = const = hg bis hg + dh, + kr und
0 bisr,

Ag(h) =2nGp

[r2 + (hy + dhy + kr,J2]2 — h, — dh
{ a g o a a 0_(hg+ra)1/2+hg_

(1+Kk3

P R bt

2372 1N — (3.12)
(1+k?) (hg +dhg) (k + (1 + k)" )

(hg +dhg) k (1 +K2)"? [r, + (hy + dhy + kr,)?]"? + (1 + K?) r, + (hy + dh,) k}

Das Nomogramm Abb. 6 zeigt die graphische Auswertung fuir verschiedene k und r, fiir
dhy=0und h,= const. Wahlt man fir h, die mittlere Geléndehdhe im Bereich des Reduktions-
gebietes, so liefert diese Abschatzung durchaus brauchbare Ergebnisse, die sich bei genau-
erer Bestimmung der Geldndeparameter hy und k noch verbessern lassen (Hinger, 1987).

3.3.2. Herleitung und Untersuchung von Naherungsformeln zur Bestimmung
der vom Dichtefehler abhdangigen Reduktionsgenauigkeit Ag(o)

Fir die Bestimmung dieser N&dherungsformeln gelten prinzipiell dieselben Kriterien wie
fur jene zur Abschatzung von Ag(h). Nahert man aber wie beim konstanten Hohenfehler auch
fur einen konstanten Dichtefehler dg die gesamte Reduktionsmasse durch einen volumsglei-
chen Zylinder an, so zeigt sich bei einer Auswertung der entsprechenden Formel

Ag(g) = 2nGdp ([r,+h— (h2+r.2)"?]

fur verschiedene r, und h, daB vor allem der Nahbereich bis ca. 5 km um den Aufpunkt aus-
schlaggebendist, und auBerdem die Hohenabhangigkeit sehr groB ist. Demnach muB fiir eine
maoglichst genaue Abschatzung das Gelénde in diesem Bereich gut angenéhert werden. Die
Abschatzung mit der mittleren Geldndehdhe des gesamten Reduktionsgebietes reicht nicht
mehr aus, wenn die Abweichungen von diesem Mittelwert in Aufpunktndhe sehr groB sind.
Dies kann vor allem im Gebirge der Fall sein.

Fir den Aufbau eines Naherungskérpers, der auch fur diese Situation eine relativ einfa-
che und sichere Abschatzung zulést, wird nun als Grundlage eine Hohenstatistik von Gotze,
Rosenbach und Steinhauser, 1980 herangezogen, nach der das Gelédnde bezogen auf den
Aufpunkt durchschnittlich zuerst stiel ansteigt, um sich dann auf einem relativ konstanten
Niveau einzupendein.
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Dieser Gelandestruktur entsprechend wird in Aufpunktnahe als Néherung ein keilférmi-
ger Rotationskdrper gewéhlt. Der Anstieg k entspricht dabei dem mittleren Anstieg der
Gebirgsflanken um den Aufpunkt, und die Hohe h,,, ist das Mittel der ersten Gelandehohen-
maxima um den Aufpunkt. Das restliche Reduktionsgebiet wird durch einen Zylinderring mit
der mittleren Gelandehéhe h angenénhert:

! hmax _
‘ ! @Véﬂh
T =4
el
H f'1 _h
1 I,(.-—-m-s:l-x-r
1

Die Wirkung des Rotationskeils 148t sich aus Formel (3.12) ableiten, indem hg und dh,
Null und k = h,,/r, gesetzt werden:

I

Ag(0)ken = 2nGde 1y (1 — 2+ hmaxz)wz)

Fr die Wirkung des Zylinderringes gilt:
Ag(Q)zy =2rGdg [r, — R+ 4+ M +r2)2—r]
Fir das gesamte Ag(p) ergibt sich damit:

2
Ag(e) = 2nGdg [r, — (F +1,2) 2 + (2 +1,2)? — ——— ] =
(2 + hoa?)

B
(1+ k2)”2 ]

Die Auswertung dieser Formel zeigt, daB3 bei konstantem k Ag(p) / d nahezu linear mit
der Hohe steigt. Der Anstieg a der Geraden k = const hangt wiederum von diesem k, der
Steigung des Rotationskeiles, ab.

Diese lineare Beziehung ist darin begriindet, daB die Schwerwirkung ahnlich zum Auf-
punkt liegender Massen linear proportional zur Ausdehnung dieser Massen ist (Jung, 1961).
Die Rotationskeile mit k = const sind solche ahnlichen Massen, und die unterschiedliche
Dimensionierung des restlichen Zylinderrings bei verschiedenem h,,, bewirkt kaum eine
Abweichung von dieser linearen Proportion.

Aus diesem Zusammenhang |48t sich eine lineare Naherung von (3.13) ableiten:

= 27Gdg [r, — (A2 +1r,2)" 2 + (A + 1,2)"2 — (3.13)

—Ag(QQ) —ah,,, mt a=a(k) (3.14)

Das Nomogramm Abb. 7 zeigt den Zusammenhang zwischen k und a(k).

Damitist eine sehr einfache Mdglichkeit hergeleitet, die Wirkung eines konstanten Dich-
tefehlers auf die Genauigkeit der Massenreduktion abzuschatzen. Aus dem Nomogramm
kann der jeweilige Faktor a entnommen und damit aus (3.14) das Verhaltnis zwischen Ag(p)
und dg errechnet werden. Im Vergleich mit dem numerischen Testbeispiel im Hochgebirge
liefert diese Abschéatzung plausible Ergebnisse.
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Resumee der Arbeit und Ausblicke

In dieser Arbeit wurde versucht, fur die Untersuchung der Genauigkeit der Massen-
reduktion moglichst einfache und dennoch sinnvolle N&herungsformeln ausgehend von
theoretischen Uberlegungen herzuleiten. Uberpriifungen am konkreten Beispiel zeigen, daB
dieses Ziel erreicht worden ist (Hinger, 1987).

Fur eine Erhdhung der Genauigkeit dieser Abschatzungen muBten in weiterflihrenden
Arbeiten noch eingehendere numerische Vergleiche durchgefiihrt werden, um genauere
Zusammenhange zwischen verschiedenen Gelandestrukturen und den Eingangsparamtern
der Formeln zu finden.

Die in den Abschnitten 3.1 und 3.2 abgeleiteten Formeln fur die verschiedenen Einheits-
fehler und ihre Zusammenhange mit dem Dichte- und Hohenfehler pro Berechnungselement
des Geldndemodells kdnnen als Grundlage fur die Entwicklung von Programmen dienen, die
sowohl eine Berechnung der Reduktionsgenauigkeit aus den Modellfehlern als auch die
Bestimmung notwendiger Modellgenauigkeiten bei einer vorgegebenen Reduktionsgenauig-
keit ermdglichen.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB mit diesen Genauigkeitsuntersuchungen der
Massenreduktion nur ein Teil der Gesamtgenauigkeit der Bougueranomalie behandelt worden
ist. Fur die Bestimmung dieser Gesamtgenauigkeit miten auch die librigen Reduktionen,
insbesondere der Vertikalgradient in der Freiluftreduktion, auf seine Genauigkeit untersucht
werden.

Literatur

Bartsch, H.-J.: Mathematische Formeln. VEB Fachbuchverlag Leipzig, 1984

Gotze, H.: Ein numerisches Verfahren zur Berechnung der gravimetrischen und magnetischen
FeldgréBen fir dreidimensionale Modellkérper — Dissertation an der Technischen Universitat Clausthal,
1976

Goétze, H., Rosenbach, D., Steinhauser, P.: Die Bestimmung der mittleren Gelandehéhen im Hoch-
gebirge fir die topographische Reduktion von Schweremessungen — Berichte (iber den Tiefbau der Ost-
alpen, Heft 9, Zentralanstalt fiir Meteorologie und Geodynamik, Publikation Nr. 245, Wien, 1980

Gutdeutsch, R.: Anwendungen der Potentialtheorie auf geophysikalische Felder, Kapitel 2.6 —
Springer Verlag Berlin, Heidelberg, New York, Tokyo, 1986

Hinger, M.: Genauigkeitsuntersuchungen zur gravimetrischen Massenreduktion — Diplomarbeit
an der TU Wien, 1987

Jung, K.: Schwerkraftverfahren der angewandten Geophysik. Akademische Verlagsgesellschaft,
Leipzig, 1961

Kertz, W.:Einflihrung in die Geophysik 1 —B. |. —Hochschultaschenbticher Band 275, Mannheim,
1969

Leppich, W.: Gravimetrische Dichtebestimmung in den westlichen mittleren Tauern(Ostalpen) —
Dissertation an der Techn. Univ. Clausthal, 1976

Ruess, D., Zeger, J., Steinhauser, P.: Digitales Gelandemodell Osterreichs — Tagungsbericht tiber
das 3. Alpengravimetrie-Kolloquium Leoben 1983, Heft 12, Zentralanstalt fiir Meteorologie und Geo-
dynamik, Publikation Nr. 298, Wien, 1985 a

Schéler, W.:Die Krustenstruktur der OstalpennachErgebnissen gravimetrischer Untersuchungen
unter Berticksichtigung des gemessenen Vertikalgradienten — Dissertation an der Techn. Universitét
Clausthal, 1976

Steinhauser, P.: Zur Prazisionskalibrierung des La Coste-Romberg-Gravimeter-Modells D —
Tagungsbericht liber das 1. Alpengravimetrie-Kolloquium Wien 1977, Heft 8, Zentralanstalt fir Meteoro-
logie und Geodynamik, Publikation Nr. 244, Wien, 1980

Walach, G.: Ein Programmsystem flir die automatische Bearbeitung von Schweremessungen
unter Verwendung von digitalen Geldnde- und Dichtemodellen — Sonderdruck aus Freiberger Forsch. H.
C 408, VEB Deutscher Verl. f. Grundstoffindustrie, Leipzig, 1985



OZfVuPh 76. Jahrgang/1988/Heft 2 201

Dank

Die Arbeit ist an der Abteilung Geophysik der Technischen Universitat Wien (Vorstand: Prof. Dr. A.
E.Scheidegger)entstanden, welchedie flr deren Ausfiihrung notwendige Infrastruktur bereitgestellt hat.

Anhang 0

p=variabel
//
LR oL s
JaTToh) Hm
dglPl)

dg(Pl) p=const.

Hb
Abb. 1a: Getrennte Geldnde- und Plattenreduktion
p=variabel
// TN\
i e
Hm=Hb
Hp

Abb. 1b: ZusammengefaBte Geldnde- und Plattenreduktion

Abb. 2: Darstellung der Restplatten
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Anhang 1
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Ar
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Abb. 3a: Horizontalgradient Ag/Ar der sphérischen Restplatte in Funktion der Plattendicke AH fiir
verschiedene Grenzradien r, des Reduktionsgebietes

Kennt man nun jeweils 3 der 4 GréBen r,, AH, Ag und Ar, so |aBt sich die vierte Unbekannte entweder
direkt oder indirekt (iber das Verhéltnis Ag/Ar aus der Abbildung ermitteln:
z.B.: geg.:r,=30km, AH=0,5km, Ag=0,1 mgal
ges.: Ar
Aus Abb. 3a folgt damit Ag/Ar = 16.10"¢ mgal/m
Mit Ag = 0,1 mgal ergibt sich flr Ar: Ar=0,1/16.10"°m =6 km
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Anhang 2

In der Abb. 3bist der direkte Zusammenhang zwischen MeBgebietsgréBe Arund der Plattendicke
AH fir verschiedene Grenzradien r, dargestellt, wenn die Reduktionsgenauigkeit Ag bekannt ist.
(R=6378 km, R,=D, 0 =2,67 g/cm?)

Ar ist dekadisch logarithmisch skaliert:

Ae tkm]
0
8 1
6 | Ag=0,7mgal
L L
3
2 L.
100km
1 F 75km
0,8}
06t 50km
0,4}
0,3} 30km
0,2F
20km
01¢
2,5km Skm 10km 15km
0,5 1,0 5S 2,0 2.5 3,0

Abb. 3b: Ausdehnung des MeBgebietes Ar in Funktion der Plattendicke AH fir verschiedene Grenz-
radien r, des Reduktionsgebietes und flir eine Reduktionsgenauigkeit Ag = 0,1 mgal.

Auch daraus 4Bt sich wieder die vierte GréBe aus den anderen drei bekannten GréBen direkt oder
indirekt Gber Ag/Ar, wenn ein anderes Ag als das der Abbildung gegeben bzw. gesucht ist, bestimmen:

z.B. geg.: Ag=0,05mgal,r,=30km, AH=0,5km
ges.: Ar
Aus Abb. 3b bekommt man fir Ag’ = 0,1 mgal ein Ar’ von ca. 6 km. Mit Ag = 0,05 mgal folgt daraus:
Ag/Ar =0,1/6 = 0,05/Ar Ar=3km

AH
(kml
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Anhang 3
a) hmax
hp=hg
Viw v H
b) Z hey
W/\\\y\
c)

Abb. 4: Das wirksame Volumen V,, fir verschiedene Aufpunkthéhen

Diese Abbildungen zeigen, daB fir ein bestimmtes MeBpunktniveau h, zwischen Bezugshdhe h,
und der maximalen Geldndehdéhe h,,, V,, minimal wird. Auch gibt es ein Niveau, in dem die Massenreduk-
tion gleich 0 ist, da die Massenwirkung in Abb. 4a entgegengesetztes Vorzeichen zu der in Abb. 4c hat.
Beide Niveaus sind aber nicht identisch, weil die Schwerewirkung nicht nur vom Volumen, sondern auch
von der Lage dieser zum Aufpunkt abhangt.

In der angewandten Gravimetrie wird in den meisten Fallen die Aufpunkthéhe nicht sehr stark von

der Bezugshéhe abweichen und V,, fast gleich V sein.
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Anhang 4
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Abb. 5: H6hen- und relativer Dichtefehler fiir eine Masseneinheit (Quader 1 x 1 x 1 km, o = 2,67 g/cm?®)
in Abhangigkeit der Entfernung bei gegebenem verschieden gewichteten Masseneinheitsfehler.
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Anhang5
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Abb. 6: Reduktionsgenauigkeit Ag(h) bei einem mit dem Faktor k linear zur Entfernung zunehmenden
Héhenfehler in Abhéngigkeit der Hohe flir verschiedene k und Reduktionsgebietsradienrr, .
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Anhang 6

2
a (107 mgal - %
)

b

Abb. 7: Steigung a der Formel (3.14) in Funktion des Anstiegs k des Naherungskérpers (nach 3.3.2)
fur verschiedene r, und h .
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