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Partitionierte Orthogonalisierung und Singularwertanalyse
zur LOsung der Ausgleichung nach vermitteinden Beobachtungen

Von J. Forsthuber, J. Schneid, H. Stanek, Wien

Zusammenfassung
Ein auf einem Orthogonalisierungsverfahren basierender Algorithmus zur Lésung eines (iberbe-
stimmten, auch rangdefizienten, linearen Gleichungssystems im Sinne der kleinsten Quadrate wird vor-
gestellt. Das (ibliche Aufstellen der Normalgleichungen entféllt dabei. Ein Vergleich zu Lésungsmetho-
den mittels Normalgleichungen beziiglich des Speicherplatzbedarfs, der Rechengenauigkeit und der
Anzahl der Rechenoperationen wird durchgeftihrt.

Abstract
An algorithm on the basis of orthogonalization for solving linear least square problems of arbitrary

rank is introduced. No use of normal equations is made. Methods involving normal equations are com-
pared with the introduced algorithm as for storage, computing errors and operation count.

1. Einleitung

Der Bedeutung des linearen Ausgleichsproblems entsprechend gibt es laufend Bemu-
hungen zur Verbesserung und Erweiterung von Lésungsverfahren. Waren es anfangsdie Ver-
meidung aufwendiger Rechenoperationen und die Einbeziehung durchgreifender Berech-
nungskontrollen, wurden durch den Einsatz von EDV-Anlagen andere Eigenschaften wie
Rechengenauigkeit, Speicherplatz und Rechenzeit bedeutsam.

Fur die handische Berechnung erwies sich das GauB’sche Eliminationsverfahren zur.
Lésung der Normalgleichungen geeignet, wenn auch das Verfahren von Cholesky verschie-
dentlich favorisiert wurde. Letzteres fand dann auchin Losungsprogrammen Aufnahme, da es
sich durch héhere numerische Stabilitdt auszeichnet. Eine weitere Effizienzsteigerung wurde
durch Ausnutzung der speziellen Form der in der Ausgleichsrechnung auftretenden Glei-
chungssysteme erreicht. So stellt etwa das GauB-Jordan-Austduschverfahren (siehe z. B. [2])
einen effektiven lterationsalgorithmus zur Auflésung auch groBer linearer Gleichungssysteme
in Verbindung mit der Berechnung der Inversen zur Verfligung. Fir schwach besetzte
Systeme, wie sie bei der Ausgleichung groBer geodatischer Netze auftreten, gibt es ebenfalls
eine Reihe von optimierten Algorithmen ([1]).

Die genannten Verfahren wurden schlieBlich durch die Verwendung der Pseudoinver-
sen auch fur die freie Netzausgleichung modifiziert (z. B. [4], [7]). Als Ergebnis wird dabei der
(eindeutige) Losungsvektor mit minimaler euklidischer Lange definiert.

IndervorliegendenArbeitwird ein Verfahrenvorgestellt, das sich durchfolgende vorteil-
hafte Eigenschaften auszeichnet:

— Aufldsung von Uberbestimmten linearen Gleichungssystemen von beliebigem Rang

— Keinerlei Vorkenntnis der Rangdefizienz bzw. deren Struktur vorab erforderlich

— Vermeidung des Aufstellens der Normalgleichungen

— Partitionierungen ermdglichen die effektive Berechnung groBer Systeme auch mit kleinen
Arbeitsspeichern .

— Singularwertberechnung ist Grundlage zur (numerischen) Rangbestimmung und zu
umfassenden Fehleruntersuchungen

— Numerische Stabilitdt des gesamten Algorithmus
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2. Vermittelnde Lagenetzausgleichung

Da ein Ausgleichsproblem angestrebt werden soll, ist eine Uberbestimmung von Netz-
punkten durch zusatzliche Messungen erforderlich. Jede der n unabhéngigen Beobachtun-
genL, (zur Bestimmung von m ausgeglichenen Unbekannten x;) kann nun mit einer Verbesse-
rung v, behaftet werden (L, + v;), was seinerseits als Funktion von verbesserten vorlaufigen
Unbekannten x; = x° + Dx; dargestellt werden kann,

L4vi=f(X,...,x,),i=1(1)n. (2.1)

Linearisiertman in erster Naherung die rechte Seite von (2.1), so gelangtmanzu einem
linearen System von Verbesserungsgleichungen

v=Az—|, (2.2)
mit  AeR™™, |eR", (A)ii=%'(', L=f (% ...,x,°) —L; und z = Dx;.
j .
Die Verbesserungen werden noch, entsprechend der Genauigkeit der Beobachtungen

und aus Homogenisierungsgrtinden, gewichtet, sodaB sich als Minimierungsforderung im
Sinne der kleinsten Quadrate

VIPv = (Az — )T P (Az —I) » Minimum (2.3)
ergibt; die Matrix PeR™" besitzt Diagonalgestalt mit strikt positiven Elementen
pi=m2/mZ i=1(1)n (siehe[3)).
Eine notwendige Minimierungsbedingung ist durch die Normalgleichungen
ATPAz = ATPI (2.4)

gegeben. ImFallederenRegularitatwird tiblicherweise einer derimvorigen Abschnitt erwahn-
ten Algorithmen zur Bestimmung der (eindeutigen) l.6sung herangezogen; keine eindeutige
Losung ist im Falle der Singularitat von ATPA gegeben. Diese tritt bei freien Netzen auf, in
denen bekanntlich das geodatische Datum nicht hinreichend durch Festpunkte bestimmt ist.
Die Mehrdeutigkeit der Losung wird dabei durch die Forderung nach kirzester euklidischer
Lénge beseitigt. Die Losung selbst kann dann mit Hilfe eines um Bedingungsgleichungen
erweiterten Normalgleichungssystems gewonnen werden (siehe z. B. [6]).
Die Aufgabe (2.3) ist 4quivalent mit

1P* Az — P* 1l - Minimum, (2.5)

wobeill - Ilim weiteren stets die euklidische (Vektor-)Norm bezeichnen mége; ebenso soll der
Einfachheit halber B fiir P* A und c fiir P? | stehen.

3. Das lineare Ausgleichsproblem
Das lineare Ausgleichsproblem

[IBz—=cll - Minimum, BeR™™ ceR", (3.1)

ist bekanntlich immer I6sbar. Im folgenden sei stets von einem Ulberbestimmten (n > m)
Problem (3.1) die Rede. Die Lésung z* von (3.1) istgenaudann eindeutig, wenn Rang (B) =m;
gilt Rang (B) < m, so gibt es unendlich viele Lésungen, aus denen man traditionellerweise
durch die zusatzliche Forderung

izl - Minimum (3.2)

eine eindeutige, ndmlich die euklidisch kiirzeste Lésung z*, auszeichnet.
Die Abbildung ¢ - z*ist linear und wird mit B* ¢ R™" (Pseudoinverse von B) bezeichnet.
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4., Algorithmen zur Lésung des linearen Ausgleichsproblems

4.1 Die Normalgleichungen

Ist Rang (B) = m, dann hat (3.1) eine eindeutige L6ésung z*, die den sogenannten
Normalgleichungen,
B'™Bz=BTc (4.1)

entspricht, fir B* gilt demnach
B+ = (B™B)~' B.

BB ist symmetrisch und positiv definit, es liegt also nahe, (4.1) mit Hilfe des Cholesky-
Verfahrens zu I16sen. Abgesehen von der a priori zu erfolgenden Rangbestimmung von B
kénnen sich zwei erhebliche Schwierigkeiten bei diesem Vorgehen einstellen.

Bereits bei der numerischen Berechnung von B'B und B'c (die (iberdies einen noch gar
nicht zum Ldsungsalgorithmus gehorigen Aufwand von m?n/2 Multiplikationen plus Additio-
nen erfordert) entstehen Fehlerinder GréBenordnung IIB™BIl + eps (eps istdie Genauigkeit der
Maschinenarithmetik und ist gewohnlich durch 0.5 - (Zahlenbasis) 1 (1 — Mantissenlénge)
definiert), auch die vorhandenen Einlesefehler der Matrix werdeni. a. zu Verfalschungen der
GroBenordnung IIB™BJ| - eps flihren. Da nun fiir die Kondition K (B'B) der Normalgleichungen
bekanntlich K(B'B) =K(B) + K(B) gilt, wird die Lésung, unabhéngig von den Rundungsfeh-
lern wéahrend der Gleichungsaufldsung, bereits davor mit einem Fehler der GréBenordnung
K(B)? - epsbehaftetsein. (Die Konditionszahl eines Problems ist ein MaB der Empfindlichkeit
des Ergebnisses in Abhéngigkeit von Anderungen in den Daten des Problems; eine obere
Schranke flr den relativen Fehler des Ergebnisses z* 148t sich also durch K?(B) - eps ange-
ben.) Weiters kann eine dem Problem (3.1) gar nicht eigene Stérungsempfindlichkeit durch
eine gewisse Konstellation der rechten Seite ¢ in Bezug auf B eingeschleppt werden; die
Normalgleichungen sind in diesem Fall als numerisch instabil zu bezeichnen.

Die zweite Gefahrliegtnatirlich in der Moglichkeit, daB die berechnete Matrix B'B nicht
mehr positiv definit ist, sodaB die Auflésung mit Hilfe des Cholesky-Algorithmus nicht mehr
maoglich ist. Schon bei méaBig schlecht konditionierten Problemen kann dies der Fall sein.

Zusammenfassend 1aBt sich also sagen, daB das Ldsen von (4.1) selbst im Fall
Rang (B) = m nur unter speziellen, harmlosen Konstellationen zu vertreten ist.

Liegteinrangdefizientes Problemvor, soistB™B singuldr. Wohl kann man auchin diesem
Fall zu einem erweiterten System von Normalgleichungen gelangen (siehe z. B. [4], [7]), dies
setzt aber die Kenntnis der Rangdefizienz m — Rang (B) und deren Struktur voraus. Da dies
i. a. a priori nicht der Fall ist, genauso wenig wie die Kenntnis etwaiger numerischer Rangdefi-
zienz, liegt es schlieBlich nahe, nach Algorithmen zur Lésung von (3.1) bzw. von (3.1) und (3.2)
zusuchen, die all die erwahnten Schwierigkeiten, Gefahrenund Vorkenntnisse des Problems
vermeiden. )

Alldiesleistetdie sogenannte QR-Zerlegungder Matrix B. Sie bewirkt die Reduktion von
B auf Dreiecksgestalt mit Hilfe orthogonaler Matrizen und ist somit Basis flr einen numerisch
stabilen Algorithmus zur Ldsung von (3.1). Durch eine partitionierte Abarbeitung der Matrix B
wird dem oft gemachten Vorwurf des intensiven Speicherplatzbedarfs von Orthogonalisie-
rungsverfahren entgegengetreten. Im AnschluB3 erfolgt eine Singularwertbestimmung der
triangularisierten Matrix, somit eine eindeutige Entscheidung liber den (numerischen) Rang
und folglich die Berechnung der Lésung gemaB (3.1) bzw. (3.1) und (3.2).
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4.2 QR-Zerlegung und Singulérwertbestimmung

Bekanntlich gibt es zu jeder Matrix B ¢ R™™ (im weiteren gelte wieder n > m) eine ortho-
gonale Matrix Q e R™" und eine obere Dreiecksmatrix R ¢ R™™, sodai
R
B=Q - [5] (4.2)
gilt. R kann durchaus Nullen in der Diagonale aufweisen, also singulér sein.

Die Matrix B wird dazu von links mit geeigneten orthogonalen Matrizen, sogenannten
Householdermatrizen, multipliziert, bis schlieBlich nach m Schritten eine obere Dreiecks-
matrix R entsteht. Die Elimination (der Elemente unterhalb der Hauptdiagonale) erfolgt
spaltenweise von links nach rechts, im k-ten Schritt wird also durch Multiplikation mit der
Householdermatrix H, die k-te Spalte unterhalb der Hauptdiagonale der bestehenden Konfi-
guration zu Null (siehe etwa [5]). Man hat also nach m Schritten

HoHpq ... H,H,B ={%] (4.3)

SetztmanQ=H,H,...H_ _,H_, sogilt(4.2) und Qist als Produkt orthogonaler Matrizen

selbst orthogonal. Die Anwendung von (4.2) zur L&sung von (3.1) liegt nun auf der Hand: die

“euklidische Norm von Bz — ¢ zu minimieren ist &quivalent mit der Aufgabe, die euklidische
Normvon Q™Bz —QTc zu minimieren, da Q" als orthogonale Abbildung eine Drehung darstellt,
also langeninvariantist. Setzt man g, ¢ R™ fiir die ersten m Komponenten und g, ¢ R*~™ flir die
restlichen Komponenten von QTc, so gilt

Bz—cl2=IRz—g,I2+lg,?, (4.4)

man hat also das Problem (3.1) durch die Anwendung eines numerisch stabilen Algorithmus
(n@mlich der Multiplikation mit orthogonalen Matrizen, die die bestmdégliche Kondition 1 besit-
zen) in das Problem

IRz =gy Il = Minimum (4.5)

Ubergefiihrt. Entscheidend fiir das weitere Vorgehen zur Losung von (4.5) ist natiirlich der
Rang bzw. numerische Rang von R (derident ist mit dem von B).

Dazu bedient man sich der sogenannten Singuldrwertzerlegung (Singular Value
Decomposition) von R. Diese besagt, daB es zu jeder Matrix G ¢ R™™ mit Rang (G) =,
r < min (n,m) zwei ofthogonale Matrizen W ¢ R™™ und V ¢ R™" gibt, sodaB

D |O]|)r
TaW — +
GV [O Ol]n—r

rom—r

wobei D =diag (0,,0,,...,0,)und g, > 0, > ... 2> 0, >0.Mansetztg;=0,i=r+1(1)m
und nennta,, ..., o,,die Singuldrwerte von G. Die Anzahl der nichtverschwindenden Singular-
werte gibt also den Rang von G wieder. Inunserem Fall gibt es also zwei orthogonale Matrizen

V, W e R™™, sodaB
D [0]}r
T =
viaw =[5} e

r m—r
gilt, mit den Singulérwerteno, > 6, > ... 2 0, > 0=0,,=...=0,.

Auch die Gewinnung der Singularwertzerlegung einer Matrix stellt einen numerisch
stabilen Algorithmus dar, da sie durch orthogonale (Links- und Rechts-)Transformationen
erhalten wird. Die Kenntnis der Singuldrwertzerlegung (4.6) von R flihrt nun zur endgliltigen
Losung von (4.5).
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Partitioniert man
W=[W,IW,] und V=[V,IV,],

r m—r r m-r

so gilt
IRz — g, P =HDW,"z— V,Tg, 1P +1iV,"g, II*. (4.7)

Offenbar wird (4.7) genau fir W,z = D™V, g, minimal.
Der Wert von W,z ist noch beliebig. Durch W, "z = 0 wird

WTZ] D
g fi=1wrz

und somit llz [lminimal. Die allgemeine Lésung von (4.5) und somit von (3.1) und (3.2) ist also
gegeben durch
z#=W,D'V,g, .

Das Residuum [IBz* -— c Il schlieBlich ergibt sich durch
1Bz —cll=(I1V,7g, 12+ Il g, [1%)* .

Der so beschriebene Lésungsweg ist die Grundlage des im folgenden Abschnitt
beschriebenen, adaptierten AlgorithmuszurLésungvon (3.1) bzw. (3.1) und (3.2); klarerweise
konnte sie auch direkt aus der Singularwertzerlegung von B gewonnen werden. Warum dies
nicht geschieht, wie auch die Frage nach der numerischen Rangbestimmung, wird im folgen-
den erortert.

5. Ein adaptierter QR/SVD-Algorithmus

Da esimFalle stark Uberbestimmter Systeme (n >> m) nicht mehr moglich sein kann, die
Matrix B als ganze einzulesen, wurde die sogenannte sequentielle Householdertransforma-
tion gewahlt. (Minimalanforderung an den zur Verfligung stehenden Speicherplatz muB nattir-
lich die Speicherfahigkeit von ~ m-m Daten sein, da jede Ldsungsmethode, ob
Normalgleichungen, QR-Zerlegung oder SVD, auf eine Matrix der Dimension m fiihrt.) Diese
gestattet ein Abarbeiten der Matrix B in beliebig dimensionierbaren Zeilenblécken. Zu diesem
Zweck partitioniert man die Matrix B und den Vektor c:

By ) n; c] Iny
Bl ), S| e

B= ,c=|. ,._1n,=n,1<q<n
Bal ) Ng Cql } Ng

Der Algorithmus konstruiert nun (mit Hilfe der im vorigen Abschnitt erwahnten House-
holdermatrizen) eine Folge von oberen Dreiecksmatrizen [R; | dj], sodaB die beiden Aus-
gleichsprobleme

B [
IRz — d;Il = Minimumund lI| : {z—] . |l = Minimum
B) Lo
fur jedes i =1 (1) g &quivalent sind, d. h., dieselbe Lésung und dasselbe Residuum besitzen.
Dabei kann die jeweils neu berechnete Matrix [R;d;] den Speicherplatz der vorigen, erweiter-

ten Matrix e
i1 | Qi 5.
[Bi - ] (5.1)
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einnehmen. Hat man also nach i — 1 Schritten die (A, * (m+ 1)) — Dreiecksmatrix [R,_Id;_,]
erreicht, so bildet man die ((A,_; +n;) * (m + 1)) — Matrix (5.1) und reduziert mittels House-
holdermatrix Q; auf Dreiecksgestalt:

g el L

wobei i, = min (m + 1, A,_, + n,). Das Ergebnis des letzten Schrittes 148t sich darstellen als

m 1

s E?} m
(Raldi LTIE]] 17
Man beachte, daB [R,|d,] obere Dreiecksgestalt besitzen muB, dan > mist.

Man kann nun zeigen, daB3 dieses g-stufige Verfahren einer einzigen orthogonalen
Transformation mit Hilfe einer orthogonalen Matrix QT entspricht,

R|d]}m
Q"[Blc]=|0]e [} 1
010J)n—m—1
Das lineare Ausgleichsproblem
R di] - -
[ olZ~ o I2=I1Rz—dl2+e* - Minimum (5.2)

ist also aquivalent mit dem Problem (3.1).
Nach erfolgter Singuldrwertzerlegung von R, R = VDWT, wobei V, D, W ¢ R™™, V,
W orthogonal, D = diag (o, , . . ., 0,), kann der numerische Rang r garantiert werden, falls

Jm - eps : g, < o, aber /m - eps‘ o, > 0y, -

a)r=m

Die L6sung z* ist eindeutig und ergibt sich aus dem Gleichungssystem Rz = d, bzw. mit
Hilfe der erfolgten SVD als
z#=WD"'V'd .

Fir das Residuum giltliBz* — cll = lel, das skalierte Residuum istdemnachlel/ /n—m.
Auch die Matrix (B™B)~" 1aBt sich mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung von R darstellen,

(B™B)™" = WD2 W',
daja B'B = R'R gilt.

b) r<m
* Entsprechend Abschnitt 4.2 setzt man D = diag (0y,...,0) teilt
W =[W,IW,] und V=[V,IV,].
T mer Tmer

Die Lésung z* im Sinne (3.1) und (3.2) ergibt sich als
z#=W,D"V,Td.
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Fiir das Residuum giltlIBz* — cll=(1IV,"d|I2 + €?)*. Das skalierte Residuum ist demnach
IBz*—cll//n—r. Auchdie Matrix B*(B*)"IaBt sich einfach darstellenals B*(B+)"=W,D2W,.

Der Grund, warum die Méglichkeit, die Singularwertzerlegung von B (und nicht der trian-
gulisierten Matrix R) zur Konstruktion der Losung zu verwenden, nicht gewahlt wurde, liegtim
vermehrten Rechenaufwand.

Es istin véllig analoger Weise wie bei der sequentiellen Triangularisierung von B még-
lich, die Singulérwertzerlegung der partitionierten Matrix B sequentiell zu berechnen. Der Auf-
wand bestiinde also aus q SVD-Berechnungen. Bezeichnet man nun den Aufwand, der zur
Triangularisierung einer Matrix (durch eine Linksmultiplikation mit einer orthogonalen Matrix)
notig ist, symbolisch mit o, so ist der Aufwand zur Singularwertzerlegung derselben Matrix
zumindest doppelt so hoch, also 2, da ja von links und rechts orthogonal multipliziert werden
muB (abgesehen vom Aufwand zur eigentlichen Bestimmung der singulédren Werte, die in der
Regeliterativist). Nimmt man weiters der Einfachheit halber an, daB sdmtliche Blécke B;unge-
fahr gleich dimensioniert sind, so ergibt sich beim adaptierten QR/SVD-Algorithmus ein
Gesamtaufwand von (q + 2) &, wahrend dieser bei aquivalenter SVD-Berechnung 2 qo., also
etwa doppelt so hoch ist.

Der Aufwand von Rechenoperationen zur Triangularisierung von B mit Hilfe sequentiel-
ler Householdertransformationen betragt asymptotisch

3
(m2n — —'2—) S+ %) (Additionen plus Multiplikationen).

(Man sieht, daB mit Verkleinerung der BlockgroBen der Aufwand steigt.)
Die Singularwertzerlegung der oberen Dreiecksmatrix R schliellich benétigt zirka

6{m3 (Additionen plus Multiplikationen).

(Dieser Wert beinhaltet weitestgehend gesicherte Erfahrungswerte beziiglich der Konver-
genzgeschwindigkeit der lteration zur Singularwertbestimmung.)

Fur die Ubliche Anwendungspraxis — der Abarbeitung in quadratischen Blocken — also
n ~ gm — erhalt man somit gréBenordnungsmasig

(m2n + 6m?®) (Additionen und Multiplikationen)

als Gesamtrechenaufwand.

Im Vergleich zu géangigen Lésungsverfahren von (3.1) bzw. (3.1) und (3.2) durch das
Erstellen der Normalgleichungen ergibt sich in jedem Fall beim QR/SVD-Algorithmus ein
geringerer Rechenaufwand ab einer GroBenordnung von ungeféhr 100 Unbekannten (wei-
testgehend unabhangig von Ublichen Relationen zwischen n und m!). Dieser Wert sinkt bei
rangdefizienten Gleichungssystemen deutlich ab.

6. Testresultate

Zu einem Vergleichstest mit dem adaptierten QR/SVD-Algorithmus wurde eine Reihe
von géangigen Ausgleichsprogrammen herangezogen. Neben einer betrachtlichen Anzahl von
Lagenetzen aus Untersuchungen des Instituts fur Landesvermessung der TU Wienwurdeu. a.
auch dasfreie Streckennetz Sattenhausen (siehe [3]) gerechnet und in sdmtlichen Ergebnis-
sen verglichen. Die Losung stimmt in allen berechneten Werten tberein. Die durch den QR/
SVD-Algorithmus fiir dieses Beispiel aufgedeckte Rangdefizienz von 3istaufgrund der Artdes
Netzes sofort einsichtig (Abb. 1).



8. OzfVuPh 75. Jahrgang/1987/Heft 1

87
1087
86
10006
o1
75
20
Legende: o Neupunkt
1059 gemessene Seife
Abb. 1

Das folgende simulierte Beispiel soll den Vorteil einer (numerischen) Rangbestimmung
demonstrieren:

1 3 5 7
YA AN
£
N
% /
N/
X
N
/ AN
"4 Y
2 ) & 6 8
Legende: A\  Festpunkt
o Neupunkt
—+ — — gemessene Richtung

===== geinessene Seite
——— gemessene Richtung u. Seite

Abb. 2
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DasLagenetzistin den beiden Festpunkten 1 und 7 gelagert. Trotz der verhéltnisméasig
groBen Uberbestimmung ist keine eindeutige Lésung aufgrund eines Konfigurationsdefekts
maoglich. Bei Berechnung mit Programmen, die die Lésung tber Normalgleichungen bestim-
men; war es teilweise durch geeignete Wahl der Naherungskoordinaten und der Beobachtun-
gen moglich;, Ergebnisse zu erhalten. Auch die danach berechenbaren Fehler der Punktkoor-
dinaten fielen im Hinblick auf die Unldsbarkeit des Problems zu optimistisch aus. Eine Syste-

- matik in Abhangigkeit zu den modifizierten Naherungskoordinaten und Beobachtungen war
nicht geschlossen feststellbar.

Demgegentiber ist die Aufeckung der numerischen Rangdefizienz 2 durch ein Pro-
gramm unter Verwendung des QR/SVD-Algorithmus als korrekte Aussage anzusehen. In der
Praxis ist die Entstehung dieses Netztyps etwa durch Verlust der Visuren in einem wiederholt
beobachteten Deformationsnetz denkbar. Da heute Messungen via Datenerfassungsgerat
direkt in den Rechner gebracht werden kdnnen, ist fiir die automatische Auswertung das kor-
rekte Aufdecken solcher Problemsituationen eine unumgéngliche Forderung.
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