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Bedeutung der Varianzkomponentenschatzung
fiir die geodatische Praxis

Von A. Grimm-Pitzinger und K. Hanke, Innsbruck

Summary
Estimating variance components is an effective method of improving the stochastic model.
As an example the adjustmentofboth the directions and the distances in ageodetic 2D-network is shown.
The presented procedure results in an optimal utilization of data by means of unbiased estimation of
variances and unknown parameters.

1. Einleitung und Problemstellung

Die klassische Ausgleichung nachder Methode der kleinsten Quadrate stellt aus statisti-
scher Sicht ein Verfahren zur Schatzung von Parametern (Unbekannten, Verbesserungen,
etc.) aus vorgegebenen Beobachtungsdaten dar. Voraussetzung fur eine erwartungstreue
Schéatzung ist die a-priori-Kenntnis der Genauigkeitsverhaltnisse der eingeflihrten Messun-
gen.

In der Praxis sind diese héufig Erfahrungswerte oder entstammen Vorausgleichungen
von Datenteilen (z. B. Satzausgleichungen). Sie ergebenjedoch fast immer zu optimistische
Werte, da nicht alle einflieBenden Fehlerursachen erfaBt sind und sie meist nicht den Charak-
ter ,auBerer Genauigkeiten“ besitzen.

Beihomogenen (gleichartigen) Beobachtungen wird in der klassischen Ausgleichsrech-
nung a posteriori die Varianz der Gewichtseinheit geschétzt. Erwartungstreue Schatzungen
werden dann erhalten, wenn diese Varianz die Genauigkeit aller Messungen représentiert.

Diese Forderung wird bei homogenen und von AusreiBern bereinigten MeBdaten durch
Schétzung der Gewichtseinheitsvarianz meist ausreichend erfillt.

Schwierigkeiten entstehen in der Praxis bei der Gewichtung der Beobachtungen oft
dann, wenn es sich dabei um heterogene MeBdaten, also Messungen verschiedenen
Ursprungs oder unterschiedlicher Art handelt.

Einige Beispiele fur solche Problemstellungen sind:

— kombinierte Richtungs- und Streckennetze [5], [8] (Richtungen, Strecken, evtl. Azi-

mute)
— 3D-Netze (Richtungen, Raumstrecken, Zenitdistanzen, Lotabweichungen, gemes-
sene Héhenunterschiede, u. &a.)

— DistanzmessungaufEichstrecken [4] (konstanter und streckenabhangiger Anteil der
Gewichte) :

— photogrammetrische Blockausgleichung mit Selbstkalibrierung (Gewichtung der
zusétzlich eingefiihrten ,Beobachtungen®) [2]

Die Bestimmung der Varianzen der Beobachtungsgruppen aus getrennten Ausglei-
chungen ist an die Voraussetzung der Bestimmbarkeit der Unbekannten in diesen Modellen
gebunden und berticksichtigt Uberdies nicht die gegenseitige Beeinflussung der Messungen
in einer gemeinsamen Schatzung.

Soll der Informationsgehaltgeodéatischer Messungen wirklich voll ausgeschépft werden,
bietet sich die a-posteriori-Schatzung von Varianzkomponenten der einzelnen Beobach-
tungsgruppen an. Dadurch wird eine Anpassung an ein gemeinsames Varianzniveau aller
Messungen und eine erwartungstreue Schétzung von Unbekannten auch aus heterogenen
MeBdaten méglich.

Die Voraussetzungen fir die Schétzung dieser Varianzkomponenten sind:

— Kenntnis der Varianzverhéltnisse innerhalb der Beobachtungsgruppen,
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— die Redundanzanteile der Beobachtungen im gemeinsamen Ausgleichsmodell sollen
ausreichend groB sein,
— dieKoeffizientenmatrix muB die verschiedenen Beobachtungsgruppen gut miteinan-
der verkniipfen, um die gewiinschte gegenseitige Beeinflussung zu gewéhrleisten,
— die Messungen missen der Normalverteilung gentigen, sollen alsoinsbesondersvon
groben und systematischen Fehlern bereits befreit sein. (Ausnahme: Verwendung
der Varianzkomponentenschatzung zur Suche nach groben Fehlern [6]).
Nachdem selben Schema ist eine Schétzung von Kovarianzkomponenten méglich. In
den meisten Fallen wird man jedoch annehmen kénnen, daB3 die Beobachtungen verschiede-
ner Gruppen nicht korreliert sind und auf die Schatzung von Kovarianzkomponenten verzich-
ten. [9]
Bevordie Varianzkomponentenschatzung an Beispielen dargestelit wird, soll ihr mathe-
matisch-statistischer Gehalt kurz zusammengefaB3t werden.

2. Mathematische Grundlagen

Grundlage jeder Ausgleichung bildet ein aus einem funktionalen und einem stochasti-
schen Anteil bestehendes lineares Modell.
Der funktionale Anteil
I+e=Ax (1)

beschreibt die physikalisch-geometrischen Zusammenhange zwischen dem (linearisierten)
Beobachtungsvektor! und dem Unbekanntenvektor x mit Hilfe der Konfigurations- oder Koeffi-
zientenmatrix A. Der Vektor g beinhaltet die den Beobachtungen anhaftenden Fehler.

Der stochastische Anteil beschreibt die wahrscheinlichkeitstheoretischen Eigenschaf-
ten des Beobachtungsvektors | durch die Kovarianzmatrix K,

LRI 01,101 O
Ki=Efee”) = | : : 2
T R o2 |
Of v ieeeee e Standardabweichungen der Beobachtungen
0.
Pik= E% ............ Korrelationskoeffizient zwischen L; und Ly, i + k.

Weiters wird angenommen, daB3 die Beobachtungen normal verteilt sind:
Elg)=0 )

Die Kovarianzmatrix K, I&Bt sich in

Ku = Og Q, (4)
zerlegen.
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02 Varianz der Gewichtseinheit
[ T L Kofaktorenmatrix von |
Q, wird vorgegeben, o2 ist vorerst unbekannt.

Wenn Q, positiv definitist, existiert als Inverse die Gewichtsmatrix
P=qy (6)

Eine wesentliche Vereinfachung tritt ein, wenn, in Unkenntnisihrer tatséachlichen GréBe,
die Korrelationskoeffizientenund damitdie ElementeauBerhalbderHauptdiagonale in K, bzw.
Q, gleich 0 gesetzt werden. P wird dann zur Diagonalmatrix.

Die Verknipfung von funktionalem und stochastischem Modell geschieht meist durch
Homogenisierung der Verbesserungsgleichungen:

pizy=p2Ax — P (52)

Wird in (4)
o,=1
gesetzt, dann entspricht die Homogenisierung einer Division durch die Standardabweichung
der Beobachtung.

Bei Vorliegen der beiden Modellkomponenten werden Schatzwerte fiir die Unbekann-
ten, die Verbesserungen und auch fir die Varianz der Gewichtseinheit durch

X=(ATPATATPI (6)

v=AX—| (7)
VIPv

e (8)

ermittelt.
X, v und s2 sind nur dann erwartungstreue Schatzungen

E(®) =% (9)
Ely)=¢ (10)
E{s3) = o2 (1)

von minimaler Varianz, wenn das stochastische Modell die tatsachlichen Genauigkeitsver-
haltnisse ausreichend genau beschreibt. Dies gelingt im allgemeinen innerhalb gleichartiger
Messungen, nicht jedoch, wenn in einem Ausgleich verschieden geartete Beobachtungen
gemeinsam verarbeitet werden. FaBt man die Beobachtungen zu m Gruppen gleicher Art
zusammen, so geht das funktionale Modell (1) tber in: '

l & A,
+ 0 =]: |x (12)
In Em A,

Da man in der Praxis meist davon ausgehen kann, da3 die Beobachtungsgruppen nicht
korreliert sind, wird das stochastische Modell analog (12) zu
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Kis, 0 0% Qu . 0
Ky =

_ ) (13)
0 Ko 0 " 02, Qi

Das stochastische Modell entspricht, wenn das Varianzniveau der einzelnen Gruppen
gleich hochiist, d. h.:

B2 =gt~ .. .=. = o =a0f (14)

Die Varianzkomponentenschatzung ermdglicht die Berechnung dieser gruppenweise
gemeinsamen Faktoren (Varianzkomponenten)

o2 (i=1..... m).

Die Idee, Varianzkomponenten zu schatzen, geht auf Helmert [7] zuriick. Sie fand
jedoch, wohl hauptséchlich wegen des groBen Rechenaufwandes, keinen Eingang in die
Praxis. ErstAnfang der siebziger Jahre wurde sie wieder aufgegriffen und fiir die geodatische
Praxis aufbereitet. Von den verschiedenen seither entwickelten Schétzern seien im folgenden
zweiangegeben, wovondererste aus einem m-dimensionalen Gleichungssystem besteht (es
werden homogenisierte Verbesserungsgleichungen vorausgesetzt) [8].

2
V'V = s} spur (A Qi AT —E) (A Qx AT —E)") + 121 s, spur (A Qi A A, Q Af) (15)
j#i
Die Beobachtungsgruppen beeinflussen sich dabei gegenseitig, da jede Varianzkom-
ponente auch von den Verbesserungen der anderen Gruppen bestimmt wird. Dies bedeutet
einen prinzipiellen Unterschied zur getrennten Ausgleichung.
Die aus (15) errechneten Schatzer erfiillen folgende statistische Postulate (siehe [9]):
— sie haben minimale Varianz (BEST)
— sie sind invariant, z. B. gegeniiber einer zuldssigen Anderung der eingefiihrten
Néaherungswerte (INVARIANT)

— sie sind quadratisch (QUADRATIC), da sie, wie der Schéatzer fir die Varianz der
Gewichtseinheit, auf quadratischen Formen der Verbesserungen beruhen.

— Sie sind erwartungstreu, das heiBt, sie liefern unverzerrte Schatzungen (UNBIASED
ESTIMATOR)

Man bezeichnet die Schéatzer (15), diese statistischen Eigenschaften zusammenfas-
send, als BIQUE.

Die Schatzung gelangt nur iterativ zur Losung. Dabei werden jeweils die a-posteriori-
Schéatzungen der Genauigkeiten der einzelnen Gruppen im nachsten Ausgleichsvorgang als
a-priori-Werte angenommen. Als Konvergenzkriterium gilt

sZ=s2=1 (i=1,....m) (16)

Die lteration wird abgebrochen, wenn (16) erfillt ist bzw. wenn sich die Varianzkompo-
nenten nicht mehr signifikant von 1 unterscheiden.

Die Schéatzer sind anfangs o-lokal, d. h. sie hdngen vonden a-priori-Werten ab, bei Kon-
vergenz jedoch werden sie unabhéngig von den Startwerten. Das Formelsystem (15) kann
problemlos durch

V'V, =s§spur (£, — A Q, Al) (17)

ersetzt werden. Die daraus errechneten Schatzer sind erstim Konvergenzfall erwartungstreu.
(17)istrechentechnisch leicht realisierbar, da der Klammerausdruck in modernen Netzaus-
gleichsprogrammen bereits vorliegt [1]:
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spur (E,— & Qo &) = spur (. Q) = = (18)

r, stellt den Anteil am Freiheitsgrad (Redundanzanteil) der jeweiligen Beobachtung
innerhalb des Gesamtausgleichs dar und die Summe dieser Anteile tiber die n, Beobachtun-
gen der i-ten Gruppe demnach den Anteil dieser Beobachtungsgruppe am Freiheitsgrad. Die
Bedeutung der Redundanzanteile fiir die Kontrollierbarkeit (Zuverlassigkeit) der jeweiligen
Messung soll hier nicht ndher behandelt werden [5].

Ergadnzend sei auf zwei Sonderfélle der Varianzkomponentenschatzung hingewie-
sen [3]:

— liegt nur eine Gruppe von Messungen vor, geht in (18) der Anteil am Freiheitsgrad in
den Gesamtfreiheitsgrad des Modells und damit der Schatzer (17) in die Schatzung
der Varianz fiir die Gewichtseinheit (8) tber;

— bestehteine Gruppe nur aus einer Beobachtung, wird der Schatzer (17) unter Bertick-
sichtigung von (18) zu

= (19)

|<_t
I<|

Um zu priifen, ob diese Beobachtung der gleichen Grundgesamtheit entspringt (Aus-
reiBertest), wird das Varianzniveau dieser Beobachtung gegen das Varianzniveau der tibrigen
Messungen getestet [5].

Der Quotient ‘
== (20)

wird mit dem Quantil der F-Verteilung mit den Freiheitsgraden 1 und r-1 einer vorgegebenen
Sicherheitswahrscheinlichkeit verglichen (t-Test). Ubersteigt die TestgroBe F, den kritischen
Wert, so wird die zugehdrige Messung als grob fehlerhaft erkannt.

Inbeiden angefiihrten Sonderfallen wird keine lteration durchgefihrt. Im Falle der Schat-
zung der Gewichtseinheitsvarianz ist die Konvergenzbedingung (16) nach dem ersten Schritt
erfillt, im zweiten Fall wird eben dieser Unterschied des Varianzniveaus als TestgréBe ver-
wendet, weshalb eine Angleichung durch Iteration sinnlos ist.

3. Ein Beispiel aus der Praxis

Ein haufiges Problemin der Ingenieurgeodésie ist die Bestimmung der Gewichtsrelation
zwischen Richtungs- und Streckenbeobachtungen bei der Ausgleichung von Lagenetzen. Am
Beispiel des oberirdischen Teils des Stollenabsteckungsnetzes Strassen — Amlach (Drautal)
soll die Anwendung der Varianzkomponenten-Schatzung veranschaulicht werden. Abbil-
dung 1 zeigt das hochredundante Netz (121 Richtungen, 54 Strecken, 24 Orientierungsunbe-
kannte, 48 Koordinatenunbekannte, 3 Datumsparameter, Gesamtfreiheitsgrad 106).

Als Schatzung auf Grund von Erfahrungswerten und Firmenangaben wurden a priori in
eine freie Netzausgleichung eingefihrt:

sg =3%, s,=5mm (1 +1/km)

Die a posteriori berechneten Varianzkomponenten zeigen, daB das verwendete stocha-
stische Modell (Gewichtung) das Genauigkeitsverhéltnis der beiden Beobachtungsgruppen
ungeniigend widerspiegelt. Die in der Folge durchgefiihrte lteration wird in Tabelle 1 darge-
stellt.
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. ¥ 2 2 2 . 2 2 A
Iteration S Sg Sor Sos Sor * Sos Sg Sy
(cc) (mm) (mm)
1 3,0 5,0 2,86 0,66 4,35 2,07 18,9
2 5,1 4,0 1,06 0,44 2,44 0,86 14,9
3 5,2 2,6 1,04 0,66 1,59 0,96 13,2
4 5,3 2,1 1,04 0,81 1,28 0,98 12,2
5 5,4 1,9 1,02 0,88 1,15 1,00 1,7
Tabelle 1
Es bedeuten:
SRy Sg verennn A-priori-Genauigkeiten der Beobachtungen fiir den i-ten Iterationsschritt
82q, 8% ... .. Varianzkomponenten
LT S Gewichtseinheitsvarianz
SR e gimepel + - ol durchschnittliche Standardabweichung einer Koordinate

Ss = s; (1+ 1/km)

Die Gewichtseinheitsvarianz ergibt sich alsgewichtetes Mittelder Varianzkomponenten
mit den entsprechenden Redundanzanteilen als Gewichte.

Die a-priori-Genauigkeiten der Beobachtungen fir den (i+1)-ten lterationsschritt
berechnen sich aus

o 0 2 (i
S%(H'” = S%"’ X SOFS')

Sg(i+1) = Sg(i) 3 S%g)

Abbildung 2 veranschaulicht das Konvergenzverhalten der Iteration. Diese kann abge-
brochen werden, wenn sich die Varianzniveaus nicht mehr signifikant unterscheiden.,

Die durchschnittliche Standardabweichung einer Koordinate durch die Gewichtsitera-
tion sinkt auf 62% des urspriinglichen Wertes.

Das Ergebnis der Iterationistunabhangig von den Startwerten. Auch ein stark verzerrtes
Genauigkeitsverhéltnis der Ausgangswerte fiihrt zum selben Konvergenzziel (vergleiche
Tabelle 2).

DaB eine falsche Gewichtung auch zu optimistische Ergebnisse liefern kann, sei in
Tabelle 3 veranschaulicht. Hier wurde das Gewichtsverhéltnis zugunsten der Strecken, die
einen hdéheren Beitrag zur Genauigkeit leisten, verfalscht.
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Entscheidungskriterien
fur ein MeBsystem:

Eine Totalstation mit Spitzenleistungen...

Die Teilkreisorientierung bleibt mit Sicherheit immer erhalten.

Automatische Kompensation aller Instrumentenfehler, einschlieBlich Kippachsenfehler.
Vollelektronischer Stehachsenkompensator, 2-achsig.

Datenausgang im feststehenden Unterbau.

Datenubertragung zum Feldbuch Geodat 126 und umgekehrt.
Horizontalwinkel-Schnellauf fur zeitsparende Winkel-Einstellung.

Integriertes Soll-minus-Ist-Absteckprogramm.

Hohenberechnungs-Programm ROE.

0,4 sek.-Tracking mit Speichermdglichkeit der Werte, also fiir Aufnahme und Absteckung.
Ein integriertes MeBsystem, das auf alle Zwangszentrierungen paft.

Mit zeitsparenden Absteckhilfen: Unicom und Tracklight.

12 Volt-Batterie-Betriebsspannung, daher direkter AnschiuB an die Autobatterie mdglich.

... und ein Feldbuch mit Computerleistungen.

® Berechnungs- und Speicherprogramme stehen gleichzeitig zur Verfligung

(Im Geodat 126 z. Zt. 9 Rechen-und 20 Speicherprogramme).

Kein versehentliches Léschen der Programme maoglich.

Frei programmierbar Uiber die Tastatur.

Zugriff auf sémtliche bereits bestehenden Programme Uber die Geo-Language.

Alle Programme auch manuell einsetzbar.

Geodat 126 ist als Nivellements-Feldbuch geeignet.

Ubersichtliche, zeitsparende, einzeilige, alphanumerische Benutzerfiihrung im Dialog.
Projektweise Abspeicherung der Daten moglich (z.B. nach Geschéaftsbuchnummern).
Getrennter MeBdaten- bzw. Koordinatenspeicher, der vom Anwender flexibel gestaltet werden kann.
Versehentliches Léschen der MeBdaten unmaoglich.

2.000 Stunden garantierte Datensicherheit.

Einfaches Einfligen, Verdndern und Suchen im Speicher.

Gleichzeitige Speicherung von 9 Protokollen und 9 Formaten mdéglich.

Definition der eigenen Benutzerfiihrung.

Handliche, ergonomische Form und GroBe.

Ubersichtliche, leicht zu bedienende Tastatur.

Frei programmierbare V.24 (RS232C)-Schnittstelle fir Zweiweg-Datentbertragung.
Serielle HP-IL-Schnittstelle.

Ubertragungsprogramme zu fast allen Rechnern im Preis enthalten.

0000000000000 000O0O0

Weltweit ’ I ‘
bewahrte (%— S ——
Vermessungstechnik aus Schweden.

Geodimeter GmbH, Prinz-Eugen-StraBie 72, 1041 Wien, Tel. 0222/65 57 54, 65 66 31



OzfvuPh  74. Jahrgang/1986/Heft 2

110

NOilv¥3Ll
S

I;

z Bunpiiaqy

(wuy

W*W

(33)
15



OzfvuPh 74. Jahrgang/1986/Heft 2

111

4. Zusammenfgssung

. * 2 2 2 2 A
Tteration SR SS SOR Sos SOR t Sog S0 SK
(cc) (mm) (mm)
1 1,0 10,0 27,35 | 0,69 39,71 14,75 | 54,9
2 5,2 8,3 0,94 | 0,22 4,26 0,69 | 18,5
3 5,1 3,9 1,06 | 0,45 2,37 0,88 | 14,8
4 5,2 2,6 1,04 | 0,67 1,57 0,96 | 13,1
5 5,3 2,1 1,04 | 0,81 1,27 0,98 | 12,2
6 5,4 1,9 1,02 | 0,88 1,15 1,00 | 11,7
Tabelle 2
Lk 2 2 2 2 2 A
A SR Ss SOR Sos OR ° Sos So SK
(ce) (mm) (mm)
5,4 1,0 1,20 1,86 0,65 1,30 8,6
Tabelle 3

Mit der Methode der Varianzkomponentenschatzung steht dem Praktiker ein bisher zu Unrecht
wenig geniitztes Instrument zur Verfiigung. lhre Anwendung wird an Beispielen der Gewichtsabstim-
mung zwischen Richtungen und Strecken in einem kombinierten Netzausgleich gezeigt. Erst durch die
Schétzung von Varianzkomponenten wird gewéhrleistet, daB die hohe Genauigkeit der Messungen zu
entsprechenden Ergebnissen flihrt.

Dank

Die in dieser Arbeit verwendeten MeBdaten wurden den Autoren freundlicherweise von der Ver-
messungsabteilung der Tiroler Wasserkraftwerke (TIWAG) zur Verfligung gestellt.
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