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Konventionelle und moderne Verfahren
zur Ableitung orthometrischer Hohen

Von H. Siinkel, Graz

Abstract

In view of the planned transition from the presently used Austrian height system(s) to orthometric
heights, the current very accurate gravity field determination for Austria, and the unflagging advance of
the GPS technology, an investigation of standard techniques for the estimation of orthometric heights
from geopotential numbers was timely.

Identified problem areas of commonly applied techniques are: ignorance of the density variation
within the Earth’s crust, virtually arbitrary selection of the isostatic compensation model, ignorance of
other gravity field data but the gravity measured at the computation point, and the ignorance of the devia-
tion of the regularized Earth gravity field from the gravity field of the reference ellipsoid.

A poor modelcanhardly provide goodresults. Therefore, afteranalyzing the well-established tech-
niques, a modern procedure is presented which takes full advantage of both all available topographic,
density, and gravity field data, and the mostadvancedtechniques for an optimal processing of this data. It
goes as such farbeyondexistingmethods, represents the present state of the art, andis designed to pro-
vide the most accurate orthometric heights for Austria ever envisioned before.

1. Einleitung

Geodéatische Messungen beinhaltensowohl geometrische als auch physikalische Infor-
mation. Die Bestimmung der Geometrie erfordert jedoch die Kenntnis der Physik, wobei hier
der Kenntnis des Erdschwerefeldes die mit Abstand gréBte Bedeutung zukommt. Ohne
Annahmen uber die Dichteverteilung im Erdinneren ist zwar theoretisch das Schwerefeld im
AuBenraum aus Oberflachen-Schwerefelddaten schatzbar, nicht jedoch das Schwerefeld im
Innenraum. Die Bestimmung des Geoides, aber auch die Bestimmung von orthometrischen
Hoéhen erfordern die Kenntnis des Schwerefeldes im Innenraum zwischen Geoid und Erdober-
flache. Da naturgeméaB das Schwerefeld von der Massenverteilung lebt, spielt das Dichte-
modell, insbesondere auBerhalb des Geoides, bei der Bestimmung von Geoidhéhen und
orthometrischen Héhen eine wichtige Rolle.

1.1 Héhenmodell, Dichtemodell

Waére fur jeden Punkt des Innenraumes die Dichte bekannt, so wiirden sich physikalisch-
geodatische Messungen an der Erdoberflache wegen der unmittelbaren Bestimmbarkeit des
zugehdrigen Schwerefeldes ertibrigen. Umgekehrt, ware fir jeden Punkt der (bekannten) Erd-
oberflache das Schwerepotential bekannt, so wiirden sich Annahmen beztglich einer Dichte-
verteilung im Erdinneren fir die Bestimmung des duBeren Schwerefeldes ertibrigen. In der
Praxis trifft nattrlich weder der eine noch der andere Fall zu.

Dichte-Informationist Ursacheninformation, physikalisch-geodatische Information Wir-
kungsinformation. Puristen unter den Geodéaten glauben bei der Bestimmung des Schwerefel-
desim AuBenraum auf Ursacheninformation ganzlich verzichten zu kénnen, Praktiker (wie der
Autor dieses Beitrages) haben die Bedeutung von Dichte-Daten sehr wohl zu schatzen
gelernt: fir die Zwecke der Erdschwerefeldbestimmung im AuBenraum brauchen wir Dichte-
Information zur Signalglattung (Filterung), um mit geringerem Fehler prédizieren zu kénnen;
fur die Zwecke der Erdschwerefeldbestimmung im Innenraum ist die Kenntnis und Verwen-
dung von Dichte-Information ohnehin unverzichtbar.

Es ist daher nicht verwunderlich, daB der Erstellung eines (digitalen) Dichtemodelles
zumindest fir den Bereich der Erdkruste in jungster Zeit viel Aufmerksamkeit geschenkt
wurde.



78 OZfVuPh 74, Jahrgang/1986/Heft 2

Als einfachstes Dichtemodell findet allgemein ein Modell konstanter Dichte (2.67 g/cm?®)
zwischen Moho (Mohorovi€ié-Diskontinuitdt) und Erdoberfliche Verwendung, wobei die
Moho meist Giber eineinfaches 1: 1 isostatisches Kompensationsmodell nach Airy/Heiskanen
in Verbindung mit einem digitalen Héhenmodell (DHM) definiert ist. Ein derartiges Modell lag
u. a. auch der Geoidbestimmung fiir Osterreich 1983 zugrunde (Grasegger/Wotruba, 1983;
Sinkel, 1983).

Seit etwa einem Jahr steht uns nun ein wesentlich besseres Dichtemodell zur Verfi-
gung, welches einerseits die Geometrie der Erdoberfléache in Form einer Treppenfunktion von
350 m X 350 m-Mittelwerten besser beschreibt, als auch die konstante Dichte durch eine orts-
abhangige Oberflachendichte ersetzt. Daneben werden derzeit optimale isostatische Kom-
pensationsmodelle entwickelt (Stinkel, 1985).

1.2 Schwerefeld

Die Bestimmung des Erdschwerefeldes aus Erdschwerefelddaten wie Freiluftanoma-
lien, Oberflachenlotabweichungen, Differenzen von Hohenanomalien etc. istim Prinzip geldst:
die konzeptionell klare, mathematisch anspruchsvolle und in der Realisierung komplexe
Methode der Kollokation nach kleinsten Quadraten mit Parametern erlaubt die Verarbeitung
samtlicher Schwerefelddaten (in Form von linearen Funktionalen bezliglich eines Stérpoten-
tials) und die Pradiktion beliebiger linearer Funktionale des Stdrpotentials samt Fehlerschét-
zung. Praktische Voraussetzung ist jedoch eine statistische Homogenitat und Isotropie dieses
Stdrpotentials, welche insbesondere in Gebieten mit alpinem Charakter kaum jemals gegeben
ist. Die Qualitat der Schatzergebnisse hangt zudem sehr wesentlich von der Dichte und Homo-
genitét der Datenverteilung ab; groBere Datenlécher werden von der Kollokation gewisserma-
Ben als Milldeponie betrachtet. Es ist daher anzustreben, durch Verwendung von Ursachen-
information in Form eines Dichtemodelles
a) die Wirkungsinformation (gemessene Schwerefelddaten) so zu filtern (glatten), daB Homo-

genitat und Isotropie des zugehdrigen Restfeldes weitgehend erzielt wird,
b) Datenlécher fiir das glatte Restfeld leichter Gberbriickbar werden.

Fiir die Grazer Lésung der Geoidbestimmung fiir Osterreich 1983 fand zu diesem Zweck
ein lokales Dichtemodell Verwendung, welches konstante Dichte zwischen Moho und derErd-
oberflache vorsah, wobei die Erdoberflache durch ein DHM mit einem Gitterabstand von 20" in
Breite und Lange und die Moho durch ein 1:1 Airy/Heiskanen isostatisches Kompensations-
modell mit einer Standard-Kompensationstiefe von 30 km reprasentiert waren. (Daneben
wurde globale Information in Form eines Satzes von Kugelfunktionskoeffizienten bis zum Grad
180 sowie die aus globalen 1° X 1° H6hen-Mittelwerten abgeleitete topographisch-isostati-
sche Schwerefeldinformation verwendet.)

Dasermittelte Rest-Stérpotential war durch besonders starke Affinitat zu deraus geolo-
gischen Karten entnommenen Dichte gekennzeichnet. Es war daher naheliegend, den EinfluB
dieser Dichtestérungen auf SchwerefeldgréBen wie Schwerepotential, Schwerestérung und
Lotabweichung zu untersuchen. Zu diesem Zweck wurde aus Griinden der Vergleichbarkeit
dasselbe Hohenmodell wie 1983, jedoch anstelle konstanter Dichte das von Steinhauser/
Walach zur Verfligung gestellte digitale Dichtemodell (DDM) herangezogen. Da, wie bereits
erwéhnt, dieses DDM eigentlich nur fiir die Erdoberflache gilt, die Berechnung der Wirkung
jedoch eine dreidimensionale Dichteverteilung verlangt, waren wir gezwungen, eine Annahme
bezlglich der ,Fortsetzung der Dichte nach unten“ zu treffen. Aus Griinden der Einfachheit
entschieden wir uns fir eine 1:1-Fortsetzung bis ins Nullniveau (Massensaulen konstanter
Dichte), ergénzt durch ein ebenfalls 1:1 gewéahltes Airy/Heiskanen-Modell. Diese Annahme
erscheint naturlich in hohem MaBe anfechtbar; daher wurde dieses DDM zunédchst nur als ver-
bessertes Testmodell betrachtet.
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Die Ergebnisse unserer Berechnungen mit diesem eben beschriebenen Testmodell zei-
gen, daB etwa 70% des unter Zugrundelegung konstanter Dichte ermittelten Rest-Stérpoten-
tials auf das Konto bekannter Dichtestdrungen gehen; anders ausgedriickt heit dies, daB
allein mit Hilfe globaler Schwerefeldinformation und lokaler DichteinformationDifferenzenvon
Héhenanomalien (abztiglich eines stark ausgepréagten linearen Trends) mit einer Genauigkeit
vonwenigen Dezimeternbestimmtwerdenkénnen; dies ist ein glanzendes Beispiel dafiir, daB
geophysikalisch-geologische Daten als Ursacheninformation ebenso wertvoll sind flr die
Zweckeder Erdschwerefeldbestimmung wie Wirkungsinformation aus geodatischen Quellen.

Die folgende Tabelle enthélt eine Ubersicht der minimalen und maximalen Wirkung des
DDM auf ErdschwerefeldgréBen (vgl. Fig. 1, 2, 3).

min max Dimension
Potential ........ ..o, -2 3 m? g2
Schwere ... —b 9 mgal
Lotabweichung ............... 250060000 & 3k -3 3 Bogensek.

1.3 Orthometrische Hohen

Die orthometrische Hohe ist bekanntlich der Quotient von geopotentieller Kote und Mit-
telwert der Schwere entlang der Lotlinie zwischen Geoid und Erdoberflache

_C .
H=35 (1-1)

mit . . orthometrische Hohe,
. . geopotentielle Kote,
. . Schweremittelwert entlang der Lotlinie zwischen Geoid und Erdoberfléche,

QOT

__1H
g=ﬁbfgdH. (1-2)

Um die hypothesenfrei bestimmbare geopotentielle Kote in eine orthometrische H6he
tberzufihren, bendtigen wir also die Schwere zwischen Geoid und Erdoberflache, d. h. fir
kontinentale Bereiche innerhalb des obersten Bereiches der Erdkruste. Da aber die Schwere
im Erdinneren nicht direkt meBbar ist (wenn man von den wenigen Bohrléchern absieht), bené-
tigen wir Hypothesen liber deren Verlauf in diesem Bereich. Da die Schwere als Wirkungs-
gréBe aber die Dichte als Ursache hat, lassen sich die Schwerehypothesen auf Dichtehypo-
thesen zurtckfuhren.

2, Standardverfahren zur Schatzung der Schwere zwischen Geoid und Erdoberfldche

Sémtliche derzeit verwendeten diesbezlglichen Verfahren gehen von der Annahme
aus, daB genau auf jenem Punkt der Erdoberfléche, fir den die orthometrische Hoéhe bestimmt
werden soll, die Schwere gemessen wurde. Samtliche herkémmlichen Modelle unterscheiden
sichin der Artder Behandlung der (sichtbaren)topographischenMassen und der Fortsetzung
der Schwere nach unten.

2.1 Das Modell von Poincaré und Prey

Bezeichnet man einen Punkt auf der Erdoberflache mit P und einen zugehérigen Punkt
entlang der Lotlinie zwischen Geoid und Erdoberflache mit Q, so ist die Schwere in Q formal
durch

P
go=gp_éa_|%dH (2-1)
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gegeben (Heiskanen/Moritz (HM), 1967, S. 164), wobei der Vertikalgradient der Schwere der
folgenden Gleichung genlgt (HM, 1967, S. 164):

d
S8 =—2gJ+ 4nGp — 202 (2-2)

mit J . . . mittlere Krimmung der Niveaufléachen,
G. .. Gravitationskonstante,
p ... (Massen)dichte,
. . . Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation.

Daweder gJ noch p der Messung direkt zuganglich sind, bedient man sichder Approxi-
mation
gd =vd (2-3)

mit y . . . Normalschwere des Bezugsellipsoids,
Jo- - - mittlere Kriimmung der Niveaufldchen des Bezugsellipsoids,

sowie der Annahme, daB die lokale Dichte dem globalen Krusten-Mittelwert entspricht,
p=p, =267 g/cmd. (2-4)

Diese beiden Annahmen fiihren zu einem Vertikalgradient der Schwere von (HM, 1967,
S. 164)

99 . Oy

oh = 3n T 4nCe

ag (2-5)
3=~ 0.3086 + 0.2238 = — 0.0848 mgal/m

una durch Integration entsprechend (2-1) somit zur Schwere entlang der Lotlinie von
Jq = gp 1 0.0848 (Hp — Hy) . (2-6)

Da der Term 4xGp in linearer Approximation ((H/R)? vernachléssigt), den EinfluB einer
sphérischen Bouguerplatte (SBP) auf den Vertikalgradienten der Schwere darstellt, ist die
Approximation (2-3) gleichbedeutend mit der Annahme, daB das um die Wirkung der
Bouguerplatte reduzierte tatséchliche Schwerefeld mit dem Schwerefeld des Bezugsellipsoi-
des identifiziert werden kann. Dies wiirde aber weiters bedeuten, daB etwa das Feld der
Bougueranomalien identisch Null oder daB das Bouguer-Cogeoid identisch dem Bezugsellip-
soid wéare. Wir wissen naturlich, daB dies keineswegs der Fallistund folglich die Verwendung
von (2-6) nicht unbedenklich ist.

2.2 Die sphérischen Platten-,remove-restore”-Verfahren

1. Das konzeptionell einfachste Verfahren der Bestimmung der Schwere im Erdinneren
besteht darin, daB man
a) vom gemessenen Oberflachen-Schwerewert g» den EinfluB jener partiellen sphéarischen
Bouguerplatte (PSBP) abzieht (,remove"), welche zwischen Q und P liegt,
b) das so reduzierte Schwerefeld mit dem des Bezugsellipsoids identifiziert und somit die
Fortsetzung nach unten von P bis zum Punkt Q modellspezifisch erfolgen kann (,,normale
Freiluftreduktion®),
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c¢) in Q die Wirkung der unter (a) entfernten PSBP wieder anbringt (,restore”); dabei ist zu
beachten, daB der EinfluB einer homogenen Kugelschale auf die Schwere (und all ihre
Ableitungen) fiir Punkte im Inneren der Kugelschale identisch Nullist und folglich die PSBP
zwischen Q und P bezliglich des Punktes Q eine Nullwirkung auf die Schwere hat.

Da die Wirkung einer SBP auf die Schwere an einem (beliebigen) Punkt ihrer &uBeren
Oberflache bei einer Normaldichte p,, in linearer Approximation gleich 0.2238 H, mgal (beiHp
inMeter) und der normale Freiluftgradient 0.3086 mgal/m betragt, 1aBt sich das oben beschrie-
bene Verfahren so darstellen:

gemessene Oberflachenschwere ..................... g

P
EntfernungderPSBP ........... ... ..l —0.2238 (Hp — Hg)
normale Freiluftreduktion ............................. +0.3086 (Hp, —Hg)
Schwerein Q ...t e Jq = 0p 1+ 0.0848 (H, — Hg)

Wir erhalten demnach eine zu (2-6) identische Schatzung von gq.

2. Es ist zwar nicht ganz einzusehen, mehr Massen als unbedingt notwendig rechne-
risch zu entfernen, aber denkbar und mdglich ware es dennoch, eine PSBP zwischen einem
Punkt Q' mit Hy. £ Hqy wegzureduzieren. In diesem Fall erfolgt die Bestimmung von gq in
folgenden Schritten:

gemessene Oberflaichenschwere ..................... g

P
Entfernung der PSBP ........... ...l —0.2238 (H, — Hg)
normale Freiluftreduktion .......................... ... +0.3086 (Hp, — Hg)
Wiederherstellungder PSBP .......................... +0.2238 (Hy — Hg)
SchwereinQ ........ ...l Jq = gp 1+ 0.0848 (Hp — Hy)

Auch mit dieser Methode erhalten wir Gleichung (2-6).

3. GewissermaBen ein Sonderfall von (2) besteht darin, daB Hq. = 0 ist. In diesem Fall
entartetdie PSBP zwischen Q' und Pin die SBP der H6he H, und wir erhalten als Berechnungs-
schema

gemessene Oberflaichenschwere ..................... o8

Entfernungder SBP ... ... i —0.2238 H;
normale Freiluftreduktion ...................... ... ... + 0.3086 (H, — Hg)
Wiederherstellungder SBP ........................... + 0.2238 H,
Schwerein Q ...ttt e 0o = 0p +0.0848 (H, — Hg)

Wiederum finden wir Gleichung (2-6) wieder. (Im tibrigen wird der Schritt ,Entfernung der SBP
+ normale Freiluftreduktion® als (unvollstdndige) Bouguerrreduktion bezeichnet, falls Hy, =0
ist.)

4. Offenbar ist das Ergebnis aller oben angefiihrten Methoden (1) bis (3) unabhéngig
von der Wahl von Q’, solange Hy = Hg ist, also auch unabhangig vom ,restore-
remove“-Zwischenschritt. Da im Zuge der Geoidbestimmung die topographisch-isostatische
Datenreduktion unumganglichist, ist es naheliegend, das Konzept der isostatischen Kompen-
sation auch bei der Ermittlung von g, aus Konsistenzgriinden anzuwenden. Dieses Verfahren
ist also gleichsam eine Erweiterung von (3) insofern, als die Masse der SBP nicht beseitigt,
sondern lediglich unter das isostatische Kompensationsniveau verlagert wird. Da aber zwei
konzentrische homogene Kugelschalen gleicher Masse im AuBenraum ein und dasselbe
Schwerefeld erzeugen, hat der isostatische Massentransport der SBP eine Nullwirkung. Somit
erhalten wir folgende Schritte:
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gemessene Oberfldchenschwere ..................... O

normale Freiluftreduktion ................. ... .. ... <+ 0.3086 (Hp — Hy)
Wiederherstellung des isost. Massendefizits ........... — 0.2238 Hp
WiederherstellungderSBP ........................... +0.2238 H,
Schwere N Q ..oeiiii g = gr +0.0848 (Hp — Hg)

Wirfindenalso wiederum Gleichung(2-6). Man beachte, daB Methode (4) derMethode (1)dia-
metral gegenuberliegt: In (4) hat ,remove’, in (1) ,restore” einen Nulleffekt. Ferner ist das
Ergebnis bei Methode (4) unabhéngig von der Wahl des Kompensationsniveaus.

5. SchlieBlich sei noch eine Methode genannt, welche anstelle der partiellen sphéri-
schen Bouguerplatte (PSBP) eine (unendliche) partielle ebene Bouguerplatte (PEBP) ver-
wendet. Hiebeiistzu beachten, daB die Wirkung einer PEBP die Halfte der Wirkung einer PSBP
(in linearer Approximation) betrégt, wobei im Gegensatz zur PSBP aus Symmetriegriinden
kein Unterschied besteht zwischen der Lage des Punktes Q auf der Ober- oder Unterseite der
Platte. (Im {brigen ist die Schwerewirkung im AuBenraum einer ebenen Bouguerplatte sogar
unabhéngig vom Abstand von der Platte!) Das ebene ,remove-restore“-Verfahren lauft daher
wie folgt ab (HM, S. 165):

gemessene Oberflachenschwere ..................... g

Entfernungder PEBP ......... ..., —0,1119 (Hp — Hp)
normale Freiluftreduktion ............................. + 0.3086 (Hp — Hy)
Wiederherstellungder PEBP .......................... = 0.1119 (Hp — Hp)
SchwereinQ ...ttt e Jq = 90 10.0848 (Hp —Hg)

Obwohl wir auch indiesem ebenen Fallformaldasselbe Ergebniserhaltenwie in denvorange-
gangenen sphérischen Féllen (1) bis (4), lehne ich persoénlich diese ,,ebene-Bouguerplatten-
Interpretation“ ab: unendliche ebene Bouguerplatten sind extrem realitétsfern, kénnen formal
lediglich fiir die Zwecke der Schwerereduktion verwendet werden und stiften eigentlich nur
unndtige Verwirrung. Eine Interpretation der Gleichung (2-6) im Sinne einer der Methoden (1)
bis (4) erscheint mir ungleich realistischer; insbesondere ist (4) konsistent mit den ublichen
Verfahren der Geoidbestimmung.

Samtliche Ergebnisse (1) bis (4) stellen lineare Approximationen dar (Glieder in der
GroBenordnung von (h/R)?, R. .. Erdradius, wurden vernachlassigt). Daher erhielten wir
auch gq in linearer Abhéngigkeit von H,. Fiir den Ubergang von geopotentiellen Koten zu
orthometrischen Héhen benétigen wirinsbesondere den Mittelwertder Schwere g entlang der
Lotlinie zwischen Geoid (H=0) undErdoberfidche (H=H;). Wegen dieser linearen Beziehung
ist aber der Mittelwert der Schwere gleich dem Schwerewert in mittlerer Hohe Hy = Hp/2,

§=gp +0.0848 (Hp — Hp/2),

g=gp +0.0424 H; . (2-7)
Die damit berechneten orthometrischen Héhen
C
== VP __ d
e gp +0.0424 H; (2:8)

werden allgemein als ,Helmert-Hohen" bezeichnet (HM, S. 167).

2.3 Die topographische Korrektur

Die im vorhergehenden Abschnitt unter (1) bis (5) behandelten Verfahren setzenvoraus,
daB die Erdoberflache eine Flache konstanter orthometrischer Hohe ist. Nachdem dies
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bekanntlich nicht der Fall ist, basieren die bisher angegebenen Methoden auf Vereinfachun-
gen, welche zwar im Flachland akzeptabel erscheinen, in Gebieten mit Gebirgscharakter
jedoch zu wesentlichen Verféalschungen der mittleren Schwere und somit der orthometrischen
Hoéhe fuhren.

Unter topographischer Korrektur (TK) versteht man stets den rechnerischen Ubergang
von der tats&chlichen Erdoberflache zu einer Fldche konstanter orthometrischier Hohe H=H,
und die Berticksichtigung der Wirkung dieses Uberganges auf SchwerefeldgroBen wie etwa
die Schwere. Im Zusammenhang mit der Modellvorstellung des isostatischen Massenaus-
gleichs begegnen wir noch einer weiteren TK, namlich dem rechnerischen Ubergang von der
modellbedingten Gebirgswurzel zu einer Flache konstanter Gebirgswurzeltiefe, welche eine
Funktion von H, ist, und der Beriicksichtigung der Wirkung dieses Uberganges auf Schwere-
feldgréBen.

Alle Verfahren (1) bis (5) missen daher streng genommen um die beiden Schritte

a) topographische Oberflachen- (und bei (4) Gebirgswurzel-)Korrektur in P,

b) topographische Oberflachen- (und bei(4) Gebirgswurzel-)Korrektur in Q
erweitert werden. Wegen der hohen Rechenintensitét vermied man bisher in vielen Fallen die
Berechnung dieser TK, was bisweilen zu einer Verfalschung der orthometrischen Héhe im
Betrag von mehreren Zentimetern flihrte. Da wirpriméar den Mittelwertder TK entlang der Lot-
linie zwischen Geoid und Erdoberflache bendtigen, miiBte die TK fir sehr viele Punkte Q ent-
lang der Lotlinie berechnet werden; da sich aber die TK fastlinear mit der Hohe des Punktes Q
andert, genugt es in vielen Féllen, die TK lediglich fir zwei Punkte zu berechnen, wobei der
eine Punktverstandlicherweise P ist (Erdoberflache) und der andere entweder der zugehdrige
Punkt am Geoid (Hy = 0) oder der in mittlerer Hohe (Hq = Hp/2) (Niethammer, 1932; Mader,
1954). Diese lineare Approximationverursacht Fehlerim Mittelwert der Schwere biszu einigen
Milligal und verfélscht damit die orthometrische Hohe bis zu einigen Millimetern pro Kilometer
Meereshdhe.

3. Ein modernes Verfahren zur Bestimmung der Schwere im Erdinneren

Die in Kapitel 2 beschriebenen herkémmlichen Verfahren leiden unter vier Schwach-
stellen:

1. Annahme konstanter Dichte der Erdkruste,

2. Annahme eines an sich beliebigen isostatischen Modelles,

3. AusschluB aller vorhandenen Schwerefelddaten mit Ausnahme von g,

4. Verwendung des normalen Schwerefeldes des Bezugsellipsoides anstelle des tat-
sachlichen zum Zwecke der Fortsetzung nach unten.

Folge dieser Annahmen bzw. Einschrankungen ist ein fehlerhafter Mittelwert der
Schwere entlang der Lotlinie und damit wegen (1-1) eine fehlerhafte orthometrische Héhe.

Bis vor wenigen Jahren war weder ein besonderer Bedarf nach genaueren orthometri-
schen Hoéhen gegeben noch waren geeignete Daten und Rechenverfahren vorhanden, um
diese Schwachstellen zu beseitigen. Mit dem geplanten Ubergang auf das System der ortho-
metrischen Hoéhen innerhalb des dsterreichischen Bundesgebietes, der derzeit laufenden
hochprézisen Erdschwerefeldbestimmung fir Osterreich und der schrittweisen Integration
des GPS-Verfahrens ist jetzt aber der Bedarf nach besonders genauen und méglichst wenig
hypothesenbehafteten orthometrischen Héhen sehr wohl gegeben. Im Hinblick auf die Erd-
schwerefeldbestimmung wurde und wird intensiv an der Bereitstellung eines hochauflésen-
den digitalen H6henmodelles, eines digitalen Dichtemodelles, eines optimalen isostatischen
Modelles und der notwendigen homogenenwie dichten Bedeckung unseres Bundesgebietes
mit Erdschwerefelddaten wie Schwereanomalien und Lotabweichungen gearbeitet. Daneben
ist die Entwicklung mathematisch-numerischer Verfahren zur konsistenten Verarbeitung all
dieser Daten weitgehend abgeschlossen; als fertige Werkzeuge liegen sie in Form von opti-
mierten Computerprogrammen vor. Diese Algorithmen erlauben die optimale Schatzung aller
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wichtigen ErdschwerefeldgréBen, darunter natirlich auch der Schwere. Somit féllt der Mittel-
wert der Schwere entlang der Lotlinie gewissermaBen als Abfallprodukt der Erdschwerefeld-
bestimmung an. Im folgenden soll auf die zuvor verwiesenen vier Punkte nédher eingegangen
und erste vorliegende Teilergebnisse présentiert werden.

3.1 Das digitale Dichtemodell (DDM) fiir Osterreich

Herkdmmliche Verfahren zur Bestimmung der Schwere innerhalb der Erdkruste
beschranken sich auf die Verwendung eines Modelles konstanter Dichte p,, wobei im allge-
meinen der Standardwert 2.67 g/cm?® verwendet wird. Die gréberen Verfahren ignorieren
dabei sogar die topographisch reizvollen Strukturen unserer Erdoberflache, welche nun in
Form eines digitalen Hohenmodelles (DHM) vorliegen; verfeinerte Methoden wie jene von
Niethammer (1932) und Mader (1954) machen von der Form der Topographie bei Annahme
konstanter Krustendichte bereits Gebrauch.

Da die Form der Topographie einen sehr wesentlichen EinfluB auf die lokalen Eigen-
schaften des Schwerefeldes hat, war es naheliegend, der Erstellung eines DHM vorrangige
Bedeutung beizumessen. In der Tat stelltdie Information DHM, vereinigt mit einem angenom-
menen konstanten Dichtewert p = p, bereits eine erste Stufe eines DDM dar. Fiir die Geoid-
bestimmung in Osterreich 1983 wurde ein solches DDM verwendet (Grasegger und Wotruba,
1983; Siinkel, 1983).

Eine wesentliche Verbesserung dieser ersten Stufe eines DDM besteht, neben der Vor-
gabe des DHMin Formvon 11.25” X 18.75"-H6hen-Mittelwerten, in einem Oberflachen-DDM
(o =p($, M), d, . .. geodédtische Breite, Lange) mit einer Vorschrift, auf welche Art die Ober-
flachendichte nach unten (etwa bis ins Nullniveau) fortzusetzen ist. Fiir Osterreich und seine
weitere Umgebung stehtderzeit ein solches DDM mit einer Auflésung von 1.5’ (¢) X 2.5’ (A)in
Form von Mittelwerten zur Verfligung (Steinhauser/Walach, private Kommunikation); als ein-
fachste Art der F ortsetzung nach untenwurde die der vertikalen Massenséulen bis ins Nullni-
veau gewahit.

Zielistes, ein dreidimensionales DDM (p = p(r, ¢, A)) bereitzustellen, welches nicht bloB
durch mehr oder weniger willkurliche Fortsetzung eines Oberflachen-DDM nach unten ent-
steht, sondern neben der Information Oberflachendichte aus seismischer Information und aus
Bohrlochmessungen abgeleitet werden sollte.

3.2 Ein optimales isostatisches Modell

Wenn bisher von Isostasie die Rede war, so verstand man meist einen isostatischen
Ausgleich der topographischen kontinentalen wie ozeanischen Massen nach dem Modell
Airy/Heiskanen (AH), wobei die Krusten/Mantel-Grenze (Moho) ein unverzerrtes Abbild der
darliberliegenden topographischen Struktur darstellt. Ein derart lokales 1:1-Verhalten ent-
lang von vertikalen Massenséulenistjedoch undenkbar, da dies einefreie Beweglichkeit verti-
kaler Massenséaulen erfordern wiirde. Wenn Giberhaupt regional Isostasie gegebenist, so stellt
die Form der Moho viel eher ein verschwommenes Abbild der topographischen Massen dar.
Dieses von Vening Meinesz (VM) vorgeschlagene Modell entspricht im wesentlichen einem
geglatteten AH-Modell.

Das VM-Modell wird durch ein Minimum von zwei Parametern beschrieben: das Kom-
pensationsniveau und einen Glattungsparameter, welcher das Verhalten des Glattungs-
operators festlegt. Eine bestmdgliche Schéatzung dieser beiden Parameter fiir einen regiona-
len Bereich aus topographisch reduzierten Erdschwerefelddaten ware iterativ mdglich, falls
alsbestes Modell jenes identifiziert wirde, welches ein mdglichst schwaches topographisch-
isostatisch reduziertes Restschwerefeld liefert.

Eine derartige Studie auf globaler Basis hatte zum Ziel, die bestmdglichen Parameter
eines globalen isostatischen Kompensationsmodelles auf Grund beobachteter Geopotential-
daten in Form eines vollstdndigen Satzes von Kugelfunktionskoeffizienten bis Grad und Ord-
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nung 180 zu schétzen (Suinkel, 1985). Die Schatzung der beiden Kompensationsparameter
erfolgte mittels Kollokation nach kleinsten Quadraten mit Parametern und lieferte unter der
Bedingung der Minimierung des Restpotentials (beobachtetes Potential minus topogra-
phisch-isostatisches Potential) einen globalen Wert fir die Kompensationstiefe von etwa
24 km und ein Glattungsmodell vom GauB’schen Typ mit einer Halbwertsbreite von etwa
100 km. Bei der Kollokationslésung wurde der niedrigfrequente Spektralbereich vom Grad
kleiner als 15 nicht berticksichtigt, da das beobachtete Geopotential in diesem Spektralbe-
reich fast ausschlieBlich nicht-isostatisch bedingt ist.

Im Bereich jenseits Grad 30 wurde eine Ubereinstimmung der beiden Spektren erzielt,
welche als phanomenal gut bezeichnet werden kann.

Die Kompensationsglattung nach VM liefert nicht nur eine bessere Ubereinstimmung mit
der beobachteten Realitét, sie entzieht sich auch des oft vorgebrachten Argumentes gegen
ein 1:1-AH-Modell, dasim Extremfall Spitzen von Antiwurzeln oberhalb des Ozeanbodens lie-
ferte. Ein Argument, das fiir eine geringe Kompensationstiefe spricht, ist die beobachtete
Dicke der Kruste unterhalb der Ozeane, welche von der GréBenordnung 6—8 km ist. Unser
Modell stimmt auch mit diesem Wert gut (iberein. Ein optimales VM-Modell wie das oben
beschriebene ist sicher einem primitiven AH-Modell mit willktrlicher Wahl der Kompensa-
tionstiefe Gberlegen. Erstrebenswertwére dennoch, die gesamte Krustenstruktur aus seismi-
schen Daten, unterstiitzt durch Schwerefelddaten, abzuleiten. Es sei an dieser Stelle auch
bemerkt, daB die raumliche Verteilung der isostatischenMassen auf die Schatzung des Mittel-
wertes der Schwere entlang der Lotlinie, g, von untergeordneter Bedeutung ist; wesentlicher
ist die Wahl des isostatischen Modells etwa fiir die Geoidbestimmung. Da jedoch die Bestim-
mung von g als Teil der Erdschwerefeldbestimmung angesehen werden kann, sollte aus Kon-
sistenzgriinden dasselbe Modell verwendet werden.

3.3 Verarbeitung aller Erdschwerefelddaten und Fortsetzung nach unten

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, machen die konventionellen Methoden zur Bestim-
mung der Schwere in der Erdkruste lediglich von g, der im zugehérigen Oberflachenpunkt
gemessenen Schwere, Gebrauch; alle anderen Daten werden glattweg ignoriert. Diese freiwil-
lige Einschrankung auf nur einen Schwerewertist nattrlich weitgehend historisch bedingt: bis
voretwa einem Jahrzehnt war weder die Datendichte hinreichend noch waren Verarbeitungs-
methoden allgemein bekannt, welche homogene oder gar heterogene Datensétze in gréBe-
rem Umfang mit vertretbarem Aufwand zu bearbeiten erlaubt und eine Unterscheidung zwi-
schen dem topographisch-isostatisch reduzierten Restschwerefeld und dem Schwerefeld
des Bezugsellipsoides ermdglicht hatten. So wurde aus der Not eine Tugend gemacht und die
Schwerefortsetzung nach unten einfach tber das Bezugsellipsoid gerechnet.

Schwerefortsetzung tiber Integralformel

Der tatséchliche Vertikalgradient (VG) der Schwere kann getrennt werdeninden VG des
Bezugsellipsoides und den VG der Schwereanomalie (HM, 1967, S. 115),
dg _ dy , dAg 3-1
H-HTIR (91}
(Ag . .. Schwereanomalie), welcher bei den in Kapitel 2 beschriebenen Standardverfahren
vernachlassigt wird.
Unter Einschrankung der vorhandenen Erdschwerefelddaten auf Schweredaten 148t
sich der VG der Schwereanomalie durch die Integralformel
0Age _R? ([ Ag—Age
W 2.TI:J‘I ———03——‘ do (3-2)
mitl, = 2R sin(y/2) und . . . spharische Distanz zwischen Integrations- und Berechnungs-
punkt; Ag ist hier die Freiluftanomalie.
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In dieser Gleichung wurden Glieder in der GroBenordnung von H/R vernachlassigt, was
sichletztendlich in der mittleren Schwere entlang der Lotlinie lediglich als Fehler von Bruchtei-
len eines Milligal auswirkt. Wegen der starken Singularitatdes Integralkernsin Gleichung (3-2)
ist eine sehr hohe Dichte von Schwereanomalien, insbesondere in der unmittelbaren Umge-
bung des Berechnungspunktes P und die Darstellung des Integranden durch eine glatte Inter-
polationsfunktion (etwa in Form eines bikubischen Splines) erforderlich, um diese starke
Singularitdt kompensieren zu kénnen. Die Fortsetzung nach unten erfolgt mit Hilfe der
Integralformel (3-2) uber

dg aAg

3t (He — Ha) = ( a1 (He —Ha) - (3-3)

Unter der Annahme eines konstanten Vertikalgradienten der Schwereanomalie entlang
der Lotlinie zwischen Geoid und Erdoberflache (was im Falle des topographisch-isostatisch
reduzierten Restschwerefeldes eine fiir unsere Zwecke vollig hinreichende Approximation
darstellt), 148t sich der EinfluB des Restschwerefeldes auf den Mittelwert der Schwere entlang
der Lotlinie, g, sehr einfach darstellen:

__0A
55— 53 (3-4)

Schwerefortsetzung mittels Kollokation

Die Schwerefortsetzung uber die Integralformel (3-2) hat den Nachteil, daB lediglich
Schweredaten verarbeitet werden kénnen und diese flr Zwecke der analytischen Integration
nach Mdglichkeit auf einem regelméBigen Gitter vorliegen sollen. Mit Hilfe der Methode der
Kollokation nach kleinsten Quadraten werden nun auch diese letzten Nachteile beseitigt.

Sei T das topographisch-isostatisch reduzierte Reststdrpotential, welches auBerhalb
des Geoids (nahezu) harmonischist, und sei K(P, Q) seine raumliche Kovarianzfunktion. Als
topographisch-isostatisch reduzierte Erdschwerefelddaten seien beliebige lineare Funktio-
nale von T zugelassen (z. B.: Restschwereanomalien, Restlotabweichungen, etc.); L; seidas
jeweilszugehérige Funktional. Dann 4Bt die Kollokation nach kleinsten Quadraten eine direkte
beste Schatzung von &g zu (Moritz, 1980, S. 80).

8g,=C,"(C+D) "I (3-5)
mit 89 . .. Mittelwert der Restschwereanomalie entlang der Lotlinie zwischen Geoid und
Erdoberflache,
I ... Vektor der Restschwerefelddaten (|, = LiT)
C ... Kovarianzmatrix von |
C ={(c;} = [LLK(P;, Q).
D ... Fehlerkovarianzmatrix von | (meist diagonal),

Cs . . . Kreuzkovarianzvektor zwischen &g und I,
Cf = (LpLiK(Pp, Qy)) .
Daneben erlaubt die Kollokationslésung auch noch den Schétzfehler von &g zu
ermitteln C,—CL(C+D)"' C, (3-6)

und m?. .. mittlerer quadratischer Fehler,
C, ... Varianz von 8gp .
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Séamtliche Varianzen und Kovarianzen, welche in C, C, und C, vorkommen, kénnen
direkt von der Potential-Kovarianzfunktion K abgeleitet werden. Diese wiederum wird durch
Analyse der statistischen Eigenschaften des Restschwerefeldes, reprasentiert durch die
Restschwerefelddaten, erhalten.

Somit bietet die Kollokationslésung die Méglichkeit der Verarbeitung aller vorhandenen
Schwerefelddaten (sie ist damit nicht datenselektiv wie die anderen hier behandelten Metho-
den), die optimale Filterung von MeBfehlern, die Fortsetzung nach unten, die direkte Schat-
zung von &g und die Schatzung des Fehlers von &g in konsistenter Weise und in kompakter
Form. Sie liefert liberdies die auf Grund der vorliegenden Daten bestmdgliche Schatzung und
ist somit allen anderen Methoden Uberlegen. Der dafiir zu zahlende Preis ist allerdings recht
hoch: die Schatzung erfordert die Lésung eines linearen Gleichungssystems mit vollbesetzter
Koeffizientenmatrix und einer Dimension, welche gleich der Anzahl der verwendeten Datenist.
Daallerdings das Restschwerefeld und damit 8g zum (iberwiegenden Teil von denlokalen und
durch das verwendete DDM nicht aufgelésten Dichtestérungen beeinfluBt wird, genligt es,
sich fir die Kollokationslésung auf einen kleinen lokalen Datensatz zu beschrénken.

3.4 Arbeitsablauf, erste Ergebnisse

Im folgenden soll der sequentielle Ablauf all jener Schritte skizziert werden, welche unter
bestmdglicher Ausniitzung aller vorhandenen Daten (DHM, DDM, optimiertes VM-Modell,
Erdschwerefelddaten) schlieBlich zu einem mdglichst hypothesenfreien, hochprazisen Wert
der mittleren Schwere entlang der Lotlinie zwischen Geoid und Erdoberflache, g, und damit
zur orthometrischen Hohe fihren.

1. Reduktion aller Oberflachen— SchwerefelddatenwegenReferenzfeldundwegendes
Einflusses der topographischen Massen, reprasentiert durch das vorgegebene DDM in Ver-
bindung mit dem DHM,; fiir alle Reduktionen ist ein und dasselbe DDM (DHM) zu verwenden.
Wegen der regelméBigen Struktur des DDM (DHM) bieten sich zur Berechnung dieser Ein-
flisse Spektralmethoden (schnelle Fourier-Transformation) in Verbindung mit einer geeigne-
ten Interpolation an (,remove 1%).

2. Schéatzung der Parameter (Ausgleichstiefe, Glattungsfaktor) eines optimalenisostati-
schen Modells nach Vening/Meinesz, so daB das topographisch-isostatisch reduzierte Rest-
feld mdglichst schwach ist; integraler Bestandteil dieses lterationsprozesses ist die Reduzie-
rung der aus (1) erhaltenen Restdaten zufolge der isostatischen Kompensationsmassen.
Auch hier bieten sich wie in (1) Spektralmethoden an. Das Ergebnis nach diesem Schritt sind
optimal topographisch-isostatisch reduzierte Restschwerefelddaten (,,remove 2“).

3. Kollokationslésung — Verarbeitung dieser Restschwerefelddaten zu Mittelwerten der
Restschwereanomalie 8g und eventuell Fehlerschatzung.

4. Berechnung des Einflusses der topographischen und isostatischen Massen auf die
Schwere entlang der Lotlinie zwischen Geoid und Erdoberflache und geeignete Mittelwertbil-
dung; auch hier bieten sich wie in (1) Spektralmethoden an. Berechnung des Einflusses des
Referenzfeldes (analytisch, trivial) (,restore 1,2%).

5. Addition der Ergebnisse aus (3) und (4) liefert g; orthometrische Héhe = geopoten-
tielle Kote .

Als Alternative zur indirekten Bestimmung des Einflusses des Restschwerefeldes auf
die orthometrische Héhe (iber den ,Umweg" g bietet sich die Beziehung zwischen orthometri-
scher Hohe H, Normalhéhe H*, Geoidhéhe N und Hohenanomalie € an (HM, 1967, S. 327),

H+N=H+¢. (3-7)

Auf der Grundlage des zuvor beschriebenen DDM und des 20” X 20”-DHM, welches fiir
die Geoidbestimmung fiir Osterreich 1983 Verwendung fand, wurde bisher der EinfluB derim
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DDM reprasentierten Dichtestérungen auf die orthometrischen Héhen fiir das gesamte Bun-
desgebiet flaichenhaft bestimmt, wobei nach wie vor ein AH-Modell mit einer Ausgleichstiefe
von 30 km zugrunde gelegt wurde (Fig. 5). Das Ergebnis der Berechnungen, welche an unse-
rem Institut von M. Hanafy durchgeflihrt wurden, zeigte, daB dieser EinfluB zwischen —3 mm
und +5 mm liegt und daher in Anbetracht der unvermeidbaren Nivellementfehler praktisch
vernachldssigbar ist. Damit fand eine Entscheidung der OKIE, fiir die Berechnung des Mittel-
wertes der Schwere ein DDM mit konstanter Dichte zu verwenden, nachtréglich eine Recht-
fertigung.

In Anbetracht der Tatsache, daB die Dichtestérungen in Osterreich Absolutbetrége bis
zu 0,7 g/cm? erreichen (SO-Steiermark), mag dieses Ergebnis zundchst verwundern. Wegen
der Annahme vollstandiger isostatischer Kompensation wird jedoch der iberwiegende Teil
des Einflusses der topographischen Dichtestdrung durch den EinfluB der isostatischen Kom-
pensationsmassen regional wettgemacht, sodaB eigentlich nur lokale Dichtestérungen fir
0. g. EinfluB auf g und damit die orthometrischen Héhen verantwortlich sind (Fig. 4, 5).

Ergebnis der derzeit laufenden Erdschwerefeldbestimmung fiir Osterreich soll zwar in
erster Linie das Geoid bzw. das Feld der Hohenanomalien sowie das Schwere-Vektorfeld an
der Erdoberflache sein; daneben aber wird sicher auch das Feld der Schweremittelwerte ent-
langder Lotlinie zwischen Geoid und Erdoberflache berechnet werden, welches bendtigt wird,
um geopotentielle Koten in orthometrische Héhen Uberzufiihren. Durch den Einsatz dieser
gekonnt aufeinander abgestimmten leistungsfahigsten Verfahren und die konsistente Verar-
beitung aller uns zur Verfligung stehenden Daten ist eine Genauigkeit der Geoidhdhe wie
Héhenanomalie im Bereich weniger Zentimeter, der beiden Lotabweichungskomponenten
von etwa +0.8", und der Schwere sowie des Schweremittelwertes entlang der Lotlinie von
wenigen Milligal durchausin den Bereich der Mdglichkeit gertickt. Mit AbschluB der Erdschwe-
refeldbestimmung Anfang 1987 wird die Geodésie in Osterreich einmal mehr ein weithin sicht-
bares Zeichen gesetzt haben, das anderen Nationen in Zukunft zur Orientierung dienen wird.
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