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Maximaltoleranzen und Widerspruchsaufteilung
flir geschlossene ebene Polygonziige

Von G. Brandstatter, Wien
Einleitung

Geschlossene Polygonziige waren und sind in der Vermessungstechnik nicht gern
gesehen, obwohlihre Anwendung manchmal — speziell in schwierigem Gelande — durchaus
gunstig wére. Diese reservierte Haltung durfte im wesentlichen auf folgenden Umsténden
beruhen:

1. Es gibt keine offiziell festgelegten Maximaltoleranzen fur die AbschluBwiderspriiche.

2. Einfache praxisnahe Vorschriften flr die sachgerechte Aufteilung der AbschluBwider-
spruiche liegen nicht vor.

3. Eine interne MaBstabskontrolle des verwendeten LAngenmeBmittels ist nicht mdglich.

Wahrend der systematische EinfluB desletzten Punktes nurdurch gesonderte MaB3nah-
men zu vermeiden ist, aber bei Anwendung moderner Distanzer keine sonderliche Mihe
bedeutet, sollen fir die beiden anderen Punkte im folgenden entsprechende Anséatze vorge-
schlagen und begriindet werden.

Abstract

Three types of closed traverses may be distinguished: the traverse with closure in posi-
tion only, the traverse with closure in position and angle and the traverse with observed direc-
tions at every point and closure in position. Their consistency mostly is proved by comparison
of the misclosures with statistic tolerances. These tolerances are derived here using the geo-
metric reference toregular closed polygons. Finaly procedures of rigorous adjustment by suit-
able distribution of the coordinate-misclosures are described:.

1. Das geometrische Bezugsmodell und seine Eigenschaften

Bekanntlich weistdas Bezugsmodell des offenen (schwach durchgebogenen) Polygon-
zuges gleich lange Seiten und — abgesehen vom An- und AbschluBwinkel — gestreckte Bre-
chungswinkel auf. Esist daher naheliegend, fiirden geschlossenen Polygonzug das regelma-
Bige Vieleck als Bezugsmodell zu verwenden. Die hierzu notwendigen elementaren Formeln
sind in Fig. 1.1 zusammengestellt.

Aus diesen geht u. a. hervor, daB wegen Y sint; = Y cost, = 0 neben Y Ax = YAy =
=)%=Yy=0auch

Lyx=Zayax= D(x ,=x)(¥,,,-¥)=0 (1.1)

zu setzen ist (Summation fir i = 1 bis n).
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a =m/n s=2R sina

tpi=2(1'-l)a y].=(—s/2 Sina )cos(ti—a) Schwerpunkts-
t1.=t0+Bl+go1.=t1+<p]. Y].=( s/2 sina )sin(ti-a) koordinaten
tRi=t].-7r/2~a L11.=2R sin(¢1/2)=(s/sina)sin(«pi/Z)..Diagona]e
t11.=t1+(p1./2-a..Richtung der Diagonale

Fig. 1.1

Anderungen dpf; und ds; in den MeBwerten fB; (Brechungswinkel) und s; erzeugen
bekanntlich im Endpunktn+ 1 (n+ 1 2 1) einen mit

6yn+1= 2ds1.s1'nt1.+):d[31.(xn+l-xi)

5 =Edsicosti-EdBi(yn+l‘Y1) (1.2)

Xn+1

zu beschreibenden Effekt (z. B. E. Gotthardt, 1971, S. 9) oder mit Hilfe der Diagonalen L,; und
deren Richtungen

Oy
)

=Edsisinti-ZR):dBisin(:p1./2)cost“
=Edsicosti+2REdBisin(pi/Z)sint“ .

n+1

1.3
Xn+l (1:3)

Fir den einfacheren Fall der direkt beobachteten Richtungen gelten nattirlich die Diffe-
rentialbeziehungen

dy

8

=Eds1.sinti+sEdt1.cost1.
=Eds].cost1.-s):dt].s1'nt]. .

n+l
Xn+1

(1.4)
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2. Standardabweichungen im Endpunkt und Grenztoleranzen

2.1 Allgemeine Bemerkungen

Vorerst sei angemerkt, da im weiteren anstelle des klassischen Begriffes ,mittlerer
Fehler" die Bezeichnung Standardabweichung (d. i. die Quadratwurzel der Varianz) und
anstelle des Begriffes ,Fehlergrenze” die Bezeichnung Grenztoleranz zur Anwendung
kommt. Dies entspricht der derzeitigen Tendenz, die Sprachgebrauche der MeBtechniker
untereinander und mit jenen der Statistiker in Einklang zu bringen, wobei der geodéatische
MeBtechniker vor allem auf den altgewohnten Begriff ,Fehler” wird verzichten miissen, was
aber angesichts der vorwiegend negativen Sinnbelegung dieses Wortes nicht schwerfallen
sollte.

Bei der Herleitung von Grenztoleranzen ist zu bertlicksichtigen, daB prinzipiell drei ver-
schiedene Typen von Polygonzugen in der Praxis auftreten kdnnen, und zwar
1. der nur lagemaBig abgeschlossene Polygonzug,

2. der ubliche voll abgeschlossene Polygonzug,
3. derPolygonzug mit laufender Zwischenorientierung, d. h. mit direktoder quasidirekt beob-
achteten Richtungen.

Dementsprechend sind auch drei Grenzwerttypen zu unterscheiden. AuBerdemist die
Darstellung der resultierenden Standardabweichungen im Endpunkt ebenso wie beim
gestreckten Modell auf ein internes Koordinatensystem zu beziehen, um so ihre Transforma-
tionsvarianz und damit Allgemeingtiltigkeit zu erreichen. Dieses Bezugssystem ist mit Hilfe
des Schwerpunktes der Punktgruppe und des Endpunktes zu definieren, wodurch Standard-
abweichungen bzw. Widerspriiche (Soll—Ist) in radialer und tangentialer Richtung entstehen
(Fig. 2.1),

Fig.2.1

die sich aus den willkirlichen Werten f, und f, mit Hilfe der Drehung

<fT>=<costR1 -sintm) (fy)
fR s.1'n'cR1 costRl fx
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ergeben. Sie werden direkt erhalten, wenn das Koordinatensystem a priori diesem internen
System entspricht, in welchem damit gem. Fig. 1.1

tn = @), Y, = n/2+a, t,= n/2+a+@, und t,; = (+p;)/2

zu setzen ist.

Die Festlegung der Grenztoleranzen erfolgt natiirlich anhand der aus den Varianzen der
MeBgroBen (o2 fiir Winkel oder Richtungen, s § fiir Strecken) berechneten Standardabwei-
chungen o, o des Endpunktes, indem diese miteinem durch die vorgegebene Realisierungs-
wahrscheinlichkeit festgelegten Faktor > 1 multipliziert werden. Die liblicherweise angenom-
mene Wahrscheinlichkeit 99,7 % liefert den bekannten Faktor 3, und die berechneten Wider-
spriiche miissen daher den Forderungen| f] < = 85 ; und|f;|< f; = 35 7 gentigen.

2.2 Polygonzug mit LageabschluB3
Die direkte Anwendung der Gin. (1.3) ergibt

%- 02 Eslnz(a+<p‘.)+ 0%4R2 2sin4(go]-/2)
og-ag zcosz(a+<pi)+ 0214R2 z sinz(wi/Z)cosz(«ai/Z)
die Summationen lber die Winkelfunktionen ergeben die Werte

Es1n2( + 1.)=2cosz(oz+<pi) = n/2
ES1n2(¢1/2)c052(¢]-/2) = n/8
zsint(p/2) = 3n/8

und wegen R = s/2sina folgen die Varianzen

g ...Tangentialvarianz

(2.2.1)
2
2

(o] (s /s1n (w/n)).n/8.0 .Radialvarianz

0'2[=(S /s1n (w/n))3n/8.05+n/2.
ﬁ +n/2.0

2
1
2
1

mit dem interessanten Detail, daB sich die Varianz der Winkelmessung dreimal starker in Tan-
gential- als in Radialrichtung auswirkt, wahrend die Varianz der Streckenmessung in beiden
Komponenten gleichmaBig enthalten ist.

2.3 Voll abgeschlossener Polygonzug

Die typische Behandlung der MeBergebnisse ist hier, daB zuerst der Winkelwiderspruch
n+1
fo = -(+nT + %‘: BJ,)

berechnet, jeder einzelne Winkel mitv =fy/(n+1) verbessert und erst nach Durchrechnung mit
den verbesserten Werten die Einhaltung der Koordinatentoleranz tberprift wird. Es ist also

vorerst jedes df; in (1.2) durch
1 n+1

dR! =drs~rv=dB-——Z dR,
i n+1 9 J

zu ersetzen und mit den so adaptierten Gin. wie in 2.2 zu verfahren. Diese Vorgangsweise
nach (O. Eggerth, 1908, S. 458) flihrt zur bekannten Quertoleranz fiir gestreckte Polygonziige,
die in Osterreich aufgrund der Vermessungsverordnung rechtsverbindlich ist.
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Die Winkelanteile in (1.3) lauten nunmehr
n Ad
6yn+l-2RZ:( cv)sin?(e/2)=2r {Zdisin® (/2)= n2(ne1))Ean,}
n
5xn+1=2RE(dB].—v)sin(wi/Z)cos(wi/2)=2R LdB;sin(e;/2)cos(e,/2)

mit dem Zwischenergebnis, daB die Winkelverbesserungen den Radialwiderspruch nicht
beeinflussen und daher flir s 3 der in 2.2 ermittelte Ausdruck zu tbernehmen ist. Die Tangen-
tialkomponente wird wegen

2 2
E[sin2(¢./2)- n 2, _n = 30 . n
i 2(nﬂ)} (n+1) g 4(n+1)
Zu
2 52 n n2 2 n 2
O’T= —y ( 3§ - ET—I—M )01 + Vi 02 (2.3.1)

sin“(mw/n)

und zeigt einen Genauigkeitszuwachs von ca. n/4 sowie den interessanten Effekt, daB nur
durch redundante Winkelmessung s = ; erreicht werden kann. Neben diesem Vorteil ist die
Beobachtung des Winkels B,,,, auch zwecks Kontrolle des Anfangswinkels f3, eigentlich uner-
laBlich, da eine grobe Fehimessung im Anfangspunkt eine nicht erkennbare Verdrehung der
gesamten Punktgruppe verursacht.

2.4 Polygonzug mit laufender Orientierung

Hier wird unterstellt, daB alle Richtungen direkt (mittels Kreisel, astronomischer Azimut-
bestimmung oder magnetisch) oder quasidirekt (Orientierung mittels weit entfernter AuBen-
ziele) beobachtet sind, so daB die Standardabweichung s, auf die Richtungen zu bezieheniist.
Die Berechnung der Standardabweichungen im Endpunkt mit Hilfe der Gin. (1. 4) ist dann
besonders einfach und ergibt

0'%: agzsinz(awi) + 0%522 cosz(aﬂai) = 52 021+%a%
2_ .2 2 2.2 2 2n 42.n 2 (241
Op= GZEcos (ate;) + 0fs Lsin®(ate,) = s n g +2- 2

Hinsichtlich des Einflusses der MeBunsicherheiten auf den Polygonzugsabschiu
herrscht volle Symmetrie.

2.5 Zusammenstellung

Eine Zusammenstellung praxisgerechter Formeln muB bericksichtigen, daB s, im Win-
kelmaB (Milligon) einzuflihren ist, daB die Toleranzangabe in cm erfolgen soll und daB
gewohnlich fir s=[s)/n (in m-Dimension) gesetzt wird. Damit lauten die Grenztoleranzen ent-
sprechend den in 2.1 vorgegebenen Definitionen:

. 2 158
1. fr= 3‘/3[5] ‘%0 1 ai + %ag
8n sin“(w/n) 40,5

[s]%.107¢ ]
8n sin2(7r/n) 40,5

—h>
1]
(%)

2 n 2
o)t 70
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» . 7 -4
2. fT=3‘/(_3__ 1) [ ;10 L2, 142
8n 4(n+1) sin“(w/n) 40,5
A } A
fR w1e‘fR in 1
2 -4
3. $T=?R=3‘/[S] 10 1 o%»fl‘zcrg
2n 40,5

Fir o, wére i. a. ein spezielles Bildungsgesetz einzufuhren, elektrooptische Distanzer
weisen aber in den fiir Polygonziige typischen MeBbereichen durchwegs konstante Varianzen
auf. Lt. § 7Verm. V. kénnte o,=0,6 mgon und o ,=7mm lauten. Dabeiistaber zubedenken, daB
diese Werte auch die Auswirkung von Netzspannungen enthalten, so daB fiir den hiedurch
nicht beeinfluBten geschlossenen Zug kleinere Werte gelten werden. Diese sind flir betriebsin-
terne Selbstkontrolle unter Bertcksichtigung von Zentrierunsicherheiten aus den bekannten
Varianzen der verwendeten MeBmittel abzuleiten, im Hoheitsbereich (Kataster) waren globale
Werte zu verordnen.

3. Aufteilung der Koordinatenwiderspriiche
3.1 Allgemeines

Die Aufteilungsvorschriften fur die AbschluBwiderspriiche gestreckter Polygonziige
ergeben sich aus der strengen Ausgleichung des Bezugsmodelles, wobei allerdings der
eigentlich kubische Verlauf der Querverbesserung linear approximiert wird, was zur blichen
seitenproportionalen Aufteilung fiihrt. Die oft verwendete Aufteilung proportional zu den Koor-
dinatenunterschieden 148t sich librigens nicht begriinden, wenn man davon absieht, daB sie
fur gestreckte Ziige ebenfalls seitenproportional wird. Auch die Aufteilung in geschlossenen
Zugen ist von der strengen bedingten Ausgleichung her zu begriinden, wofur die bereits
zZitierte eingehende Untersuchung (E. Gotthardt, 1971) als Grundlage diene.

Die gemeinsame Verarbeitung der hybriden MeBgréBen Winkel (oder Richtung) und
Strecke setzt die Festlegung einer entsprechenden Gewichtsrelation voraus. Zu diesem
Zwecke werde die idealisierte Annahme getroffen, daB die beiden Standardabweichungen o,
und o, im Endpunkt einer betrachteten Polygonseite gleich groBe Effekte hervorrufen, also
S| oy |=|o,|,damit p,/p, = 03/(s?e2) und schlieBlich p, = 1, p, = 1/s%

Die Ausgleichung liefert anhand der Korrelaten k die Verbesserungen

k., +b

_ _.2
157K V23T gy TP (31.1)

aus welchen mit Hilfe der Differentialformen in den Gin. (1.2) oder (1.3) die Verbesserungen
der einzelnen Koordinatenunterschiede

R FAS RIS A S IR IS CAREALPFAF S (3.1.2)
und durch Summierung die eigentlichen Koordinatenanderungen
: i-1 i1
8yi=2dyj und 5xi=2dxj (3.1.3)
folgen. Die Interpretation dieser Gin. ergibt, eventuell unter Einfihrung vertretbarer Vernach-

lassigungen, Aufteilungsrezepte fur jeden der drei zu behandelnden Meffélle. Die Bespre-
chung der nachfolgenden, weitgehend bekannten Grundlagen kann kurz gehalten werden.



OzfVuPh 71. Jahrgang/1983/Heft 3 119

3.2 LageabschiuB3

Bedingungsgin. gem. Gl. (1.2):

I
—

Zvli(xfxi) + szl-sinti = .
vy (yyyg) Lv,jcosty = f 2.

Normalgleichungen:

[av® + (x0T, + [ayax=(y=y) (gm0 Tk= f

3.2.2
(ayax-(yy=y) (x=x) Ik, + [ ax® + (yn) Bk, f, (5:22)

Verbesserungen der MeBgréBen:

V1j=(x1'xj)ky-(y1_yi )kx: V2j=sj(ijky+ijkx)’

Verbesserungen der Koordinatendifferenzen

2 2 -
dy j=ky {(x=x5) "raygek, (- (y 7y ) (g XJ)MZJAX%} (3.2.3)
)

+4x5)]

dxj=ky{'(}’1‘)’ )(Xl'xj)“'AYijjl+kx[(y1-y' J

J J

Alle Gin. gelten nattrlich fiir jede beliebige Zugsform, wenn man berlicksichtigt, daB der
Anfangspunkt 1 mitdem Endpunkt identischist. Die Vereinfachungfiirgeschlossene Polygon-
zlige ergibt sich aus der Tatsache, daB fir das Bezugsmodell aufgrund der Eigenschaften

(1.1) die Seitenglieder in (3.2.2) verschwinden und die Korrelaten einfach
2 2 2 2
ky = fy/ [ay +(xl—x) ], kx = fx/ [ax +(y1-y) ]
lauten. Wollte man unter dieser Voraussetzung den in der Praxis verbreiteten Aufteilungsre-
zepten nahekommen, warenin (3. 2. 3) die Glieder mit den gemischten Produkten zuvernach-
lassigen, was von der GréBenordnung her eigentlich nicht gestattet ist. Diese ,,Gebrauchsfor-
meln“ lauten dann

2 2 _ 2 Y
dy ={ij+(x1-xj) } k, und dxj—{ij+(yl y) }kx

und zeigen, daB zumindest eine Fehleraufteilung proportional zu den Quadraten der auftre-
tenden Koordinatendifferenzen vorzunehmen waére.

3.3 VollabschluB

Die Voraufteilung des Winkelwiderspruchsfiihrtnach (O. Eggerth, 1928, S.657)zuden
Jreduzierten“ Bedingungsgin.

n+ n
—ZVH x].+ sziSi"t1=fy
nel n (3.3.1)

Zv“ y1.+ ZVZiCOSti=fx

wenn Vv, die nach der Voraufteilung verbleibende restliche Winkelverbesserung bezeichnet.
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Normalgleichungen (die verschwindende Winkelbedingungsgl. ist weggelassen):

[)'(2+ Ay2 :lky -[yx-ay ax ] k=f

y
- 9 2 ) (3.3.2)
[yz- ay ax]k, +[y%+ axt ] ky=fy
Verbesserung der MeBgréBen:
fo= =R, g.k_ .S, Ko+ . R
Vi3 TRk Yk VosTs L ayykyt axgky)
Verbesserung der Koordinatendifferenzen:
dy.=()-(?+Ay2. ) k.o + (-y. X+ 8y,ax,)k
J J y 3 3T x
(3.3.3)

e - 2 2 )k
dxj ( ijj+ijij)ky + Y] + A X X

Mit Seitengliedern nahe oder gleich-Null-erhélt-man die Korrelaten-aus

_2 2 -2 2
ky =fy/[x +ay°] und kx =fx/[y +ax7]

wobei zu bemerken ist, daB die beiden Nenner im regelméBigen Vieleck gleich gro3 sind
(N = (n/2)s3(1+1/4sin%a.)).

Die wie zuvor vereinfachten Verbesserungen der Koordinatenunterschiede lauten hier

. 2, .2 oAl L 52
dyj-( ij+xj) ky und de. ( axy + yj)kx
und flihren zu analogen Aussagen.
3.4 Laufende Zwischenorientierung.
Bedingungsgleichungen:
Zv“ ax; + szl.sintffy
(3.4.1)
-Ev“ Ay, + Zvﬁcostffx ,
Normalgleichungen:
2 2
K - = =
[ay®+ 2 x°] y+[AYAX A)’Ax]kx [s]ky fy
2 (3.4.2)

2 2
[A_YAX-A_YAx]ky + [ay® + ax"] kx= (s ]ky=fx
Verbesserungen der MeBwerte:

.= Ax.k - .k y L= S, Koo+ Aaxk s
V1T A%ty T 8Y % Va7 sy ayyky +axgky)
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Verbesserungen der Koordinatendifferenzen:

2 2 2
: ; CAX.- Ay, ax, )k =5’
dyg=  aygy + axy ) kyp(ayyaxg-ayyaxgik,=sk,
(3.4.3)

2 2 2
dx .= . .- . . + (By] : k _=s7k
xJ (AyJ AxJ AyJAXJ)ky (ay +AxJ ) xS

J X

Die Aufteilung der Widerspriiche erfolgt hier nach der einfachen Vorschrift

2

2

: S .

dy.=——%——-f und dx.;———%—f
boosf] Y boo[st]

proportional s? und entspricht im Rahmen der gegebenen Voraussetzungen einer strengen

Ausgleichung.

4. Ausblick

Obwohl moderne Mini- oder Microcomputer und sogar Taschenrechner geniigend
Kapazitat fir die strenge Ausgleichung von Polygonziigen aufweisen, werden im allgemeinen
immer noch die AbschluBwiderspruche nach traditionellen Naherungsverfahren aufgeteilt. Es
ware sicher verniinftiger, die strengen Methoden als allgemeinverbindlicheinzufihren, da hier
einerseits keine Diskussion uber das jeweils anzuwendende Verfahren nétig ist und anderer-
seits jede Art von Zug — gestreckt, durchgebogen, geschlossen — nach dem gleichen Algo-
rithmus behandelt werden kann. Lediglich die Gewichtung wére zu diskutieren, weil der hier
eingeflihrte Gewichtsansatz nicht immer zutreffend sein mu3. DaB der Rechenaufwand nicht
hochist, zeigen die Formeln (3.2.3), (3.3.3) und (3.4.3). Wie weit die oft nur geflihlsmaBig ver-
wendeten Aufteilungsrezepte von der strengen Behandlung entfernt sind, ist den entspre-
chenden Vereinfachungen zu entnehmen.

Die unerlaBliche Angabe von Maximaltoleranzen sowohlfur die Selbstkontrolle als auch
fur den offiziellen Nachweis der Messungsqualitatist, wie hier gezeigt, fiir schematische Zugs-
formen leicht zu erbringen und wird in den meisten Féllen auch gentigen. Bei komplizierten
Zugsformen hangen die Toleranzen starker von der geometrischen Form ab, so daB sie fur die
gegebene MeBdisposition speziell zu ermitteln sind. In solchen FallenmiiBten nur die Varian-
zeno 2und o normiert sein, wéhrend die einzuhaltenden Grenztoleranzen aus sinngemaBer
Anwendung der GIn. (1.2) und (1.4) folgen.
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