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Die analytische Losung der simultanen Doppel- und Mehrfach-
punktbestimmung in der Ebene

Von G. Brandstétter, Wien

Summary

The problem of the non-redundant simultaneous determination of two and more unknown
points by means of measured directions at these points to their neighbours and to given control
points is solved analytically. This way leads to a system of 2n + 1 linear equations with 2n
unknown coordinates and the unknown orientation of the chain. The solution for the latter enables
also to discuss the numerical influence of critical configurations.

Einleitung

Das altehrwtirdige Problem der simultanen Doppelpunktbestimmung durch Rich-
tungsmessung nach zwei, drei oder vier Festpunkten ist unter den Namen Hansen’-
sche bzw. Marek’sche Aufgabe bekannt. Mit seiner Hilfe kdnnen Sichtschwierigkeiten
zwischen Neupunkt und Festpunkten, Probleme mit der Festpunktanzahl und mitunter
die Gefahr des , kritischen Ortes* beim ebenen Rickwartsschnitt elegant umgangen
werden. Seine Bedeutung ist natlrlich durch die elektronische Entfernungsmessung
stark zurlickgegangen, es kann aber in manchen Féllen immer noch mit wenig
Aufwand Gebrauchskoordinaten der Standpunkte oder zumindest Ndherungswerte
fur eine vermittelnde Ausgleichung liefern.
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Das wesentlich jlingere Problem der Mehrfachpunktbestimmung war nur fir
kurze Zeit eine praktikable Methode zur groBrdumigen Ermittlung von Standpunkts-
koordinaten ohne Streckenmessung. Aus der umfassenden Studie ,,Mathematische
und geschichtliche Betrachtungen zum Einschneiden® (W. Bock, 1951) geht ndmlich
hervor, daB in (P. Werkmeister, 1930) dieses Problem erstmals erwahnt und mittels
iterativer Ndherung geldst wurde. Die allgemeine geometrische Grundlage wurde erst
in (K. Rinner, 1939) geklart, und in (K. Rinner, 1943) sind Rechenanweisungen sowie
Uberlegungen zu kritischen Konfigurationen enthalten, die auf der Lésung tiber den
Collin’schen Hilfspunkt beruhen.

Unter ,,analytischer L6sung’ sei im folgenden jener direkte Lésungsweg verstan-
den, der ohne Umweg liber geometrische Zwischendeutungen wie etwa in (K. Walek,
1935) zu den gesuchten Koordinaten fihrt und von bereits in (G. Brandstétter, 1974)
angegebenen Ansidtzen ausgeht. Es sei jedoch angemerkt, daB diese Zusammen-
héange indirekt auch bei K. Walek zu finden sind und in verdeckter Form wahrschein-
lich auch in anderen Lésungswegen vorkommen.

1. Der prinzipielle Losungsweg

Statt wie Ublich in den Rechengang zwei gemessene Winkel pro unbekannten
Standpunkt P; einzufiihren, wird von den direkt als MeBgroBen vorliegenden und

damit auch unkorrelierten Richtungen r{), i €{1, 2,3}, j€ {1, 2, ... n} ausgegangen.
Dadurch erhoht sich zwar die Anzahl der Unbekannten in jedem Standpunkt durch
das Hinzutreten der Orientierungsbekannten o; = t® — r{ (t. .. Richtungswinkel im

Landessystem) von 2 auf 3, erlaubt aber eine hochst durchsichtige und elementare
Formulierung des Losungsweges aufgrund der Beziehung
(i) (i) {i)

sinr’. "+ cosr’, "tano, Y., -V
tan(r; '+o0,) = ! !

i I cosrm- sinr‘{')tano. xp)—x.
J J J J J

(i)

Hieraus folgt namlich fir eine beobachtete Richtung mit den Hilfsunbekannten

u . =x. +y tano, Vv, = =y +x_ tano, w, = tano,
N B i’ i i i’ i i 1.1)

die Beobachtungsgleichung

(i) (i) i_, (i)_ () (i)

a.sinr. v, cosr, +(-y, 'sin, '=x, ‘cosr, ')w, =
J J J J i J J J J

(1 M @ . (i (1.2)

= -y cosr, +x, sinr, = |,
J J J J

Istj = 1, dann flhren drei GIn. (1.2) zur L6ésung des ebenen Riickwartsschnittes,
fir j = 2 entstehen 6 Gin. fir die Losung der Probleme von Hansen und Marek, fir
j = n> 2liefern 3n Gin. die Losungen der simultanen Mehrfachpunktbestimmung. In
den beiden letzten Fallen tritt insofern eine Komplikation auf, als zwischen zwei
benachbarten Punkten (Fig. 1.1) P, und P, zwei GIn. von der Form

i - + (-x - i - =
(xk+y wk)smr l+( yk+kak)cosr | ( xI y wk)smr +(yI x wk)cosr (o]

k k k | Ik | Ik

i + {-y + +(-x, - i - =
(xl+yl V\{|)smr"k (yI ><|w|)cosr*'k (><k ykwl)smr‘kl+(yk kal)cosnkl 0
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D

Fig. 1.1

bestehen, welche scheinbar nicht linear sind, weil die unbekannten Orientierungen
_gekreuzt mit den unbekannten Koordinaten verkniipft sind. Wird jedoch dafiir
gesorgt, daB mit Hilfe einer fortlaufenden Orientierungstibertragung zufolge

o, =pr,+1d[+0
| lk—gr

k™ "kt
der ganze Verband nur eine gemeinsame Orientierung o bzw. Hilfsunbekannte
w = tan o aufweist, dann reduzieren sich diese GIn. wegen

r =r‘"<", r.=r!, sinr =-sinr!, cosr!! = -cosr!

ki Ik I’ k I’ k |

auf die Form

—uksinr"—vkcosrl'+ u.lsinr*l‘— i cosrl' =0, (1.3)
von denen nun je eine, also insgesamt n—1, in der Art von Bedingungsgleichungen
zwischen den Koordinaten benachbarter Neupunkte zu den n + 2 Gin. (1.2) fir
Richtungen nach Festpunkten hinzutreten und somit wegen (n +2) + (n—-1) = 2n + 1
die notwendige Anzahl von linearen Gin. fiir die Losung des Problems liefern. Die
schematische pseudodiagonale Form dieses Systems Au = | ist in Fig. 1.2 wiederge-
geben.

Sie erlaubt ein einfaches Eliminationsverfahren, da mit Hilfe der ersten beiden
Zeilen und D; = ay;a,, — a;,a, die Unbekannten u,, v, zufolge

1
—— [ - - 1 -
1 D, agpltimaygw) —a, () —ayew

u =
(1.4)

1
—_— - || -
t 7D, ayllj-aggwl+ay (i) —a W
in Funktion von w dargestellt und in der dritten Zeile eingesetzt werden kdnnen. Diese
enthdlt dann nur die Unbekannten u, und v, sowie die in dieser Gleichung neu

hinzutretende Unbekannte w mit dem Koeffizienten

v -

1
83, 2n+1 T D, { al,2n+1(az1aaz'azza31)'az,zn+1(an asz'alzasl)}
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und ein von 0 verschiedenes Absolutglied
I -I"'--‘— -it{a,,a_,~-a.. a_)+I¥(a,  a,.-a, &, )
2 1 Dl 1721 32 22 31 1711732 12731

in der Form

+ = |1
2332 T FauVa T %3 2n W T 1 (1.5)

i 1] 2 3 k=1 | k | 141 Jn-2|n=1| n

Hit

i

Fig. 1.2

Sie kann nun fir eine analoge Operation mit den Zeilen drei bis fiinf verwendet
werden usw., was bis zur Zeile 2n—1 fortzusetzen ist. Dadurch entsteht schlieBlich das

(3,3)-System
i ! + t + =
sinrlu_ cosrl v aZn-‘l,2n+I w A
i 1" + sr! + . = n
SN Yn S nVn a2r\, ant1 W In (1.6)

sinry  + cosrllv + 3 w m
nn nn 2n+1, 2n+1 n
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dessen Aufldsung die Orientierungsunbekannte w und wegen (1.1) (ohne Indices)
mittels
u - vw = ‘—V + uw_

2 1.7)

X =
1+ w2 ! t+w
die Koordinaten des letzten Standpunktes liefert. Durch Einsetzen von w, beginnend

beim ersten Gleichungspaar analog zum Reduktlonsvorgang (1.4) - (1.5), folgen dann
mit Hilfe von (1.7) die Gbrigen Unbekannten.

2. Die Doppelpunktbestimmung

|
u' v‘ u2 v2 w
sinr‘; cos ra o] 0
inpel 0 —vll sinpt= xit nl-yn Nt xNgi "
sin " cos r] yI sunr‘] xjlcos r} y]cos r~1+x15|nr~1
—sinr! | i 1 1
slnr‘2 -cos rz smr‘2 cos rz o] o]

sinrg cos rg —ygsinrg—xgcosrg —y'z'cos r*'2'+x'2'sinr;

i n m| -y lligj Iy 11 ml —yiksi " Mesi m
sin l"2 cos l"2 yz sin l‘z )(2 COST"2 y2|5|n r‘2+x25|nrz

Tab. 2.1

Die Koeffizienten fur die Doppelpunktbestimmung sind in Tab. 2.1 zusammenge-
stellt, und zwar nach Ubertragung der (willkirlichen) Orientierung des Richtungssat-
zes in P, zufolge

= phi -pr! =
o, r‘1+o]_t'lr' r‘z(eventueHo 0)

1
auf den Richtungssatz in P, und Verkirzung der Festpunktkoordinaten um die Werte
des Festpunktes P iweshalb a;s = I, = 0 zu setzen ist. Diese Parallelverschiebung des
Koordinatensystems, die an den Koordinaten nicht speziell ersichtlich gemacht wird,
erleichtert die Reduktion des Gleichungssystems und erh6ht die Stabilitdt der
numerischen Durchrechnung. Mit

= si ] — i ] - i I _pm
Dl sln(r‘1 PI)’ asg azssm(r'1 r'l)/DI und |3 |2 slr\(r'l r‘])/Dl

folgt das SchluB-System in Tab. 2.2, dessen LOsung fiir w zwecks weiterer Diskussion
ausfihrlich wiedergegeben sei:

in(PrY—pn
D I3 sm(r‘2 r‘z')+l

635

in(pM=pt i | _ptl
sm(r‘2 r2)+| sm(r‘2 rh)

4 5

i o p Ml i i _pt
sln(r‘2 r'2)+aassm(r'2 r‘2)+a55

W =—\N=
D

2.1)

i -t
sm(r'2 rz)

Die Angabe der librigen Resultate kann unterbleiben, da sich deren Berechnung
nach Vorliegen der Gesamtorientierung auf einfache lineare (2,2)-Systeme zurtickfih-
ren laBt.
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uz VZ w I
sin(,q‘_pm) sin(ri—r';")

inr! || ———— - (ylisin P+ xN Mmi{———— (_yn Ntsinrt
sinr} | cosrl sin(r‘;_r,;)(ylsmr“+xlcos r']) sin(r‘i-r‘;') ( y|lcos r‘l+smr‘|)
i " " _ylisj 0 _ i " _yl Iy xWisine!
sinr} | cosry yjsinry - xjcosry yjcos rot xS 2

i
sin r"z" cos r‘g‘ -ygeinr‘g' - xlz!‘cosr‘g' —y'gcosr*gw xg'sinr*2

Tab. 2.2

3. Kritische Konfigurationen

3.1 Zwei Neupunkte

Der Aligemeinfall einer kritischen Konfiguration (der sogenannte gefahrliche Ort)
liegt vor, wenn die Orientierung (2.1) im Neupunktverband unbestimmt wird, das heif3t

D,=D = 0.
Das tritt trivialerweise dann auf, wenn

r'z—r*g = rg—r"z" = r‘lzi"-r"2 = 0 oder T,

also Py, P, P% P35 auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Eine derartige (sinnlose)
Anordnung ist praktisch auszuschlieBen, und die allgemeine Gleichung fir den
kritischen Ort folgt daher aus den Bedingungen

-I'ssin(rg— rg‘) = |Asin(r*'2"-r-'2)+ lssin(r'z—r‘g) } 6

—asssin(ra—r%') = aassin(rg'— r'z) +as5sin(r"2—r£) y
wobei voraussetzungsgemafl der Nullpunkt des Koordinatensystems miteinzubezie-
hen ist. Die Gleichungen sollen hier nicht weiter untersucht werden, sie bieten aber
die rechentechnische Moglichkeit, kritische Konfigurationen anzuzeigen.

Eine weitere kritische Situation liegt vor, wenn sin(r’~ry) = 0. Sie kann durch
Vertauschen der Reihenfolge der Neupunkte im Berechnungsschema umgangen
werden, da die Aufldsung des SchluB-Systems auch mit sin(r;—r3) = 0 moglich ist.

SchlieBlich kann es vorkommen, daB in (2.1) nur D verschwindet. Es ist dann

W = tano = oo, o = w/2 oder 3x/2.

Dieser Fall wird a priori vermieden, wenn die Beobachtungen in den beiden
Neupunkten mit grob nach Gitter-Nord orientiertem Horizontalkreis erfolgen.

3.2 n Neupunkte

Die unter 3.1 angefiihrten Folgerungen gelten hier sinngemiBi. Natirlich sind nun
die Gleichungen
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“I'sin(p"~-pmt) = INsin(r-pt) + IWsin(r! -prt)
n n n n n n n n

(3.2)

-a sin(rit-pft) = 5
n n

in(rm=p1)+
2n-1, 2n+1 st (r‘n r‘n) 8

sin(r!-rtt)
n n

2n, 2n+1 2n+1, 2n+1

fur den kritischen Ort entsprechend komplizierter, weil I, und a,,_; »,,auf Grund des
Reduktionsvorganges die Koordinaten aller Festpunkte P{ enthalten.

Das Verschwinden einer Subdeterminante D; bedeutet, daB P,_,, P; und P] auf
einer gemeinsamen Geraden liegen, wodurch der weitere Reduktionsvorgang unmog-
lich wird. Es muf3 daher bei der Erkundung der Neupunkte daflir gesorgt werden, daf
die Richtungsdifferenzen r; — r; moglichst nahe dem optimalen Betrag =/2 liegen, daB3
also die MeRdisposition etwa der Fig. 1.1 entspricht. Dies ist auch die wichtigste
Folgerung der Diskussion kritischer Situationen in (K. Rinner, 1943).

4. Ausblick

Der vorstehend wiedergegebene Losungsansatz flir das ebene n-Punkte-Problem
wurde durch die Bearbeitung eines vermessungstechnischen Programmsystems flir
einen modernen Microcomputer angeregt. Die Uberlegungen beschrdnken sich daher
nur auf die in diesem Zusammenhang auftretenden rechentechnischen Notwendigkei-
ten. Eine sicher nicht uninteressante geometrische Untersuchung der Bedingungen
(3.1) bzw. (3.2) soll spater folgen.
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