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Die a nalytische Lösung der s imultanen Doppel- und Mehrfach
punktbestim mung in der Ebene 

Von G. Brandstätter, Wien 

Summary 

The problem of the non -redundant simultaneous determination of two and more u nknown 
points by means of measured directions at these points to their neighbours and to g i ven control 
points is sol ved analytically. This way leads to a system of 2n + 1 l inear equations with 2n 
unknown coordinates and the unknown orientation of the chain.  The solution for the latter enables 
also to discuss the numerical influence of critical configurations. 

E i n leitung 

Das altehrwürdige Problem der s imu ltanen Doppelpunktbestimmung durch Rich
tungsmessung nach zwei ,  d rei oder v ier Festpun kten ist  u nter den Namen Hansen'
sche bzw. Marek'sche Aufgabe bekannt. M it seiner H i lfe können Sichtschwierigkeiten 
zwischen Neupunkt u nd Festpunkten, Probleme mit der Festpunktanzah l und m itunter 
die Gefahr des „krit ischen Ortes" beim ebenen Rückwärtsschn itt elegant umgangen 
werden .  Seine Bedeutung ist natür l ich durch die elektron ische Entfernungsmessung 
stark zurückgegangen, es kann aber in manchen Fällen immer noch m it wen ig 
Aufwand Gebrauchskoordinaten der Standpunkte oder zum indest Näherungswerte 
für e ine vermittelnde Ausgleichung l iefern . 
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Das wesentl ich jüngere Problem der Mehrfachpunktbestim mung war nu r  für 
kurze Zeit eine praktikable Methode zur g roßräumigen Ermitt lung von Standpunkts
koord inaten ohne Streckenmessung .  Aus der umfassenden Studie „Mathematische 
und geschicht l iche Betrachtungen zum Einschneiden " (W. Bock, 1 951 ) geht  näml ich 
hervor, daß in (P. Werkmeister, 1 930) d ieses Problem erstmals erwähnt und  m ittels 
iterativer Näherung gelöst wurde. Die al lgemeine geometrische G rund lage wurde erst 
in (K. Rinner, 1 939) geklärt, und in (K. Rinner, 1 943) s ind Rechenanweisungen sowie 
Überlegungen zu krit ischen Konfigu rationen enthalten , die auf der Lösung ü ber den 
Coll i n'schen H i lfspunkt beruhen.  

Unter „analytischer Lösung" se i  im folgenden jener d i rekte Lösungsweg verstan
den, der ohne Umweg ü ber geometrische Zwischendeutungen wie etwa in (K. Walek, 
1 935) zu den gesuchten Koord i naten führt und von bereits i n  (G. Brandstätter, 1 97 4) 
angegebenen Ansätzen ausgeht. Es sei jedoch angemerkt, daß d iese zusammen
hänge ind i rekt auch bei K. Wa/ek zu f inden sind und i n  verdeckter Form wah rschein
l ich auch i n  anderen Lösungswegen vorkommen .  

1 .  Der prinzipielle Lösungsweg 

Statt wie übl ich in den Rechengang zwei gemessene Winkel pro unbekannten 
Standpunkt Pi e inzufüh ren , wird von den direkt als Meßgrößen vorl iegenden und 
damit auch unkorrelierten Richtungen rf l , i E { 1 ,  2, 3}, j E { 1 ,  2, . . . n} ausgegangen.  
Dadurch erhöht sich zwar die Anzahl  der Unbekannten in jedem Standpunkt durch 
das Hinzutreten der Orientierungsbekannten oi = tfil - rfl ( t  . . .  R ichtungswinkel im 
Landessystem) von 2 auf  3, erlaubt aber e ine höchst durchsicht ige und e lementare 
Formu l ierung des Lösungsweges aufgrund der Beziehung 

. (i) (i) 
(') 

sinr . + cosr. tano. 
1 J J J tan( rj +o

j) = (i) . (i) cosr. - s1nr. tano. 
J J J 

Hieraus folgt näml ich für eine beobachtete Richtung m it den H i lfsunbekannten 

die Beobachtungsg leichung 

v. "' -y.+x. tan o., 
J J J J w. = tano. 

J J 

. (i) ( i) (i) . (i) (i) (i) u.sinr. +v.cosr. +(-y, sin. - x. cosr. )w. = 
J J J J J J J J J 

( i) (i) ( i) . ( i) (i) '" -Y. cosr. +x. s1nr. = 1 .  J .J J J J 

(1 . 1 )  

(1 . 2) 

Ist j = 1 ,  dann führen drei Gin .  (1 .2) zur  Lösung des ebenen R ückwärtsschn ittes, 
für j = 2 entstehen 6 Gin. für die Lösung der Probleme von Hansen und  Marek, für 
j = n > 2 l iefern 3n Gin . die Lösungen der s imu ltanen Mehrfachpunktbestimmung .  In 
den beiden letzten Fällen tritt insofern eine Kompl ikation auf ,  als zwischen zwei 
benachbarten Punkten (Fig .  1 . 1 )  Pk und P1 zwei Gin. von der Form 

(xk + yk wk)sinrkl + (-yk + xk wk)cosrkl + (-x1- y1 wk)sinr1k + (y1- x1 wk)cosr1k = 0 
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bestehen, welche scheinbar nicht l i near s ind ,  weil d ie unbekannten Orientierungen 
. gekreuzt m it den unbekannten Koord inaten verknüpft sind .  Wird jedoch dafür 
gesorgt, daß mit H i lfe e iner fortlaufenden Orientierungsübertragung zufolge 

der ganze Verband nur eine gemeinsame Orientierung o bzw. H i lfsunbekannte 
w = tan o aufweist, dann reduzieren sich diese Gin . wegen 

rkl = r"' r = r' sin r"' = -sin r' cos rklll = k' lk I ' k I ' 
-cos rj 

auf d ie Form 

( 1 . 3) 

von denen nun je eine, also insgesamt n-1 , in der Art von Bed ingungsgleichungen 
zwischen den Koordinaten benachbarter Neupunkte zu den n + 2 Gin .  (1 .2) für 
Richtungen nach Festpunkten h inzutreten und somit wegen (n + 2) + (n-1 ) = 2n + 1 
die notwendige Anzahl von l inearen Gin. für d ie Lösung des Problems l iefern . Die 
schematische pseudodiagonale Form dieses Systems Au = 1 ist i n  Fig. 1 . 2 wiederge
geben. 

Sie erlaubt ein e infaches E l im inationsverfahren ,  da m it H i lfe der ersten beiden 
Zeilen und D1 = a11a22 - a12a21 d ie Unbekannten u 1, v 1 zufolge 

(1 .4) 

vl • DI -a21(1\-a15w) + all(I\' - a25w) 
in Funktion von w dargestellt und in der dritten Zei le e ingesetzt werden können . D iese 
enthält dann nur  die Unbekannten u 2 und  v2 sowie die in d ieser G leichung neu 
hinzutretende Unbekannte w m it dem Koeffizienten 
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und ein von O versch iedenes Absolutg l ied 

in der Form 
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(1 .5) 

Sie kann  nun für e ine analoge Operation m it den Zei len d rei b is fünf  verwendet 
werden usw„ was bis zur  Zeile 2n-1 fortzusetzen ist. Dadurch entsteht schl ießl ich das 
(3, 3)-System 

sin r' u + COS r1 V + a2n-1, 2n+l w I '  n n n n n 

sin r" u + COS r11 V + a2n,2n+l w = I "  (1 . 6) n n n n n 

sin rlllu + cos rlllv + a2n+l , 2n+l w = 1111 
n n n n n 
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dessen Auflösung die Orientierungsunbekannte w und wegen (1 . 1 )  (ohne I nd ices) 
mittels 

X „ U - VW 

1 + w2 y = -v + uw 

1 + w
2 (1 . 7) 

die Koordinaten des letzten Standpunktes l iefert. Durch E insetzen von w, beg in nend 
beim ersten Gleichungspaar analog zum Reduktionsvorgang (1 .4) - (1 .5), folgen dann 
mit H i lfe von (1 . 7) die übrigen Unbekannten .  

u, vl 
sin rl cos r\ 

sin r\' cos r\' 

1-sin rz -cos rz 

2. Die Doppelpunktbestimmung 

u2 v2 
w 

0 

-Y\' sinr\1- x\1cos r\' 

sin r z  cos r z  0 

sin rz cos rz -y zsin rz- xzcos rz 

sin rz' cos rz' -Y2,'sin r2,Lx2,'cosrz' 

Tab. 2 .1  

--
1 

0 

-Y\'cos r\1+  x \1sin r\' 

0 

-y "cos r"+ xllsin r"  
2 2 2 2 

-Y2,'sin r2'+x2,1sinr2,' 

Die Koeffizienten für d ie Doppelpunktbestimmung s ind in Tab.  2. 1 zusammenge
stellt, und zwar nach Übertragung der (wi l l kür l ichen) Orientierung des Richtungssat
zes in P1 zufolge 

o = r 11i + o +'Jr -r' ( even tue 1 1  o = O) z 1 1- 2 1 

auf den Richtungssatz in P 2 und  Verkürzung der Festpunktkoordinaten u m  d ie Werte 
des Festpunktes P'1weshalb a15 = 1 '1 = 0 zu setzen ist. Diese Paral lelverschiebung des 
Koordinatensystems, die an den Koordinaten nicht spezie l l  ersicht l ich gemacht wird ,  
erleichtert d ie Redu ktion des Gle ichungssystems und erhöht d ie Stabi l i tät de r  
numerischen Durchrechnung .  M it 

o
1 

= sin(r\ -r\'l, a35 "'-a25sin(r\-·r'\'l/D1 und 13 � 1
2 

sin(r\-r'\'l/o1 

folgt das Sch luß-System in Tab. 2.2, dessen Lösung für w zwecks weiterer D iskussion 
ausfüh rl ich wiedergegeben sei :  

D 1 sin(r"-r"9 + 1 sin(r"'-r') + 1 sin(r' -r11) 
w 3 2 2  4 2 2  5 2 2  w =o = 

a sin(r"-rl ll)+a sin(r"'-r')+a sin(r'-r") <2·1 )  
35 2 2 45 2 2 55 2 2 

Die Angabe der übrigen Resultate kann unterble iben, da sich deren Berechnung 
nach Vorliegen der Gesamtorientierung auf einfache l ineare (2, 2)-Systeme zu rückfüh
ren läBt. 
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u V 2 2 

sin rk cos r' 2 

sin r11 2 cos rz 

sin r'" 2 cos rz' 
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w 

sin(r' -r111) 1 1 ( y"sin r11+ x"cos r") sin(r'-r" ) 1 1 1 1 1 1 

-y�sin rz - x2cos rz 

-y"sinr'" - xHlcosrlll 
2 2 2 2 

Tab. 2.2 

1 1 

--
1 

sin(r' -r"� 1 1 . (-y11cos r"+sin r") sin(r' - r") 1 1 1 1 1 

-y2cos rz+ xzsin rz 
III 

-ylllcosrlllt xlllsinr 2 2 2 2 

3. Kritische Konfig urationen 

3. 1 Zwei Neupunkte 

Der Al lgemeinfall e iner krit ischen Konfigu ration (der sogenannte gefähr l iche Ort) 
l iegt vor, wenn die Orientierung (2. 1 )  im Neupunktverband unbestim mt wird, das he ißt 

Dw = D = 0. 

Das tritt trivialerweise dann auf, wenn 

r'-r" = r"-rlll = r2m-r21 = Ooder'Jf, 2 2 2 2 

also P1, P2, P'�, P�' auf einer gemeinsamen Geraden l iegen. E ine derartige (s inn lose) 
Anordnung ist praktisch auszusch l ießen, und die al lgemeine G leichung für den 
kritischen Ort folgt daher aus den Bed ing ungen 

- 1· sin(r"-r"� = 1 sin(rlll-r') + 1 sin(rt -r" ) } 3 2 2 4 2 2 5 2 2  

-a sin(r11-r'") • a .sin(rlll-r') + a sin(r' -r") 35 2 2 45 2 2 55 2 2 , 
(3. 1 )  

wobei voraussetzungsgemäß der Nu l lpunkt des Koord inatensystems m iteinzubezie
hen ist. Die Gleichungen sol len h ier n icht  weiter u ntersucht werden ,  sie b ieten aber 
die rechentechn ische Mögl ichkeit, krit ische Konfigu rationen anzuzeigen.  

E ine weitere kritische Situation l iegt vor ,  wenn s in(r',-r';) = 0. Sie kann  du rch 
Vertauschen der  Reihenfolge der  Neupunkte im Berechnungsschema umgangen 
werden, da d ie Auflösung des Sch l uß-Systems auch m it s in (r�-r�') = 0 mögl ich ist .  

Schl ießl ich kann es vorkommen,  daß in (2. 1 )  nur D verschwindet. Es ist dann 

w = tan o = 00, o = '1112 oder 3'1112. 

Dieser Fal l  wird a priori vermieden, wenn  d ie Beobachtu ngen in den beiden 
Neupunkten mit g rob nach Gitter-Nord orientiertem Horizontalkreis erfo lgen .  

3.  2 n Neupunkte 

Die u nter 3 . 1  angefüh rten Folgerungen gelten h ier s inngemfäß. Natür l ich s ind nun  
die Gleichungen 
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-11 sin(r"- r"') = n n n 
l "sin(r'"- r1) 
n n n 

+ 1 lllsin(r' - r") 
n n 

-a sin(r"- r"') � a sin(rlll-r') + a sin(r' - r") 
2n-1, 2n+1 n n 2n, 2n+1 n n 2n+1, 2n+1 n n 
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(3.2) 

für den krit ischen Ort entsprechend kompl iz ierter, weil I� und a2n_1 2n+1 auf Grund des 
Reduktionsvorganges die Koordinaten al ler Festpunkte Pfil enthalten .  

Das Verschwinden einer Subdeterminante Di bedeutet, daß Pi_1, Pi und Pj' auf  
einer gemeinsamen Geraden l iegen, wodu rch der weitere Reduktionsvorgang u nmög
l ich wird . Es muß daher bei der Erkundung der Neupunkte dafür gesorgt werden ,  daß 
die Richtungsd ifferenzen rj' - rj mög l ichst nahe dem optimalen Betrag 'IT/2 l iegen, daß 
also die Meßdisposition etwa der Fig.  1 . 1 entspricht. Dies ist auch die wichtigste 
Folgerung der Diskussion krit ischer Situationen in (K. Rinner, 1 943). 

4. Ausblick 

Der vorstehend wiedergegebene Lösungsansatz für das ebene n-Punkte-Problem 
wurde durch die Bearbeitung eines vermessungstechn ischen Prog rammsystems für 
einen modernen M icrocomputer angeregt. Die Überlegungen beschränken sich daher 
nur auf die i n  d iesem Zusammenhang auftretenden rechentechn ischen Notwend igkei
ten .  E ine sicher n icht un interessante geometrische Untersuchung der Bed ingungen 
(3. 1 )  bzw. (3.2) sol l später folgen .  
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