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bei den gängigen Un iversalgeräten nur  im Fal l  der „dynamischen" Pr imärachse 
sign ifikant reproduzierbar ist .  Bei schwacher oder n icht s ign ifikanter Reproduzierbar
keit liefert (4. 1 )  nach Abspaltung der Meßunsicherheit praktisch die Varianz des 
Rundlaufs der Stehachse, welche bekannt l ich in d ie Horizontalr ichtungen m it der 
Tangente des Höhenwinkels, i n  d ie Zenitdistanzen d i rekt eingeht .  
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Die Min imaldifferenzen -Anfelderung 

Von J.  Kitzmüller, G raz 

Zusammenfassung 

Aus den Problemen bei Montagen von Karten- und Katastralmappenblättern mit vorausge
hender Maßstabsänderung (Vergrößerung oder Verkleinerung) ist eine mathematische Methode 
entwickelt worden, die die Minimierung von Blattstoßdifferenzen erlaubt. Im folgenden wird diese 
Methode verallgemeinert wiedergegeben, da sie unter bestimmten Voraussetzungen auch auf 
andere, in Einzelflächen unterteilte Maßzahlenfelder (Gesamtflächen) anwendbar ist. Dabei 
können auch mehrere solcher Gesamtflächen übereinander liegen. Das Rechenschema ent
spricht weitgehend dem eines vermittelnden Ausgleiches. 

Abstract 

From the problems of mounting maps and cadastral map sheets, in which the scale has been 
previously alterated (enlarged or reduced), a mathematical method has been developed, which 
minimizes the differences of fitting the sheet edges together. 

The following lines explain this method in a generalized way, because in certain circumstan
ces it can also be used for other fields with measurements (total fields), which are divided into 
single planes. lt is also allowed !hat several total fields are lying on top of another. The scheme of 
calculation corresponds largely to an adjustment of observation equations. 
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Problem- und Verfahrensdefin ition 

Gegeben seien E inzelflächen F i n  Form bel iebiger Vielecke, die zu einer Gesamt
fläche G nach Art e ines Puzzles zusam mengefügt werden sol len (Anfelderung). In G 
und damit i n  jeder E inzelfläche F sei weiters eine i n  Maßzahlen ausdrückbare Eigen
schaft E gegeben ,  deren Originalwert oder Sollwert e in  solcher sei, daß an  anei nan
derstoßenden Rändern der E inzelflächen g le iche Maßzahlen gegeben sind.  D ie 
Eigenschaft E (etwa die Schwärzung von Orthophotos) muß h iebei n icht n otwendiger
weise eine i n  G homogene E igenschaft sein .  Vermerkt sei aber, daß gerade Homoge
n itätsforderungen sehr oft zur vorl iegenden Aufgabenstel l ung  fü h ren .  Ein Beispiel 
h iefü r  stel len etwa die Blattausmaße (Längen) von Karten dar, von deren U nverändert
heit die Maßstabshomogenität abhängt. 

Für d ie  Eigenschaft E wird weiters gefordert, daß sie pro E inzelf läche F e inem 
Änderungs- oder Reproduktionsverfa h ren u nterworfen werden kan n ,  bei dem e ine an  
den  Maßzah len ablesbare, i n  der  E inze lfläche F proportionale Änderung erreich bar  
ist, bei der  also Maßzah lenverhältn isse konstant b le iben.  

Treten nun  an den Stößen der E inzelflächen beim Aneinanderfügen aus h ier  
n icht näher zu u ntersuchenden Gründen u nerwünschte Differenzen der Maßzah len 
n ichtproport ionalen U rsprungs auf ,  l iegen also von den Sol lwerten n icht proportional 
abweichende Istwerte vor, so kön nen diese D ifferenzen d u rc h  das angeführte 
maßzah lenverhältn istreue Änderungsverfahren zwar n icht vo l lkom m en behoben wer
den , doch können die Änderu ngen so vorgenommen werden ,  daß d ie Summe der 
Differenzenquadrate i n  der Gesamtfläche G e in M in imum wird ,  was nachfolgend 
gezeigt wird. 

Sind mehrere Gesamtflächen G gegeben, d ie übereinander l iegen (z. B. Karten
elemente), wobei übere inander l iegende E inzelflächen eine g le iche geometrische 
Form und g leiche Werte der Eigenschaft E im Orig i nal besitzen oder besessen haben, 
so können neben den Anfelderungsproblemen i n nerhalb einer Gesamtfläch e  auch 
Überlagerungsprobleme zwischen zugeordneten E inzelflächen aus den ü bereinander 
l iegenden Gesamtflächen gegeben sein ,  da d ie  Existenz von Anfelderungsd ifferenzen 
meist auch die Existenz von Ü berlagerungsd ifferenzen bed ingt .  Wie weit al le d iese 
Differenzen zum Problem werden,  ist selbstverständ l ich im E inzelfa l l  zu entscheiden,  
wobei das Maßzahlendoppelverhältn is  (34) für e inen ersten E inbl ick seh r  d ien l ich  ist .  

Mußte s ich notwendigerweise be i  der Anfelderu n g  der Verg leich der  Ma ßza hlen 
von E auf d ie aneinanderstoßenden Ränder der E inzelflächen beschränken, so 
können bei der Überlagerung auch Maßzahlen von lagemäßig identen Punkten,  L in ien 
oder Bereichen i nnerhalb der E inzelflächen gegenübergestellt werden .  

D ie  Summe der  D ifferenzenquadrate, d ie e in  M in imum werde n  sol l ,  w ird im Fal le 
von Überlagerungsflächen sowohl  aus den Anfelderungsd ifferenzen al ler Gesamtflä
chen als auch aus den Überlagerungsd ifferenzen gebi ldet .  Die Lösung beider 
Probleme erfolgt dann gleichzeitig und gemeinsam d u rch  e in l i nea res Gle ichu ngssy
stem, das sich aus der M in imumsbed ingung ,  der N u l lsetzung der  ersten part iel len 
Ableitungen der Summenfu nktion der D ifferenzenquadrate, ergibt. Zu d iesem Zweck 
ist pro E inzelfläche F eine U nbekannte anzusetzen.  D ie Anza h l  der  U n bekan nten des 
zu lösenden G leichungssystems ist demnach gleich der Anza h l  der gegebenen 
E inzelflächen.  Hier in l iegt auch d ie umfangsmäßige Begrenzung der  M i n i mald ifferen
zen-Anfelderung ,  weil auch die Lösungskapazität für das Gleic h u ngssystem gegeben 
sein muß .  

Die Lösungswerte der angesetzten Unbekannten stel len d ie m in i m umsgerechten 
Maßzahlen von E für das nachfolgende Änderungs- oder Reproduktionsverfa h ren dar, 
bei dem sie meist d irekt als „ E instel lwerte" verwendet werden können .  Die so gewon-
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nenen neuen Einzelflächen können dann angefeldert und überlagert werden ,  wobei 
nur mehr die angestrebten kleinstmögl ichen Differenzen verbleiben .  

Ziel der  folgenden Abhand lung ist n u n ,  das l ineare Gleichu ngssystem sowie 
H ilfsgrößen zur Entscheidung der Notwend igkeit der Anwendung der M in imald ifferen
zen-Anfelderung abzu leiten . 

Indexfestlegungen 

Jeder Einzelflächenrand R, aber auch jeder innen l iegende Maßort erfordert drei 
Ind izes zu seiner Ansprache: h ,  i ,  j .  

h . . .  I ndex der Gesamtfläche G (ohne Sol lwert-Gesamtfläche) „ h 
Festlegung :  I ndex einer Sol lwert-Gesamtfläche: h = 0 

1 ,  2 . . .  k ( 1 )  

. . .  I ndex d e r  Einzelflächen F . .  „„„„„„„ „„„„„„„„„„„„„„„.„„ i 1 ,  2 . . . m (2) 
Festlegung:  Einander überlagernde Einzelflächen tragen denselben I ndex i 

. . .  I ndex eines Randes R einer E inzelfläche F; „„„„„„„„ „„.„. j = 0, 1 ,  2 . . .  n ;  (3) 
Festlegung 1 :  
Es erhalten nur  jene Ränder den I ndex j ,  die in  d ie M in imald ifferenzen-Anfelde
rung einbezogen werden .  
Festlegung 2 :  
Jene Ränder, von  denen aus  zwar Überlagerungsd ifferenzen,  wegen der 
Randlage auf G aber keine Anfelderun gsd ifferenzen gebi ldet werden ,  t ragen d ie 
höchsten I nd izes j .  I h re Anzahl se i  m it c; bezeichnet bzw. gegeben .  
Festlegung 3 :  
E inander überlagernde Ränder tragen denselben Index j .  

Die Maßzahlen r der Eigenschaft E tragen d i e  I nd izes d e r  Ränder, zu denen sie 
gehören : 
rg

. 
;, J • • •  Orig inalwert 

r h . . • . •  Istwert (gemessener Wert) 
r� : :: ; . . .  Sol lwert, der in  die M in imald ifferenzen-Anfelderun g  eingebracht wird . 

Dieser kann sein :  (4) 
- der Origi nalwert oder ein proport ional geänderter Orig i nalwert, 
- ein defin ierter Sol lwert bei Feh len von Orig inalwerten.  

r�. 1 •  J • • •  Lösungswert der M in imald ifferenzen-Anfelderung .  

Die Differenzen (B) tragen d ie Ind izes beider Maßzah len,  aus  denen  s ie  gebi ldet 
werden .  Zur  U nterscheidung wird beim Subtrahenden e, f, g statt h ,  i, j verwendet .  
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Die Differenzengleichung 

Die D ifferenzen 8 der Maßzahlen rd an einem Blattstoß (Anfelderungsd ifferenzen) 
sowie von überlagerten Rändern (Überlagerungsd ifferenzen) setzen wir an m it 

o
e,f,g - d - d 
h,i,j - rh,i,j re,f,g D i f f  ere n ze n g le i c h u n g  ( 5) 

Der al lgemeine Ansatz (5) kan n  h insichtl ich der I nd izes i n soferne p räzisiert 
werden,  als es sich 
a) bei Anfelderungsdifferenzen immer um d ieselbe Gesamtfläch e  G handelt und 

daher der  erste Index gle ichbleibt:  

und weil 

o
h,f,g = rd - rd 
h,i,j h,i,j h,f ,g A n fe l der u n g s d i f fere n z  (6) 

b) bei Überlagerungsd ifferenzen stets der zweite und d ritte I ndex wegen der Festle
gung zu (2) und der Festlegung 3 zu (3) g le ich bleiben :  

Über lager u n gs d i f fere n z  ( 7) 

Diese Unterscheid ungen s ind vorläufig n icht von Bedeutung ,  so daß w i r  weiter
hin die al lgemeine Form (5) verwenden .  

Ansetzung der Unbekannten 

Die pro E inzelfläche anzusetzende U nbekannte wird am besten auf jenen 
Blattrand gelegt, der für das Änderungs- oder Reprodukt ionsverfa h ren am brauchbar
sten erscheint (etwa g rößte Seite im Fal le e iner photograph ischen Verg rößerun g). 
Geben wir d iesem Rand u nter Beachtung der Festlegung 2 zu (3) jewei ls den I ndex 
Nul l ,  so können wir uns bei der U nbekan nten den Rand index j ersparen ,  was auch 
deswegen sinnvoll ist, wei l  d ie Unbekannte die E inzelfläch e  F repräsentiert u n d  daher 
deren I ndizes tragen sol l .  Wir  setzen daher an :  

und :  

r:.i.i = q h,i.i X h,i 

Den Koeffizienten qh, ;, i der U nbeka n nten xh, ; erhalten wir m ittels der  Istwerte rb : 

rb . .  h,1,J 
qh,i.i= T h,i,O 

l s  t-M a ßzah 1 e n ve r h ä  l t n  i s  

(8) 

(9) 

( 1 0) 

Wegen des vorausgesetzten maßzah lenverhältn istreuen Änderungsverfahrens 
g i lt auch u nter Berücksichtigung von (8): 

rb rd 
h,I,) _ __l>.,_l,l _ Q 

� - Xh,I - h,l,i 
h,1,0 

( 1 1 ) 



ÖZNuPh 71. Jahrgang/1983/Heft 1 

bzw.: 

rh�i . i = q h,i,i X h,i 

womit der Ansatz (9) real isiert wird. 
M it (9) erg ibt sich nun für d ie D ifferenzengleichung (5): 

O
e,t,g = q .. X . - Qe,f,g 

Xe.t h,1,J h,1,J h,1 

Vermerkt sei ,  daß wegen ( 1 0) stets g i lt : 

Q h,i,O = Q e,f,O = 1 

was aber den al lgemeinen Ansatz i n  ( 13) keiner E inschränkung u nterwirft. 

Überleitung zum Rechenschema einer vermittelnden Ausgleichung 

1 1  

( 1 2 ) 

( 1 3) 

( 1 4 ) 

Ein  vermittelnder Ausg leich geht von folgendem al lgemeinen Ansatz von 
Verbesserungsgleichungen aus [1 ]: 

l1+V1 = a1 X1+ b1 X2 + „. + W1 Xw 

l2+V2 = a2x1 + b 2 x2 + „. + w2 xw 

lz+Vz= az X1 bz X2 + „.+ Wz Xw 

I n  Mat r izenf o r m: B+v=Ax 

( 1 5) 

( 1 5 a) 

Aus d iesen Verbesserungsg leichungen resultieren sch l ießl ich d ie Normalglei
chungen:  

[aa]x, + [ab]x2 + „ .  + [awJxw = [al] 

[ab]x, + lbb] x2 + „ .  + [bwJxw = [b l] 

[awJx, + [b wJx2+ „. + [ w w]x,., =[w l] 

I n  Mat r ize n f o r m: JtlA.x = ltll 

( 1 6) 

( 1 6 a) 

Ein  Vergleich der D ifferenzengle ichung ( 13) m it den Verbesseru ngsg leic h u ngen 
(1 5) zeigt, daß in  ( 13) ledigl ich der Beobachtungswert 1 ,  also das absolute G l ied ,  fehlt ,  
um das Schema eines verm itte lnden Ausg leiches verwenden zu können, nachdem es 
naheliegt, die D ifferenzen ll als Verbesserungen v anzusehen,  und h ier  ebenfalls d ie 
Forderung 

[llll] = Min imum ,  analog zu [vv] = Min imum 

gegeben ist. 
Wir setzen daher vorerst analog zu ( 1 5a) fo lgendes D ifferenzengle ic h u ngssy

stem an:  

r+d = Mx ( 1 7 ) 
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Darin ist der Vektor r vorläufig als Nu l lvektor anzunehmen .  Der Vektor d sei der 
Vektor der Differenzen ll und die Matrix M enthalte d ie Ist-Maßzah lenverhältn isse qh .  

Analog ( 1 6 a) erg ibt s ich dann ein Normalg leichu ngssystem 

M'M x = M'r = o ( 1 8) 

Es liegt also ein homogenes Normalg leichungssystem vor, nachdem das 
rechtsseitige Matrizenprodukt wegen r = 0 verschwindet .  

E inen Ersatz für  die Beobachtungen 1 ermöglicht be i  der M in imald ifferenzen
Anfelderung die Sollwert-Gesamtfläche G0 . Ü berlagerungsdifferenzen zu d ieser erge
ben sich mit  

bzw. mit ( 1 2): 

0o.i.j = rd. _ rc . 
h,1,J h,t,J O,t.J 

rc + 0
0

,
i
,
j 
= q . . X . 0,l,J h,l,J h,l,J h,1 

( 1 9) 

( 1 9 a) 

Über die Sol lwerte r0 erhalten wir  damit absolute Glieder. Soferne also e ine Sol lwert
Gesamtfläche gegeben ist, läßt sich leicht e in inhomogenes Norm alg leich ungssystem 

M'Mx=M' r ( 20) 

analog einem vermittelnden Ausg leich erreichen.  Auf den Fall e iner fehlenden 
Sollwert-Gesamtfläche wird im übr igen noch später e ingegangen . 

Einführung einer Gewichtung 

Bei der Min imaldifferenzen-Anfelderung ist die Berücksicht igu n g  u n g leichge
wichtiger Beobachtungen (Maßzahlen) kaum notwendig .  Es kann aber aus a nderen 
Gründen der Wunsch bestehen, d ie m in imalen Differenzen d u rc h  Gewichte (p) zu 
beeinflussen .  Es han delt sich also um von der Meßgenauigkeit u n abhängige,  nach 
bestimmten Gesichtspunkten wi l lkürl ich vergebene Gewichte. 

Differenzen, von denen wir besonders wünschen, daß sie mögl ichst kle in 
werden, haben wir  ganz al lgemein ein g rößeres Gewicht zu gebe n .  Z u  beachten ist 
dabei, daß dafür  andere, weniger gewichtete Differenzen um so g rö ßer werden ,  da d ie  
min imale Summe der Differenzenquad rate, d ie s ich  be i  e iner  Rechn u n g  mit  g leichen 
Gewichten ergibt ,  n ic ht verkleinerbar ist. 

Damit ändert sich analog einem vermittelnden Ausgleich m it u ng leichgewichti
gen Beobachtungen auch hier die M in imumsforderung auf 

Sei nun  

[pllll] = Min imum 

p = (�:. �� . „ „ „ . .  � ) ( 2 1 ) 

0 0 • · • Pz z„.Anzahl der Differenzen 
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die D iagonalmatrix der Gewichte, s o  e rg ibt s ich für d ie M in imald ifferenzen-Anfelde-
rung wegen 

[p/515] = d'Pd = M i n i m u m  

ein Normalg le ichungssystem der Form 

M'PM x = M'P r 

Setzen wir 

( 2 2 ) 

M'P M = K K o e f f i z ie n t e n m at r i x  d e s  (23) 
No r m a l g le ich u n gss ys t e ms 

so erhalten wir für (22) 

K x = M'P r ( 2 4) 

Somit stel l t  (24) das Normalg leichungssystem der M in imald ifferenze n-Anfelderung 
dar .  Diesem entspricht bei m  vermitte lnde n  Ausg leich der Matrizenausdruck 

A'PAx=A'PI 

mit den bekannten Normalgle ichungen 

[a a p] x 1 + [a b pJ x 2 + „ .  + [a w pJ x w = [a 1 p] 

[a b P] X 1 + (b b P] X 2 + „ . + [b W p] X ,., = [b  1 p] 

[a w p] x1+ [b w p] x2 + „. + [w w p] x,., = [w l p] 

( 2 5) 

( 2 5 a) 

I m  Falle der M i nimaldifferenzen-Anfe lderung e rgeben sich für d ie Koeff iz ie nten 
in (25a) nachstehende Werte der Koeff iz ientenmatrix K. Als Zei len- u n d  Spalten i ndex 
verwenden wir den der E inzelflächen F: 

h , i /e , f h , e„ . 1 , 2„„k i , f„ . 1 , 2„„m 

Für h, i #- e, f, also außerhalb der Hauptdiagonale, treten grundsätzl ich negative 
Werte in K auf , und zwar (für d ie Zeile h, i): 
- M it den Indizes aus (6) u nter den Unbe kannten xh, 1 von zuge hö rigen Anfe lderu ngs

f lächen d ie e infachen Produkte 

( 26) 

- Mit den Ind izes aus (7) unte r  den U n bekannten x •. ; von zuge hörige n  Überlagerun gs
flächen d ie Summen 

n; - I; p e,i,i. q .. q .. 
j=O h,1,J h,1,J e,1,/ ( 26a) 

l iegen bei der E inzelfläche Fh, ; auch Überlagerungsdiffere n ze n  zu G0 bzw. zu 
F0, ; vor,  so tritt i n  (25a) im rechtsse it igen Absolutvektor bzw. i m  M atrize n produ kt M'P r 
von (24) e ine analoge, aber positive Summe der Form auf: 

n; 
I; pO,i,) q .. rc . 
J=O h,r,J h,t,J O,t,J ( 2 7 ) 

Für h, i = e, f, also i n  der Hauptdiagonale von K, treten stets positive Werte auf. 
In  der Zeile h ,  i ergibt s ich h ierbei der Wert i n  der Hauptdiagonale als S u m me der 
Beträge der Werte aus (26), (26a) und (27), wen n  man i n  (26) gh, 1, 9,  i n  (26 a) q •.  1, J u n d  
in  (27) r8. 1, i durch qh. ;, i ersetzt. I n  der Hauptdiagonale steht  daher jewe i ls e ine positive 
Summe der Form 

[p q2] ( 28) 
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Der Beweis für die Formen (26) bis (28), der dem Leser überlassen wird, ergibt 
sich sowohl aus den Matrizenprodukten in (22) als auch aus der partiell nach xh,; 
differenzierten Summenfunktion der gewichteten Differenzenquadrate entsprechend 
der Forderung [pllB] = Minimum. 

Zur Anzahl der Differenzengleichungen und der Normalgleichungen 

Die Anzahl (z) der Differenzengleichungen ergibt sich aus 
- der Anzahl (a) der Anfelderungsdifferenzen, 
- der Anzahl (üe) von Überlagerungsdifferenzen, die die Sollwert-Gesamtfläche G0 

nicht berühren, und 
- der Anzahl (ü0) von Überlagerungsdifferenzen, die nach ( 1 9) zu G0 gebildet werden. 

Es gilt daher: 
z = a + ü. + Üo (2 9) 

Für die Anzahl a der insgesamt auftretenden Anfelderungsdifferenzen gilt mit (1 ), 
(2) und (3), wenn wir die auftretende Summation 

setzen: 

m 
L:( n +1 )=D 
i=1 1 

k m 
a=-(D-I:c ) 2 i =l 1 

(30) 

(31 ) 

Bevor wir uns mit den Anzahlen der Überlagerungsdifferenzen befassen, sei 
noch folgendes ausgeführt: 

Ist die Reihenfolge der sich überlagernden Gesamtflächen G insoferne wesent
lich, als die auftretenden Differenzen nur zu den benachbarten Gesamtflächen 
möglichst klein sein sollen (Fälle 1 a, 1 b und 1 c), so wird man die Überlagerungsdiffe
renzen kettengliedartig von einer Gesamtfläche zur jeweils folgenden bilden. 

Ist die Reihenfolge hingegen unwesentlich (Fall 2), so wird man die Überlage
rungsdifferenzen möglichst zu einer einzigen Bezugs-Gesamtfläche bilden. Als solche 
bietet sich meist sehr vorteilhaft die Sollwert-Gesamtfläche G0 mit den Maßzahlen r0 
an. 

Die beiden Arten der Verknüpfung der Gesamtflächen, die selbstverständlich 
auch gemischt werden können, sollen in der folgenden Abbildung 2 verdeutlicht 
werden, die auch die Anzahlen Ü8 und ü0 enthält: 

Fal l  1 a  F a l l  1 b  Fall 1 c  Fal l  2 
keine G0 G0 außen G0 innen 

k-� =+= k =+= 
k-1 

: 
k-� =+= k-� -1 : 

h=� ± ,,�± 
Go ± '±BI h=� lio1 ---

Go Go 

ü,= ( k - 1 )  D ü,= ( k - 1) D ü,= ( k - 2) D ü,= 0 
(32) 

00= 0 00= D 00=2 D ü0= k D 

Abb.2 
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Es treten daher a + ü0 Differenzengleichungen der Form ( 1 3) auf. Die Form (1 9a) 
hingegen ergibt sich in der Anzahl ü0. 

Die Anzahl (w) der Normalgleichungen ergibt sich aus der Anzahl der Einzelflä
chen, die nicht zur Sollwert-Gesamtfläche G0 gehören. 

Demnach gilt: 
w =k m (33) 

Der Fall eines homogenen Gleichungssystems 

Es gibt Aufgabenstellungen, bei denen keine Originalwerte r8 und damit auch 
keine von diesen abgeleitete Sollwerte rc existieren, womit dann auch keine Sollwert
Gesamtfläche G0 gegeben ist (Fall 1 a). Ein solcher Fall liegt beispielsweise bei der 
Montage von Orthofotos vor, bei der man an den Blattstößen eine möglichst gleiche 
Schwärzung bzw. photographische Dichte (Eigenschaft E) bei einer Reproduktion 
erreichen will. Originale, in denen diese gleiche Schwärzung vorhanden gewesen 
wäre, haben aber nicht existiert. Vorhanden sind daher nur die Istwerte rb aus 
Densitometermessungen. Vermerkt sei, daß das logarithmische Schwärzungsgesetz 
an sich nicht der gestellten Linearitätsforderung entspricht. Bei nicht zu großen 
Dichteumfängen wird die Minimaldifferenzen-Anfelderung aber trotzdem anwendbar 
sein. 

Um nun Absolutglieder im damit gegebenen homogenen Gleichungssystem zu 
erhalten, gibt man einer Unbekannten einen festen Wert rc, den man selbstverständ
lich so wählt, daß er etwa im Fall des angeführten Beispiels einer idealen Schwärzung 
entspricht. Die zugehörige Zeile der erweiterten Koeffizientenmatrix K wird ausge
schieden, da die Ableitung der konstant gesetzten Unbekannten verschwindet. Damit 
ist nun ein lösbares inhomogenes Gleichungssystem gegeben. 

Trotzdem soll das Lösungsverhalten bei Fehlen der G0 noch genauer überlegt 
werden: Den minimalen Überlagerungsdifferenzen zu G0 kommt neben der Vermei
dung von unnötig großen Differenzen auch die Funktion der Herstellung einer den 
Gewichten und den Datenzwängen angemessenen Sollwerttreue zu. Diese Funktion 
kann aber eine einzige Einzelfläche bzw. ein einzig gegebener Sollwert nur ungenü
gend bei Fehlen einer G0 übernehmen. Es besteht zwar dann außerhalb dieser 
Einzelfläche keine Sollwert-Vergleichsmöglichkeit, doch kann der Wunsch bestehen, 
mit den Lösungswerten wenigstens innerhalb eines gewissen Toleranz-Intervalls zu 
verbleiben. Das Prinzip der minimalen Differenzenquadrate gibt für sich allein aber 
nicht die Gewähr, daß dies der Fall ist, wenn nur ein einziger Sollwert in die Rechnung 
einbezogen wurde. In diesem Fall muß sogar damit gerechnet werden, daß in Verfol
gung des Prinzips der minimalen Differenzenquadrate mit zunehmendem Abstand von 
der einzigen Einzelfläche mit gegebenem Sollwert eine immer größere Abweichung 
auftreten kann. 

Sind daher wie im Falle der Orthophotomontage keine Sollwerte gegeben, so 
wird trotzdem zu trachten sein, daß die gewünschten Sollgrenzen nicht über- oder 
unterschritten werden. Man vermeidet dies weitgehend, wenn man weitere Sollwerte 
festlegt und in genügender Anzahl in die Minimaldifferenzen-Anfelderung einführt, 
wobei man die zugehörigen Einzelflächen in annähernd gleichmäßiger Verteilung 
wählt. Neben dem Vorteil der Sicherstellung eines Toleranz-Intervalls durch diese 
„Stützflächen" ergibt sich auch der Vorteil einer geringeren Anzahl von Unbekannten 
im Gleichungssystem. Je mehr Sollwerte man aber einführt, desto weniger kommt das 
Minimaldifferenzen-Prinzip zur Wirkung, womit offenbar ein weiteres Steuerungsin
strument der Minimaldifferenzen-Anfelderung gegeben ist. 
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Die Gewichtung der Differenzen stellte bereits eine erste Möglichkeit dar, ins 
Minimumsprinzip einzugreifen. Sie sollte die Einflußnahme auf einzelne Differenzen 
sicherstellen. 

Zur Entscheidung der Anwendung der Minimaldifferenzen-Anfelderung 

Der relativ große Daten- und Rechenaufwand der Minimaldifferenzen-Anfelde
rung soll nicht unnötig investiert werden müssen, weshalb nachstehend noch 
Kriterien als Entscheidungshilfe gegeben werden: 

Grundsätzlich geht es bei allen Anfelderungs- und Überlagerungsabsichten 
zuerst um die annähernde Feststellung, wie sehr sich die Eigenschaft E gegenüber 
ihren Originalwerten geändert hat, wobei aber Änderungen, die alle Ränder R 
proportional betreffen, ausscheiden, weil proportionale Änderungen durch das 
folgende proportionale Änderungs- oder Reproduktionsverfahren wieder behoben 
werden können und damit keine Differenzen verbleiben. Die Minimaldifferenzen
Anfelderung würde nur wieder die Sollwerte ergeben. 

Zu fragen ist daher nach nichtproportionalen Änderungen der Maßzahlen r pro 
Einzelfläche F. Eine diesbezügliche Aussage kann man durch das nachstehende 
Maßzahlendoppelverhältnis (v) erhalten: 

(3 4) 

Definieren wir nun in (34) analog ( 1 0) das Verhältnis 

(35) 

als „Original-Maßzahlenverhältnis", wobei wir hiezu auch die Sollwerte rc verwenden 
können: 

so wird (24): 

qh,i,j 
V . =--h,i,1 QO,i,j 

'Soll-Maßzahlenverhältnis' 

Maßzahlen
doppelverhältnis 

(36) 

(37) 

Das Maßzahlendoppelverhältnis zeigt nun durch sein Abweichen vom Ideal
wert 1 ,  in welchem Maße nichtproportionale Unstimmigkeiten vorliegen. Die dazu 
erforderlichen Rechengrößen qh und q0 können dabei in einer allenfalls anschließen
den Minimal-Differenzenanfelderung unmittelbar verwendet werden. Zu bemerken ist, 
daß die Maßzahlenverhältnisse dimensionslose Größen sind, weshalb für die Maßzah
len r", rb und rc auch verschiedene Maßeinheiten verwendet werden können. 

Das Maßzahlendoppelverhältnis allein läßt nur eine relative Aussage zu. Will man 
auch eine absolute (voraussichtliche) Abweichungsgröße erhalten, so müssen wir 
noch einen Bezugswert definieren. Im folgenden soll dies der Sollwert rg, i, 0 sein, da 
nur die voraussichtliche Abweichung von den Sollwerten nach Ausführung des 
proportionalen Änderungsverfahrens von Interesse ist. 

Wir nehmen nun weiters an, dieses Änderungsverfahren sei bereits in der Weise 
erfolgt, daß aus den Istwerten rb proportional geänderte Werte r<bl entstanden sind, 
wovon für 

�(b) = rc h,i,O O,i,O 
gelte. Die gesuchte absolute Abweichungsgröße definieren wir dann als 

llr0 . .  = r(b). - r0 .. h,l,J h,l,J 0,1,J 

(38) 

(39) 
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Wegen ( 1 0) und (38) ergibt sich für (39): 

und wegen (36) und (37) wird 

woraus schließlich der leicht rechenbare Ausdruck entsteht: 

( 40) 

Die Abweichung der Maßzahl r<�� ;, i unter der Bedingung (38) ist demnach direkt 
proportional der Abweichung von 1 des Maßzahlendoppelverhältnisses und dem 
zugehörigen Sollwert r0• Da, wie aus (34) ersichtlich, 

v > 1 g i 1 t für rh�i.i > r0�i.; bei rh�i.o = r0�;.o ( 4 1 ) 

ist ilrg. ;, i positiv für eine im Verhältnis zu große Maßzahl r<��1• i und negativ, wenn die 
Maßzahl im Verhältnis zu klein ist. 

Beispiel einer Minimaldifferenzen-Anfelderung 

Es sei die Aufgabe gestellt, aus den Kartenelementen „Wald" und „Gewässer" 
eines Kartenwerkes 1 : 50 000 mit Blattschnitt nach geographischen Koordinaten ein 
Kartenwerk 1 : 25 000 mit Blattschnitt nach Gauß-Krüger-Koordinaten herzustellen, 
wobei die beiden Kartenelemente sowohl zusammengeführt als auch getrennt in 
1 : 25 000 vorhanden sein sollen. Es ist daher eine getrennte Vergrößerung und eine 
getrennte Montage der Vergrößerungen erforderlich. 

Aus bekannten Stichproben im Original-Kartenwerk ist mit Abweichungen 
zufolge gegebener Blattgänge zu rechnen, die in der Vergrößerung 1 : 25 000 nicht 
mehr vernachlässigbar sind, weil sie bei ungünstigem Aufeinandertreffen an Blattstö
ßen 2 bis 3 mm Differenzen verursachen können. Als Lösung bietet sich in diesem Fall 
daher eine Minimaldifferenzen-Anfelderung 1 : 25 000 an, die pro Kartenblatt direkt 
ein Vergrößerungs-Einstellmaß (rd) bringt, das auf 0,3 bis 0,5 mm bei der Vergröße
rung gehalten werden kann. 

Wegen der Größe des Kartenwerkes und der beschränkten Lösungskapazität ist 
eine Teilung des Kartenwerkes erforderlich. Die auftretenden Teilungslinien, an denen 
keine Anfelderung gerechnet werden kann, versehen wir mit größeren Gewichten der 
Überlagerung zur Sollwert-Gesamtfläche, so daß die Gefahr von Schwachstellen in 
der Montage durch die bessere Sollwerttreue weitgehend behoben ist. 

Hinsichtlich der Gesamtflächen halten wir fest: 
G0 . . .  Kartierung der Soll-Blatteckwerte (Gauß-Krüger-Koordinaten) 
G1 . . •  Kartenelement „Wald" 
G2 . . .  Kartenelement „Gewässer" 

Die Überlagerung wählen wir kettenartig (Fall 1b): Es wird also G0 mit G1 und G1 
mit G2 verknüpft. Dies deshalb, weil uns ein gut übereinstimmendes Kartenbild „Wald 
- Gewässer" ebenso wichtig erscheint als die Sollwerttreue, die wir durch die Ver
knüpfung G0/G2 (neben G0/G1) etwas besser erhalten würden. 
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Als Beispiel nehmen wir Gesamtflächen mit nur vier Einzelflächen, weil dies für 
die Demonstration genügt. Die folgende Tab. 1 enthält die Ausgangsdaten r• und rb 
der Kartenelemente 1 : 50 000 und nach (35), (10) und (37) die Maßzahlenverhältnisse 
q0 und qh und das Maßzahlendoppelverhältnis v: 

Go (h=O) Gl ( h= l )  G2 ( h = 2 )  

i j r 
a b b 
o , i , j  qo , :i. , j  r 1 , i , j  'l1 , i , j  V 1 1 i 1  j r 2 ,  i / j q2 , i ,  j v2 , i , j  

1 0 5 5 5 , 8 5  1 , 00000 5 5 5 , 5  1 , 00000 1 , ooooo 5 5 5 , 5  1 , 00000 1 , 00000 
1 3 7 6 , 7  0 1 6 7 7 70 3 7 6 , 5  o ,  6 7 7 7 7  1 , oo o 1 o  3 7 6 , 5  0 '  6 7 7 7 7  1 , ooo1o 
2 5 5 5 , 85 1 , ooooo 5 5 5 ,  2 o , 99 9 4 6  o , 9 9 9 4 6  5 5 5 , 2  o , 9 9 9 4 6  o , 9 9 9 4 6  
3 3 7 4 , 9 o , 67 4 4 6  3 7 4 , 5  o , 6 7 4 1 7  o , 9 9 9 5 6  374 ' 6  o , 6 7 4 3 5  o , 9 9 9 8 3  

2 0 5 5 5 , 85 1 , 00000 5 5 5 , 4  1 , ooooo 1 , ooooo 5 5 5 , 7  1 ,00000 1 , 00000 
1 3 7 6 , 7  o , 6 7 770 3 7 6 , 3  o , 6 7 7 5 3  o , 9 9 9 7 5  3 7 6 , 5  o , 6 7 7 5 2  o , 9 9 9 7 4  
2 5 5 5 ,  85 1 , ooooo 5 5 5 , 5  1 , 000 1 8  1 , 000 1 8  5 5 5 , 7  1 ,00000 1 , ooooo 
3 3 7 4 , 9 o , 6 7 4 4 6  3 7 4 , 6  o , 6 7 4 4 7  1 , 00001 3 7 4 , 8  o , 6 7 4 4 6  1 , ooooo 

3 0 5 5 5 ,  85 1 , ooooo 5 5 5 , 3  1 , 00000 1 , ooooo 5 5 5 , 3  1 ,00000 1 , o oooo 
1 37 6 , 7  o , 6 7 7 70 3 7 6  , o  o , 6 7 7 1 1 o , 9 9 9 1 3  3 7 6 , o  o , 6 7 7 1 1 o , 9 9 9 1 3  
2 5 5 5 , 85 1 , ooooo 5 5 5 , 3  1 , ooooo 1 , ooooo 5 5 5 , 4 1 , 000 1 8  1 , 000 1 8  
3 3 7 8 , 4 5  0 , 68085 3 7 7 '  9 0 , 68053 o , 9 9 9 5 4  3 7 7 '  9 0 , 6 8 0 5 3  o ,  9 9 9 5 4  

4 0 5 5 5 , 85 1 , 00000 5 5 5 '  4 1 , ooooo 1 , ooooo 5 5 5 , 5  1 , ooooo 1 , ooooo 
1 3 7 6 , 7  o , 6 7 770 3 7 6 , 4  o , 6 7 7 7 1  1 , 00001 3 7 6 , 4  o , 6 7 7 5 9  o , 9 9 9 8 3  
2 5 5 5 , 85 1 , ooooo 5 5 5 ,  4 1 , ooooo 1 , 00000 5 5 5 , 5  1 , 00000 1 , ooooo 
3 3 7 8 , 5  0 , 68094 378, 2 0 , 68095 1 , 00002 3 7 8 '  2 0 ,  68083 o , 9 9 9 8 4  

Tab. 1 

Aus den v1. ;, i und v2. ;, i ersehen wir: 
Die Abweichungen an übereinanderliegenden Rändern sind fast immer gleich

läufig, was günstige Überlagerungsdifferenzen erwarten läßt. Die größte Abweichung 
liegt beim Blatt 3, Rand 1, mit v = 0,99913 sowohl in G1 als auch in G2 vor. Mit einem 
r8, 3. 1 = 753,4 mm (in 1 : 25 000) berechnen wir mit (40) die zu erwartende größte 
Abweichung vom Sollwert: 

iir�. 3, 1 = - 0,7 mm 

Diese Abweichung hat den Anschein der Geringfügigkeit, sie zeigt aber, daß bei 
größeren Gesamtflächen die befürchteten Differenzen von 2 bis 3 mm tatsächlich 
auftreten können, wenn man bedenkt, daß im anstoßenden oder überlagernden 
Blattrand eine gleich große Abweichung mit entgegengesetztem Vorzeichen vorliegen 
kann. 

In nachstehenden Gewichts-Diagrammen für die Gesamtflächen G1 und G2 
stellen die großen Quadrate die Einzelflächen dar. Innerhalb dieser sind in den dick 
umrandeten kleinen Quadraten die Blatt- und Rand-Indizes enthalten und in den 
Quadraten neben dem Vorzeichen + befinden sich die Überlagerungsgewichte zur 
Gesamtfläche h + 1, in jenen neben dem Minuszeichen sind hingegen jeweils die 
Gewichte zur Gesamtfläche h -1 enthalten. Zwischen den großen Quadraten sind die 
Anfelderungsgewichte ausgewiesen: 

G1(h =1) 

Abb.3 
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Die Überlegungen zur Gewichtsvergabe sind dabei folgende: Da uns ein gut 
übereinstimmendes Kartenbild „Wald - Gewässer" sehr wichtig erscheint, erhält die 
Überlagerung G1/G2 durchgehend das Gewicht 2. Dieses Gewicht geben wir auch der 
Überlagerung G0/G1, jedoch nur an den Rändern der Einzelflächen, die den Außen
rand der Gesamtfläche bzw. die vorstehend angeführten Teilungslinien darstellen, 
um, wie ausgeführt, eine bessere Sollwerttreue zu erreichen. Alle übrigen Gewichte 
belassen wir bei 1. 

Vor Ausführung der Minimaldifferenzen-Anfelderung schätzen wir noch den 
Rechenaufwand mit folgenden Kenngrößen ab: 

k = 2, m = 4, n; = 3 und c; = 2 für i = 1, . . .  m; Überlagerungsfall: 1b 
w = km = 8 . . .  Anzahl der Unbekannten des Gleichungssystems 
D = 16, a = 8, üe = 16, ü0 = 16 
z = a + Ü8 + ü0 = 40 . . .  Anzahl aller Differenzen 
Die (z, w)-Matrix M des Differenzengleichungssystems ist demnach eine (40, 8)

Matrix mit 320 Elementen. Das gleiche gilt für die Gewichtsmatrix P. 
Die Anzahl der für die (8, 8)-Koeffizientenmatrix K zu rechnenden Produkte pq2 

und pqq ergibt sich aus folgender Überlegung: Pro Differenz ergeben sich sowohl bei 
der Ableitung nach xh, ; als auch nach x •. 1 zwei Produkte, zusammen also vier. Das 
heißt, für ein homogenes Normalgleichungssystem sind 4z Produkte zu rechnen. 
Beim inhomogenen Gleichungssystem hingegen tritt bei den Differenzen zu G0 bloß 
die Ableitung nach xh, 1 mit einem pq2 in K und dem Produkt pqrc im Absolutvektor auf. 
Für die erweiterte Koeffizientenmatrix K sind daher (4 z-2ü0) Produkte zu rechnen, d as 
sind beim gegebenen Beispiel 128. 

Die folgende Tab. 2 enthält die erforderlichen Sollwerte rg, ;, i für den Maßstab 
1 :  25 000: 

Sollwerte r 
c in m ( 1 :  25000) Ü / i t j 

j i= l 2 3 4 

0 1 '  1 1 1 7 1 '  1 1 1 7  1 ,  1 1 1 7  1 ,  1 1 1 7 
1 o , 7 5 3 4  o ,  7 5 3 4  o ,  7 5 3 4  o , 7 5 3 4  
2 1 ,  1 1 1 7 1 ,  1 1 1 7  1 ,  1 1 1 7  1 ,  1 1 1 7  
3 o , 7 4 9 8  o , 7 4 9 8  o ,  7 5 6 9  o ,  7 5 70 

Tab.2 

In der Tab. 3 stellen wir nun die Spaltenvektoren der erweiterten Koeffizienten
matrix K des linearen Gleichungssystems K x = M' P r dar: 

h , i  1 , 1  1 ' 2 1 ' 3 1 ' 4  

1 , 1  1 1 ,  65 1 1 6  - 1 , ooooo -o , 4 5 8 9 2  o , o  
1 ' 2  - 1 , ooooo 1 1 , 6 5 7 2 6  o , o  - o , 4 5 9 1 7  
1 ' 3 -o , 4 5 8 9 2  o , o  1 1 , 6 8 6 4 2  - 1 , ooooo 
1 ,  4 o , o  - o , 4 5 9 1 7  - 1 , ooooo 1 1 ' 6 9 1 9 4 
2 '  1 -5 , 8 2 5 8 2  o , o  o , o  o , o  
2 , 2  o , o  - 5 , 8 2 8 2 6  o , o  o , o  
2 , 3  o , o  o , o  - 5 , 8 4 3 5 7  o , o  
2 , 4  o , o  o , o  o , o  - 5 , 8 4 5 6 4  

h , i 2 '  1 2 , 2  2 , 3  2 , 4  M ' P  r 

1 , 1  - 5 , 8 2 5 8 2  o , o  o , o  o , o  4 , 8 5 5 5 1  
1 ' 2  o , o  - 5 , 8 2 8 2 6  o , o  o , o  4 , 8 5 7 3 8  
1 ' 3 o , o  o , o  - 5 , 8 4 3 5 7  o , o  4 , 87 5 4 3  
1 ,  4 o , o  o , o  o , o  - 5 , 8 4 5 6 4  4 , 87 6 6 5  
2 '  1 7 , 2 85 4 4  - 1 , ooooo -o , 4 5 8 9 2  o , o  o , o  
2 , 2  - 1 , ooooo 7 ,  2 8 6 9 2  o , o  -o , 4 5 9 0 8  o , o  
2 , 3  -o , 4 5 8 9 2  o , o  7 , 30 2 4 1  - 1  , 00000 o , o  
2 , 4  o , o  -o , 4 5 908 - 1 , ooooo 7 , 1o,'. 4 3  o , o  

Tab.3 
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Die Lösungswerte xh, ; = r�. ;, 0 des Normalgleichungssystems sind in der folgen
den Tab. 4 enthalten (in m). Zwecks Vergleich werden auch die zugehörigen Sollwerte 
r8, 1, 0 angeführt: 

i r� , i , o  
d 

r 
c 

r
2 , i , o o , i , o  

1 1 ' 1 1 1 9  1 ' 1 1 1 7  1 ,  1 1 1 7  
2 1 ,  1 1 1 7  1 ,  1 1 1 8  1 ' 1 1 1 7  
3 1 ,  1 1 2 0  1 ,  1 1 20 1 ,  1 1 1 7  
4 1 ,  1 1 1 7  1 ' 1 1 1 8  1 ,  1 1 1 7  

Tab.4 

Mittels der Ist-Maßzahlenverhältnisse qh, 1, i (Tab. 1 )  können nun mit ( 1 2) alle 
übrigen Maßzahlen r�. 1, J und in weiterer Folge mit (5) die verbliebenen minimalen 
Differenzen gewonnen werden. 

Schlußbemerkung 

Das dargelegte Verfahren der Minimaldifferenzen-Anfelderung erfordert zwar 
einigen Aufwand und erscheint möglicherweise durch die Vielfältigkeit etwas kompli
ziert. Gerade diese Vielfältigkeit erlaubt aber dem Anwender, die speziellen Anliegen 
des Einzelfalles weitgehend zu berücksichtigen und Aufwand und Erfolg im Sinne 
eines Optimums zu handhaben. 

Für die Anwendung im Bereich der Kartenmontage soll noch festgehalten 
werden, daß Einzelkarten zwar meist geodätisch exakt erstellt werden, die Montage 
von Karten aber fast immer Schwierigkeiten und Mängel verursacht, so daß dabei 
nicht selten der Wert der geodätischen Exaktheit stark gemindert wird. Dies im 
möglichen Ausmaß zu verhindern ist letztlich der Zweck der Minimaldifferenzen
Anfelderung. 
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