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bei den gédngigen Universalgerdten nur im Fall der ,,dynamischen" Prim&rachse
signifikant reproduzierbar ist. Bei schwacher oder nicht signifikanter Reproduzierbar-
keit liefert (4.1) nach Abspaltung der MeBunsicherheit praktisch die Varianz des
Rundlaufs der Stehachse, welche bekanntlich in die Horizontalrichtungen mit der
Tangente des Hohenwinkels, in die Zenitdistanzen direkt eingeht.
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Die Minimaldifferenzen-Anfelderung

VonJ. Kitzmiiller, Graz

Zusammenfassung

Aus den Problemen bei Montagen von Karten- und Katastralmappenblattern mit vorausge-
hender Mafistabsdnderung (VergréBerung oder Verkleinerung) ist eine mathematische Methode
entwickelt worden, die die Minimierung von BlattstoBdifferenzen erlaubt. Im folgenden wird diese
Methode verallgemeinert wiedergegeben, da sie unter bestimmten Voraussetzungen auch auf
andere, in Einzelflichen unterteilte MaBzahlenfelder (Gesamtflaichen) anwendbar ist. Dabei
kénnen auch mehrere solcher Gesamtflichen ubereinander liegen. Das Rechenschema ent-
spricht weitgehend dem eines vermittelnden Ausgleiches.

Abstract

From the problems of mounting maps and cadastral map sheets, in which the scale has been
previously alterated (enlarged or reduced), a mathematical method has been developed, which
minimizes the differences of fitting the sheet edges together.

The following lines explain this method in a generalized way, because in certain circumstan-
ces it can also be used for other fields with measurements (total fields), which are divided into
single planes. It is also allowed that several total fields are lying on top of another. The scheme of
calculation corresponds largely to an adjustment of observation equations.
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Problem- und Verfahrensdefinition

Gegeben seien Einzelflachen F in Form beliebiger Vielecke, die zu einer Gesamt-
fliche G nach Art eines Puzzles zusammengefiigt werden sollen (Anfelderung). In G
und damit in jeder Einzelfldche F sei weiters eine in MaBzahlen ausdriickbare Eigen-
schaft E gegeben, deren Originalwert oder Sollwert ein solcher sei, daf3 an aneinan-
derstoBenden Randern der Einzelflichen gleiche MaBzahlen gegeben sind. Die
Eigenschaft E (etwa die Schwarzung von Orthophotos) muB hiebei nicht notwendiger-
weise eine in G homogene Eigenschaft sein. Vermerkt sei aber, daB gerade Homoge-
nitdtsforderungen sehr oft zur vorliegenden Aufgabenstellung fiihren. Ein Beispiel
hieflir stellen etwa die BlattausmaBe (Ldngen) von Karten dar, von deren Unverdandert-
heit die MaBstabshomogenitédt abhéngt.

Fur die Eigenschaft E wird weiters gefordert, daB sie pro Einzelflache F einem
Anderungs- oder Reproduktionsverfahren unterworfen werden kann, bei dem eine an
den MaBzahlen ablesbare, in der Einzelfliche F proportionale Anderung erreichbar
ist, bei der also MaBzahlenverhéltnisse konstant bleiben.

Treten nun an den StéBen der Einzelflichen beim Aneinanderfligen aus hier
nicht-ndher-zu-untersuchenden Griinden- unerwiinschte-Differenzen-der-MaBzahlen
nichtproportionalen Ursprungs auf, liegen also von den Sollwerten nicht proportional
abweichende Istwerte vor, so konnen diese Differenzen durch das angefiihrte
maBzahlenverhaltnistreue Anderungsverfahren zwar nicht vollkommen behoben wer-
den, doch kénnen die Anderungen so vorgenommen werden, daB die Summe der
Differenzenquadrate in der Gesamtfliche G ein Minimum wird, was nachfolgend
gezeigt wird.

Sind mehrere Gesamtflachen G gegeben, die libereinander liegen (z. B. Karten-
elemente), wobei Ubereinander liegende Einzelflichen eine gleiche geometrische
Form und gleiche Werte der Eigenschaft E im Original besitzen oder besessen haben,
so kdnnen neben den Anfelderungsproblemen innerhalb einer Gesamtfliche auch
Uberlagerungsprobleme zwischen zugeordneten Einzelflichen aus den iibereinander
liegenden Gesamtflichen gegeben sein, da die Existenz von Anfelderungsdifferenzen
meist auch die Existenz von Uberlagerungsdifferenzen bedingt. Wie weit alle diese
Differenzen zum Problem werden, ist selbstverstiandlich im Einzelfall zu entscheiden,
wobei das MaBzahlendoppelverhdltnis (34) fiir einen ersten Einblick sehr dienlich ist.

MufBte sich notwendigerweise bei der Anfelderung der Vergleich der MaBzahlen
von E auf die aneinanderstoBenden Rander der Einzelflichen beschrianken, so
kénnen bei der Uberlagerung auch MaBzahlen vonlageméaBig identen Punkten, Linien
oder Bereichen innerhalb der Einzelflachen gegeniibergestellt werden.

Die Summe der Differenzenquadrate, die ein Minimum werden soll, wird im Falle
von Uberlagerungsflichen sowohl aus den Anfelderungsdifferenzen aller Gesamtfla-
chen als auch aus den Uberlagerungsdifferenzen gebildet. Die Lésung beider
Probleme erfolgt dann gleichzeitig und gemeinsam durch ein lineares Gleichungssy-
stem, das sich aus der Minimumsbedingung, der Nullsetzung der ersten partiellen
Ableitungen der Summenfunktion der Differenzenquadrate, ergibt. Zu diesem Zweck
ist pro Einzelfliche F eine Unbekannte anzusetzen. Die Anzahl der Unbekannten des
zu loésenden Gleichungssystems ist demnach gleich der Anzahl der gegebenen
Einzelflichen. Hierin liegt auch die umfangsméaBige Begrenzung der Minimaldifferen-
zen-Anfelderung, weil auch die Lésungskapazitat fir das Gleichungssystem gegeben
sein muf.

Die Losungswerte der angesetzten Unbekannten stellen die minimumsgerechten
MaBzahlen von E fiir das nachfolgende Anderungs- oder Reproduktionsverfahren dar,
bei dem sie meist direkt als ,,Einstellwerte* verwendet werden kénnen. Die so gewon-
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nenen neuen Einzelflichen kénnen dann angefeldert und lberlagert werden, wobei
nur mehr die angestrebten kleinstmoglichen Differenzen verbleiben.

Ziel der folgenden Abhandlung ist nun, das lineare Gleichungssystem sowie
HilfsgroBen zur Entscheidung der Notwendigkeit der Anwendung der Minimaldifferen-
zen-Anfelderung abzuleiten.

Indexfestlegungen

Jeder Einzelflachenrand R, aber auch jeder innenliegende MafBort erfordert drei
Indizes zu seiner Ansprache: h, i, j.

h ... Index der Gesamtfldche G (ohne Sollwert-Gesamtfldche) .. h = 1,2...k Q)]
Festlegung: Index einer Sollwert-Gesamtfliche: h = 0 ’

i ...IndexderEinzelflichen F ..........ccoooviiiiiiiiiiiiiiiiceeann, i =12...m (2)
Festlegung: Einander uberlagernde Einzelflichen tragen denselben Index i

j ...Index eines Randes R einer Einzelfldche F; ....................... j =01,2...n; )
Festlegung 1:
Es erhalten nur jene Rander den Index j, die in die Minimaldifferenzen-Anfelde-
rung einbezogen werden.
Festlegung 2:
Jene Rinder, von denen aus zwar Uberlagerungsdifferenzen, wegen der
Randlage auf G aber keine Anfelderungsdifferenzen gebildet werden, tragen die
hdchsten Indizes j. Ihre Anzahl sei mit ¢; bezeichnet bzw. gegeben.
Festlegung 3:
Einander uberlagernde Rander tragen denselben Index j.

Die MafB3zahlen r der Eigenschaft E tragen die Indizes der Rdnder, zu denen sie
gehoren:
r§. i - Originalwert
i)« Istwert (gemessener Wert)
rﬁ' NEEE Sollwert, der in die Minimaldifferenzen-Anfelderung eingebracht wird.
Dieser kann sein: 4)
— der Originalwert oder ein proportional geédnderter Originalwert,
— ein definierter Sollwert bei Fehlen von Originalwerten.

rd Loésungswert der Minimaldifferenzen-Anfelderung.

Wi
Die Differenzen (3) tragen die Indizes beider MaBzahlen, aus denen sie gebildet

werden. Zur Unterscheidung wird beim Subtrahenden e, f, g statt h, i, j verwendet.
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Die Differenzengleichung

Die Differenzen 8 der MaBzahlen r¢ an einem BlattstoB (Anfelderungsdifferenzen)
sowie von iiberlagerten Randern (Uberlagerungsdifferenzen) setzen wir an mit

sole =t =l

i i ot Differenzengleichung (5)

Der allgemeine Ansatz (5) kann hinsichtlich der Indizes insoferne préazisiert
werden, als es sich
a) bei Anfelderungsdifferenzen immer um dieselbe Gesamtfliche G handelt und
daher der erste Index gleichbleibt:
Spil=rd,— 1%, Anfelderungsdifferenz (6)
und weil
b) bei Uberlagerungsdifferenzen stets der zweite und dritte Index wegen der Festle-
gung zu (2) und der Festlegung 3 zu (3) gleich bleiben:
5:’, =rd, =l Uberlagerungsdifferenz (7)
Diese Unterscheidungen sind vorlaufig nicht von Bedeutung, so dafB wir weiter-
hin die allgemeine Form (5) verwenden.

Ansetzung der Unbekannten
9

Die pro Einzelfliche anzusetzende Unbekannte wird am besten auf jenen
Blattrand gelegt, der fiir das Anderungs- oder Reproduktionsverfahren am brauchbar-
sten erscheint (etwa grofte Seite im Falle einer photographischen VergréBerung).
Geben wir diesem Rand unter Beachtung der Festlegung 2 zu (3) jeweils den Index
Null, so kénnen wir uns bei der Unbekannten den Randindex j ersparen, was auch
deswegen sinnvoll ist, weil die Unbekannte die Einzelflaiche F reprdasentiert und daher
deren Indizes tragen soll. Wir setzen daher an:

d —

Meio = Xni (8)

und:

r"?.i.i - qh,i.i Xh,i (9)

Den Koeffizienten q, ; ;der Unbekannten x,, ; erhalten wir mittels der Istwerte r®:

re
Ay, = 2 Ist-MaBzahlenverhdltnis  (10)
Wy

h,i.0

Wegen des vorausgesetzten maBzahlenverhdltnistreuen Anderungsverfahrens
gilt auch unter Berticksichtigung von (8):

ro re
Wl Jh
hbl = h”:qh,Lj (11)

h1,0 hl
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bzw.:
rh‘?i.l = qh‘i,i Xh,l (12)
womit der Ansatz (9) realisiert wird.
Mit (9) ergibt sich nun fiir die Differenzengleichung (5):
5:::1‘9 = Onig Xhi — Qegg Xe (13)
Vermerkt sei, dafl wegen (10) stets gilt:
qh.i,O = qe.f,O = 1 (14)

was aber den allgemeinen Ansatz in (13) keiner Einschrankung unterwirft.

Uberleitung zum Rechenschema einer vermittelnden Ausgleichung

Ein vermittelnder Ausgleich geht von folgendem allgemeinen Ansatz von
Verbesserungsgleichungen aus [1]:
l,+v, = a, X, +b, X, +...+ w, X,
l,b+v, = @, %X, + b, X, + ...+ w, X, (15)

In Matrizenform: I+v=AXx (15a)

Aus diesen Verbesserungsgleichungen resultieren schlieBlich die Normalglei-
chungen:

[aa]lx, + [ablx, + ... + [aw]x, = [al]
[ablx, + [bb] x, + ... + [bwlx, = [bl] (16)

[awlx, + [bwlx,+ ... + [wwlx, =[wl]

In Matrizenform: A A x=A'l (16a)

Ein Vergleich der Differenzengleichung (13) mit den Verbesserungsgleichungen
(15) zeigt, daB in (13) lediglich der Beobachtungswert |, also das absolute Glied, fehlt,
um das Schema eines vermittelnden Ausgleiches verwenden zu kénnen, nachdem es
naheliegt, die Differenzen 8 als Verbesserungen v anzusehen, und hier ebenfalls die
Forderung

[68] = Minimum, analog zu [vv] = Minimum

gegeben ist.
Wir setzen daher vorerst analog zu (15a) folgendes Differenzengleichungssy-
stem an:

r+d=Mx (17)
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Darin ist der Vektor r vorlaufig als Nullvektor anzunehmen. Der Vektor d sei der
Vektor der Differenzen & und die Matrix M enthalte die Ist-MaBzahlenverhéltnisse qy,
Analog (16a) ergibt sich dann ein Normalgleichungssystem

MMx=Mr=o0 (18)

Es liegt also ein homogenes Normalgleichungssystem vor, nachdem das
rechtsseitige Matrizenprodukt wegen r = 0 verschwindel.

Einen Ersatz fir die Beobachtungen | ermdglicht bei der Minimaldifferenzen-
Anfelderung die Sollwert-Gesamtfliche G, Uberlagerungsdifferenzen zu dieser erge-
ben sich mit

6i:: = hd.i,l — Toil (19)
bzw. mit (12):
foii T 6::: = Qnig Xy (19a)

Uber die Sollwerte r° erhalten wir damit absolute Glieder. Soferne also eine Sollwert-
Gesamtfliche gegeben ist, 143t sich leicht ein inhomogenes Normalgleichungssystem

MMx=Mr (20)

analog einem vermitteinden Ausgleich erreichen. Auf den Fall einer fehlenden
Sollwert-Gesamtfliche wird im lbrigen noch spéter eingegangen.

Einflihrung einer Gewichtung

Bei der Minimaldifferenzen-Anfelderung ist die Berilicksichtigung ungleichge-
wichtiger Beobachtungen (MaBzahlen) kaum notwendig. Es kann aber aus anderen
Griinden der Wunsch bestehen, die minimalen Differenzen durch Gewichte (p) zu
beeinflussen. Es handelt sich also um von der Mef3genauigkeit unabhangige, nach
bestimmten Gesichtspunkten willkirlich vergebene Gewichte.

Differenzen, von denen wir besonders wiinschen, daB sie moglichst klein
werden, haben wir ganz allgemein ein groBeres Gewicht zu geben. Zu beachten ist
dabei, daB dafilir andere, weniger gewichtete Differenzen um so gréBer werden, da die
minimale Summe der Differenzenquadrate, die sich bei einer Rechnung mit gleichen
Gewichten ergibt, nicht verkleinerbar ist.

Damit dndert sich analog einem vermittelnden Ausgleich mit ungleichgewichti-
gen Beobachtungen auch hier die Minimumsforderung auf

[p88] = Minimum

Sei nun

P: OD2 ... 0 (21)

00 .. P, z...Anzahl der Differenzen
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die Diagonalmatrix der Gewichte, so ergibt sich fiir die Minimaldifferenzen-Anfelde-
rung wegen
(péés] = d'Pd = Minimum

ein Normalgleichungssystem der Form

MPMx=MPr (22)
Setzen wir

MPM=K Koeffizientenmatrix des (23)
Normalgleichungssystems

so erhalten wir fir (22)
Kx=MPr (24)

Somit stellt (24) das Normalgleichungssystem der Minimaldifferenzen-Anfelderung
dar. Diesem entspricht beim vermittelnden Ausgleich der Matrizenausdruck

APAXx=API (25)
mit den bekannten Normalgleichungen

(aaplx,+[abplXx,+...+[awpIXx, =[alp]
[abplx,+[bbplx,+...+bwplx, =[blp] (25a)

[awp] x,+[bwplx,+... +lwwplx, = [wip]

Im Falle der Minimaldifferenzen-Anfelderung ergeben sich fiir die Koeffizienten
in (25a) nachstehende Werte der Koeffizientenmatrix K. Als Zeilen- und Spaltenindex
verwenden wir den der Einzelflichen F:

h,i/’e, f h,e...1,2,...k if...1,2,...m

Fiur h, i # e, f, also auBerhalb der Hauptdiagonale, treten grundsétzlich negative
Werte in K auf, und zwar (fir die Zeile h, i):
—Mit den Indizes aus (6) unter den Unbekannten x,, ( von zugehdrigen Anfelderungs-
flaichen die einfachen Produkte

- p'ﬁ:?,‘f Uhij ntg (286)
— Mit den Indizes aus (7) unter den Unbekannten x, ; von zugehdrigen Uberlagerungs-
flichen die Summen

n

"ig') pﬁ:’; Anii Deii (26a)

Liegen bei der Einzelfliche Fy, ; auch Uberlagerungsdifferenzen zu G, bzw. zu
Fo,ivor, so trittin (25a) im rechtsseitigen Absolutvektor bzw. im Matrizenprodukt M'P r
von (24) eine analoge, aber positive Summe der Form auf:

ni

L PR G Toi (27)

Fir h, i = e f, also in der Hauptdiagonale von K, treten stets positive Werte auf.

In der Zeile h, i ergibt sich hierbei der Wert in der Hauptdiagonale als Summe der

Betrdge der Werte aus (26), (26a) und (27), wenn man in (26) gy, 1,4, in (26a) g, ; Und

in (27) r§, ,;durch qy ; ; ersetzt. In der Hauptdiagonale steht daher jeweils eine positive
Summe der Form

(pa?] (28)
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Der Beweis fiir die Formen (26) bis (28), der dem Leser liberlassen wird, ergibt
sich sowohl aus den Matrizenprodukten in (22) als auch aus der partiell nach x, ;
differenzierten Summenfunktion der gewichteten Differenzenquadrate entsprechend
der Forderung [pd38] = Minimum.

Zur Anzahl der Differenzengleichungen und der Normalgleichungen

Die Anzahl (z) der Differenzengleichungen ergibt sich aus
—der Anzahl (a) der Anfelderungsdifferenzen,
—der Anzahl (ii,) von Uberlagerungsdifferenzen, die die Sollwert-Gesamtfliche G,
nicht bertihren, und
— der Anzahl (iip) von Uberlagerungsdifferenzen, die nach (19) zu G, gebildet werden.
Es gilt daher:
z=a+l.+ U (29)

Fir die Anzahl a der insgesamt auftretenden Anfelderungsdifferenzen gilt mit (1),
(2) und (3), wennwir die auftretende Summation

g(n'+1):D (30)
setzen:
k m
a:—é(D—EC) (31)

Bevor wir uns mit den Anzahlen der Uberlagerungsdifferenzen befassen, sei
noch folgendes ausgefiihrt:

Ist die Reihenfolge der sich liberlagernden Gesamtflichen G insoferne wesent-
lich, als die auftretenden Differenzen nur zu den benachbarten Gesamtflachen
mdglichst klein sein sollen (Félle 1a, 1b und 1¢), so wird man die Uberlagerungsdiffe-
renzen kettengliedartig von einer Gesamtflache zur jeweils folgenden bilden.

Ist die Reihenfolge hingegen unwesentlich (Fall 2), so wird man die Uberlage-
rungsdifferenzen méglichst zu einer einzigen Bezugs-Gesamtfldche bilden. Als solche
bietet sich meist sehr vorteilhaft die Sollwert-Gesamtflache G, mit den MaBzahlen r®
an.

Die beiden Arten der Verkniipfung der Gesamtflichen, die selbstverstdandlich
auch gemischt werden kénnen, sollen in der folgenden Abbildung 2 verdeutlicht
werden, die auch die Anzahlen {i, und i, enthalt:

Fall 1a Fall 1b Fall 1c Fall 2
keine G, G, auBen G, innen
k k k Kk ——
k-1 + k-1 — | k-1 1 k=1 g
2 — 4 2 __J;__ Gn 2
h=1 h=1 —— | h=1
G 6, LT
i,=(k-1)D | i,=(k-1)D | Gi,=(k-2)D | G,=0
(32)
U,=0 U,=D U,=2D i,=kD
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Es treten daher a + i, Differenzengleichungen der Form (13) auf. Die Form (19a)
hingegen ergibt sich in der Anzahl {,,.
Die Anzahl (w) der Normalgleichungen ergibt sich aus der Anzahl der Einzelfla-
chen, die nicht zur Sollwert-Gesamtflache G, gehoren.
Demnach gilt:
w=km (33)

Der Fall eines homogenen Gleichungssystems

Es gibt Aufgabenstellungen, bei denen keine Originalwerte r? und damit auch
keine von diesen abgeleitete Sollwerte r° existieren, womit dann auch keine Sollwert-
Gesamtflaiche G, gegeben ist (Fall 1a). Ein solcher Fall liegt beispielsweise bei der
Montage von Orthofotos vor, bei der man an den BlattstéBen eine moglichst gleiche
Schwaérzung bzw. photographische Dichte (Eigenschaft E) bei einer Reproduktion
erreichen will. Originale, in denen diese gleiche Schwéarzung vorhanden gewesen
ware, haben aber nicht existiert. Vorhanden sind daher nur die Istwerte r° aus
Densitometermessungen. Vermerkt sei, daB das logarithmische Schwérzungsgesetz
an sich nicht der gestellten Linearitatsforderung entspricht. Bei nicht zu groflen
Dichteumfangen wird die Minimaldifferenzen-Anfelderung aber trotzdem anwendbar
sein.

Um nun Absolutglieder im damit gegebenen homogenen Gleichungssystem zu
erhalten, gibt man einer Unbekannten einen festen Wert r°, den man selbstverstand-
lich so wahlt, daB er etwa im Fall des angefiihrten Beispiels einer idealen Schwarzung
entspricht. Die zugehorige Zeile der erweiterten Koeffizientenmatrix K wird ausge-
schieden, da die Ableitung der konstant gesetzten Unbekannten verschwindet. Damit
ist nun ein I6sbares inhomogenes Gleichungssystem gegeben.

Trotzdem soll das Losungsverhalten bei Fehlen der G, noch genauer iiberlegt
werden: Den minimalen Uberlagerungsdifferenzen zu G, kommt neben der Vermei-
dung von unndtig groBen Differenzen auch die Funktion der Herstellung einer den
Gewichten und den Datenzwdngen angemessenen Sollwerttreue zu. Diese Funktion
kann aber eine einzige Einzelfliche bzw. ein einzig gegebener Sollwert nur ungenii-
gend bei Fehlen einer G, Ubernehmen. Es besteht zwar dann auBlerhalb dieser
Einzelflache keine Sollwert-Vergleichsmdglichkeit, doch kann der Wunsch bestehen,
mit den Losungswerten wenigstens innerhalb eines gewissen Toleranz-Intervalls zu
verbleiben. Das Prinzip der minimalen Differenzenquadrate gibt fiir sich allein aber
nichtdie Gewahr, daf dies der Fall ist, wenn nur ein einziger Sollwert in die Rechnung
einbezogen wurde. In diesem Fall muB sogar damit gerechnet werden, daf in Verfol-
gung des Prinzips der minimalen Differenzenquadrate mit zunehmendem Abstand von
der einzigen Einzelfliche mit gegebenem Sollwert eine immer gréBere Abweichung
auftreten kann.

Sind daher wie im Falle der Orthophotomontage keine Sollwerte gegeben, so
wird trotzdem zu trachten sein, daB die gewiinschten Sollgrenzen nicht lber- oder
unterschritten werden. Man vermeidet dies weitgehend, wenn man weitere Sollwerte
festlegt und in genligender Anzahl in die Minimaldifferenzen-Anfelderung einfiihrt,
wobei man die zugehdrigen Einzelflichen in anndhernd gleichméaBiger Verteilung
wahit. Neben dem Vorteil der Sicherstellung eines Toleranz-Intervalls durch diese
Stitzflachen ergibt sich auch der Vorteil einer geringeren Anzahl von Unbekannten
im Gleichungssystem. Je mehr Sollwerte man aber einfiihrt, desto weniger kommt das
Minimaldifferenzen-Prinzip zur Wirkung, womit offenbar ein weiteres Steuerungsin-
strument der Minimaldifferenzen-Anfelderung gegeben ist.
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Die Gewichtung der Differenzen stellte bereits eine erste Moglichkeit dar, ins
Minimumsprinzip einzugreifen. Sie sollte die EinfluBnahme auf einzelne Differenzen
sicherstellen.

Zur Entscheidung der Anwendung der Minimaldifferenzen-Anfelderung

Der relativ groBe Daten- und Rechenaufwand der Minimaldifferenzen-Anfelde-
rung soll nicht unndtig investiert werden missen, weshalb nachstehend noch
Kriterien als Entscheidungshilfe gegeben werden:

Grundsétzlich geht es bei allen Anfelderungs- und Uberlagerungsabsichten
zuerst um die anndhernde Feststellung, wie sehr sich die Eigenschaft E gegeniiber
ihren Originalwerten gedndert hat, wobei aber Anderungen, die alle Riander R
proportional betreffen, ausscheiden, weil proportionale Anderungen durch das
folgende proportionale Anderungs- oder Reproduktionsverfahren wieder behoben
werden kdnnen und damit keine Differenzen verbleiben. Die Minimaldifferenzen-
Anfelderung wiirde nur wieder die Sollwerte ergeben.

Zu fragen ist daher nach nichtproportionalen Anderungen der MaBzahlen r pro
Einzelflache-F.-Eine-diesbeziigliche--Aussage -kann -man-durch das-nachstehende
MaBzahlendoppelverhéltnis (v) erhalten:

Vh,i,i = rhb,i,i : rhl?i,o : rOa.i,j : rOE,]li.O (34)
Definieren wir nun in (34) analog (10) das Verhéltnis

a

ro.i,i : roa.i‘o = qo,i.i (35)

als ,,Original-MaBzahlenverhaltnis*, wobei wir hiezu auch die Sollwerte r® verwenden
kénnen:

Qoii = Toii ¥ Too 'Soll-MaBzahlenverhéltnis’ (36)
so wird (24):
Qi MaBzahlen-
Vhii = @,,, doppelverhéltnis (37)

Das MaBzahlendoppelverhéltnis zeigt nun durch sein Abweichen vom ldeal-
wert 1, in welchem MaBe nichtproportionale Unstimmigkeiten vorliegen. Die dazu
erforderlichen RechengrdéfBen g, und g, kénnen dabei in einer allenfalls anschlieBen-
den Minimal-Differenzenanfelderung unmittelbar verwendet werden. Zu bemerken ist,
dafn die MaBzahlenverhaltnisse dimensionslose GroBen sind, weshalb fiir die MaBzah-
len r3, r® und r° auch verschiedene MaBeinheiten verwendet werden kénnen.

Das MafBzahlendoppelverhéltnis allein a3t nur eine relative Aussage zu. Will man
auch eine absolute (voraussichtliche) AbweichungsgroBe erhalten, so miissen wir
noch einen Bezugswert definieren. Im folgenden soll dies der Sollwert rg ; , sein, da
nur die voraussichtliche Abweichung von den Sollwerten nach Ausfiihrung des
proportionalen Anderungsverfahrens von Interesse ist.

Wir nehmen nun weiters an, dieses Anderungsverfahren sei bereits in der Weise
erfolgt, daB aus den Istwerten r° proportional gednderte Werte r® entstanden sind,
wovon fiir

nel =g (38)

0,i,0
gelte. Die gesuchte absolute Abweichungsgrofe definieren wir dann als

Argy = rrf.b».)i ~ Toui (39)
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Wegen (10) und (38) ergibt sich fiir (39):

¢ — pb) — pC6  — pC — yC
A rh.i.j - l"h,i.O qh.i,} r0,i,j - r.O,i,[) qh,i.j ro,i,i

und wegen (36) und (37) wird

& — .c _ p&  — g€ . ,cC
Arh,i.j - rOJ,O qO,i,j Vh,i,] rO.i,j - l’O,i.j Vh.i‘i rO.i,j

woraus schlieBlich der leicht rechenbare Ausdruck entsteht:

Ars = re (v, — 1) (40)

Die Abweichung der Mafzahl r‘ﬁ?i'i unter der Bedingung (38) ist demnach direkt
proportional der Abweichung von 1 des MaBzahlendoppelverhéltnisses und dem
zugehorigen Sollwert r°. Da, wie aus (34) ersichtlich,

v >1gilt fiir 1, >r2 beir® =r2, (41)

ist Arg ;| positiv flir eine im Verhaltnis zu grofie MaBzahl r(ﬁ?,,j und negativ, wenn die
MafBzahl im Verhéltnis zu klein ist.

Beispiel einer Minimaldifferenzen-Anfelderung

Es sei die Aufgabe gestellt, aus den Kartenelementen ,,Wald* und ,,Gewd&sser"
eines Kartenwerkes 1 : 50000 mit Blattschnitt nach geographischen Koordinaten ein
Kartenwerk 1: 25000 mit Blattschnitt nach GauB-Kriiger-Koordinaten herzustellen,
wobei die beiden Kartenelemente sowohl zusammengefiihrt als auch getrennt in
1:25000 vorhanden sein sollen. Es ist daher eine getrennte VergroBerung und eine
getrennte Montage der VergroBerungen erforderlich.

Aus bekannten Stichproben im Original-Kartenwerk ist mit Abweichungen
zufolge gegebener Blattgdnge zu rechnen, die in der VergréBerung 1: 25000 nicht
mehr vernachléssigbar sind, weil sie bei unglinstigem Aufeinandertreffen an Blattsto-
Ben 2 bis 3 mm Differenzen verursachen kdnnen. Als Losung bietet sich in diesem Fall
daher eine Minimaldifferenzen-Anfelderung 1: 25000 an, die pro Kartenblatt direkt
ein VergroBerungs-EinstellmaB (r°) bringt, das auf 0,3 bis 0,5 mm bei der VergréBe-
rung gehalten werden kann.

Wegen der GrofBe des Kartenwerkes und der beschrankten Losungskapazitat ist
eine Teilung des Kartenwerkes erforderlich. Die auftretenden Teilungslinien, an denen
keine Anfelderung gerechnet werden kann, versehen wir mit groBeren Gewichten der
Uberlagerung zur Sollwert-Gesamtfliche, so daB die Gefahr von Schwachstellen in
der Montage durch die bessere Sollwerttreue weitgehend behoben ist.

Hinsichtlich der Gesamtflachen halten wir fest:

Gy . . . Kartierung der Soll-Blatteckwerte (GauB-Kriiger-Koordinaten)
G, ...Kartenelement,,Wald*
G, . ..Kartenelement,,Gewésser"

Die Uberlagerung wihlen wir kettenartig (Fall 1b): Es wird also G, mit G, und G,
mit G, verkniipft. Dies deshalb, weil uns ein gut Gibereinstimmendes Kartenbild ,,Wald
— Gewdsser' ebenso wichtig erscheint als die Sollwerttreue, die wir durch die Ver-
knupfung Go/G, (neben Gy/G,) etwas besser erhalten wiirden.
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Als Beispiel nehmen wir Gesamtflachen mit nur vier Einzelflachen, weil dies fiir
die Demonstration geniigt. Die folgende Tab. 1 enthilt die Ausgangsdaten r? und r®
der Kartenelemente 1 : 50000 und nach (35), (10) und (37) die MaBzahlenverhéltnisse
do und g, und das MaBzahlendoppelverhaltnis v:

Gy (h=0) Gy (h=1) Gy (h=2)
i]raA.q,.rb4.q4.v‘.rb4.q..v..
0,i,3|%0,4,3 1,i,307,4.3 1,1i,3 2,i,3 2,i,3 2,i,3
1/0 | 555,85]|1,00000 555,5|1,00000 | 1,00000| 555,5 | 1,00000]|1,00000
11376,7 |o0,67770 376,5|0,67777 | 1,00010| 376,5|0,67777|1,000%0
2 | 555,85|1, 00000 555,2]0,99946 | 0,99946| 555,2 | 0,99946|0,99946
3]374,9 |o,67446 374,5|0,67417 | 0,99956( 374,6 | 0,67435|0,99983
2|0 | 555,85|1,00000 555,4]1,00000 | 1,00000| 555,7 | 1,00000]|1,00000
11376,7 |0,67770 376,3|0,67753 | 0,99975( 376,5|0,67752|0,99974
2 | 555,85|1,00000 555,5|1,00018 | 1,00018| 555,7 | 1,00000]|1,00000
31374,9 |o0,67446 374,6|0,67447 | 1,00001| 374,8 | 0,67446|1,00000
3|0 | 555,85|1,00000 555,3|1, 00000 | 1,00000| 555,3 | 1,00000|1,00000
11376,7 |o,67770 376,0|0,67711 | 0,99913] 376,0|0,67711|0,99913
2 | 555,85]|1,00000 555,3|1,00000 | 1,00000| 555,4 | 1,00018|1,00018
31378,45(0,68085 377,9|0,68053 | 0,99954| 377,9 | 0,68053|0,99954
4|0 | 555,85]|1,00000 555,4|1,00000 | 1,00000| 555,5 | 1,00000[1,00000
11376,7 |0,67770 376,4|0,67771 | 1,00001} 376,4 | 0,67759|0,99983
2 | 555,85]|1,00000 555,4|1,00000 | 1,00000] 555,5 | 1,00000]|1,00000
371378,5 |0,68694 378,210,68095 | 1,00002|°378,2 | 0,68083|0,99984

Tab.1

Aus denv, ;und v, ersehen wir:

Die Abweichungen an iibereinanderliegenden Randern sind fast immer gleich-
laufig, was glinstige Uberlagerungsdifferenzen erwarten |4Bt. Die groBte Abweichung
liegt beim Blatt 3, Rand 1, mitv = 0,99913 sowohl in G, als auch in G, vor. Mit einem
16,31 = 753,4 mm (in 1:25000) berechnen wir mit (40) die zu erwartende groBte
Abweichung vom Sollwert:

Ar§ 341 = =0,7 mm

Diese Abweichung hat den Anschein der Geringfligigkeit, sie zeigt aber, dafB bei
groBeren Gesamtflichen die befiirchteten Differenzen von 2 bis 3 mm tatsachlich
auftreten kdnnen, wenn man bedenkt, daB im anstofenden oder liberlagernden
Blattrand eine gleich grofe Abweichung mit entgegengesetztem Vorzeichen vorliegen
kann.

In nachstehenden Gewichts-Diagrammen fiir die Gesamtflichen G; und G,
stellen die groBen Quadrate die Einzelflachen dar. Innerhalb dieser sind in den dick
umrandeten kleinen Quadraten die Blatt- und Rand-Indizes enthalten und in den
Quadraten neben dem Vorzeichen + befinden sich die Uberlagerungsgewichte zur
Gesamtfliche h+1, in jenen neben dem Minuszeichen sind hingegen jeweils die
Gewichte zur Gesamtflache h—1 enthalten. Zwischen den groBen Quadraten sind die
Anfelderungsgewichte ausgewiesen:

Gy(h=1) Gy (h=2)
—T2]3]2]%] [=Te]s] 2]+ —T2[3] [+] [T T+
2 2 1 2 2 2
= O o] 2] [ = 1 2] 21 [z] Abb.3
2 1 2 2 2 2
+l2f1{i=) iz l= + 12|~} [+ 1 ]2}—

1 1 1 1
—{s{1]{2{+ —{1it1]2}+ BEHE + D +
2 2 1 2 2
=] [3] [ile] J4 [2] =] 3] [ ] [z
2 1 2 2 2 2
+l2[s]2i-] [Fl2]e]z2]= +] T2f=] bl Tel2]-
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Die Uberlegungen zur Gewichtsvergabe sind dabei folgende: Da uns ein gut
Ubereinstimmendes Kartenbild ,,Wald — Gewadsser'* sehr wichtig erscheint, erhélt die
Uberlagerung G,/ G, durchgehend das Gewicht 2. Dieses Gewicht geben wirauch der
Uberlagerung G,/Gy, jedoch nur an den Randern der Einzelflichen, die den AuBen-
rand der Gesamtflaiche bzw. die vorstehend angefiihrten Teilungslinien darstellen,
um, wie ausgefiihrt, eine bessere Sollwerttreue zu erreichen. Alle librigen Gewichte
belassen wir bei 1.

Vor Ausfiihrung der Minimaldifferenzen-Anfelderung schétzen wir noch den
Rechenaufwand mit folgenden KenngroéfBen ab:

k=2,m=4n=3undc, = 2flri=1,...m; Uberlagerungsfall: 1b

w = km = 8...Anzahl der Unbekannten des Gleichungssystems

D =16,a = 8, i, = 16, U, = 16

z = a+l,+Ug = 40... Anzahl aller Differenzen

Die (z, w)-Matrix M des Differenzengleichungssystems ist demnach eine (40, 8)-
Matrix mit 320 Elementen. Das gleiche gilt fiir die Gewichtsmatrix P.

Die Anzahl der fir die (8, 8)-Koeffizientenmatrix K zu rechnenden Produkte pq
und pqq ergibt sich aus folgender Uberlegung: Pro Differenz ergeben sich sowohl bei
der Ableitung nach x; ; als auch nach x, { zwei Produkte, zusammen also vier. Das
heiBt, fir ein homogenes Normalgleichungssystem sind 4z Produkte zu rechnen.
Beim inhomogenen Gleichungssystem hingegen tritt bei den Differenzen zu G, blof
die Ableitung nach x; ; mit einem pa?in K und dem Produkt pqr®im Absolutvektor auf.
Fir die erweiterte Koeffizientenmatrix K sind daher (4z-2i,) Produkte zu rechnen, das
sind beim gegebenen Beispiel 128.

Die folgende Tab. 2 enthélt die erforderlichen Sollwerte r§ ; ; fiir den MafBstab
1:25000:

2

c N
Sollwerte ro,i,j in m (1:25000)
51 1=t 2 3 4
ol 1,117 |1, 117 | 1,117 {1,117
1| 0,7534 |o,7534 0,7524 |o,7534
21,1117 017 {0007 1,117
3] 0,7498 |o,7498 0,7569 |o0,7570
Tab.2

In der Tab. 3 stellen wir nun die Spaltenvektoren der erweiterten Koeffizienten-
matrix K des linearen Gleichungssystems K x = M’ P r dar:

h,i 1,1 1,2 1,3 1,4

1,1 11,65116 -1,00000 -0,45892 0,0

1,2 -1,00000 11,65726 0,0 -0,45917

1,3 -0,45892 0,0 11,68642 |-1,00000

1,4 0,0 -0,45917 -1,00000 [11,69194

2,1 -5,82582 0,0 0,0 0,0

2,2 0,0 -5,82826 0,0 0,0

2,3 0,0 0,0 -5,84357 0,0

2,4 0,0 0,0 0,0 -5,84564
h,i 2,1 2,2 2,3 2,4 M'P r
1,1 -5,82582 0,0 0,0 0,0 4,85551
1,2 0,0 -5,82826 0,0 0,0 4,85738
1,3 0,0 0,0 -5,84357 0,0 4,87543
1,4 0,0 0,0 0,0 -5,84564 4,87665
2,1 7,28544 -1,00000 -0,45892 0,0 0,0
2,2 -1,00000 7,28692 0,0 -0,45908 0,0
2,3 -0,45892 0,0 7,30241 |-1,00000 0,0
2,4 0,0 -0,45908 —1,00000 7,30:43 0,0

Tab.3
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Die Losungswerte X, ; = rf i, 0 des Normalgleichungssystems sind in der folgen-
den Tab. 4 enthalten (in m). Zwecks Vergleich werden auch die zugehdérigen Sollwerte
rs. ., o angefiihrt:

i rd a c
t,i,0 2,i,0| 0,i,0
1 11,1119 1,171,117
2 [1,1117 a8 1,117
3 11,1120 1,120 1,1117
a7 [ e 7
Tab.4

Mittels der Ist-Mafizahlenverhéltnisse q,, ,; (Tab. 1) kénnen nun mit (12) alle
Ubrigen MaBzahlen rﬁ, ,; und in weiterer Folge mit (5) die verbliebenen minimalen
Differenzen gewonnen werden.

SchlufBbemerkung

Das dargelegte Verfahren der Minimaldifferenzen-Anfelderung erfordert zwar
einigen Aufwand und erscheint méglicherweise durch die Vielfédltigkeit etwas kompli-
ziert. Gerade diese Vielfaltigkeit erlaubt aber dem Anwender, die speziellen Anliegen
des Einzelfalles weitgehend zu beriicksichtigen und Aufwand und Erfolg im Sinne
eines Optimums zu handhaben.

Fir die Anwendung im Bereich der Kartenmontage soll noch festgehalten
werden, daB Einzelkarten zwar meist geodatisch exakt erstellt werden, die Montage
von Karten aber fast immer Schwierigkeiten und Mangel verursacht, so daf3 dabei
nicht selten der Wert der geodéatischen Exaktheit stark gemindert wird. Dies im
moglichen AusmafB zu verhindern ist letztlich der Zweck der Minimaldifferenzen-
Anfelderung.
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