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Zur Messung kleiner Richtungsänderungen vertikaler Achsen 
mittels Autokoll i mation 

Von G .  Brandstätter, Wien 

Zusammenfassung 

Die Meßanordnung wird beschrieben und ihr strenges mathematisches Modell angegeben. 
Die erhaltenen Formeln werden mit Rücksicht auf die sorgfältige Justierung von Laborgeräten 
angewendet. Abschließend werden die Meßergebnisse geometrisch interpretiert und die Möglich­
keiten der Ausgleichung besprochen. 

Abstract 

The disposition of the method is discribed and its rigorous mathematical model is given. 
These formulas are applied with regard to the careful adjustment of laboratory instruments. Finally 
a geometric interpretation of the results is shown and the possibilities of least-squares-adjustment 
are discussed. 

0. Einleitung 

Der Nachweis des raumstabi len Umlaufs vertikaler Achsen ist e ine n icht  nur im 
geodätischen I nstrumentenbau auftretende Aufgabe. Trotzdem ist es angebracht, 
entsprechende Versuchsanordnungen an der Stehachse eines Theodol its zu erpro­
ben, weil in  diesem Fall einige h ierfür erforderl iche Komponenten - z. B. für Ausrich­
tung und Position ierung - schon vorgegeben s ind.  

Die prinzipiel le Behandlung der Aufgabe ist n icht neu .  Sie f indet s ich i n  mehre­
ren älteren Publ ikationen, i nsbesondere aber in [H. Matthias, 1 96 1 )  und [R. Schwebe/, 
1 968). Bei der praktischen Anwendung der dort enthaltenen Resultate ergeben sich 
jedoch immer wieder Fragen h insichtl ich der geometrischen In terpretat ion der 
Meßergebnisse, weshalb nachstehend versucht wird, ein mög l ichst durchs ichtiges 
geometrisches Modell für diese Feinmeßmethode zu entwerfen .  

1 .  Meßanordnung 

Die als Prüfl ing anzusehende Stehachse d eines Gerätes wird anhand der 
Alh idadenl ibel le möglichst vertikal ausgerichtet und so mit e inem P lanspiegel S 
versehen, daß dessen Flächennormale 1 mög l ichst parallel zu d ist. D ie Lageänderung 
der Spiegelnormalen wegen Drehung um d ist mittels Autokol l imation zu messen, 
weshalb zwischen einem horizontal ausgerichteten Autokol l imatorfernrohr mit der 
Zielachse r1 und dem Prüfl ing e in  Umlenkspiegel (Normale n) mit e iner Neigun g  von 
ca. '1114 anzuordnen ist (Fig. 1 . 1  ). Dadurch wird ein annähernd vertikaler L ichtstrahl i n  
Richtung 1 in  eine annähernd h orizontale Richtung I '  umgelenkt und k a n n  s o  bequem 
mit dem horizontalen Fernrohr beobachtet werden . 

Zur Beobachtung dient entweder e in  speziel l  h ierfür gefertigter Kol l imator, i n  
welchem mi t  Hi l fe eines b id irektionalen Mikrometers die Lage des reflektierten 
Fadenkreuzbildes in  der Fadenkreuzebene ausgemessen wird, oder das auf U nend­
l ich fokussierte Fernroh r  eines Präzisionstheodoliten mit Autokol limatio nsoku lar, so 
daß durch Herstel lung der Koinzidenz von Fadenkreuz und Fadenkreuzbi ld die beiden 
Parameter der R ichtung I' als Meßgrößen vorl iegen. 
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Autokollimator 

n� 

Fig. 1.1 

2. Analytische Beschreibung des Beobachtungsvorganges 

Die Projektion des Fadenkreuzes erfo lgt mit einem Paral le lstrah lenbünde l  i n  
Richtung r1. Diese wird am U mlenker nach d e r  in  [G . Brandstätter, 1 980] angegebe­
nen Beziehung 

r2 = (E - 2Mlr1 

(N = nn r,E .... E i n he i tstensor) auf  den Spiegel S ge len kt, dort zufo lge 

r 3  = (E - 2l)r2 

(l = llT) ref lekt iert und sch l i eß l i ch  nach e i ner zweiten Umlenkung 

r 4  = (E - 211)r3 
wieder dem Fernrohr  zugeführt, wo in der Brennebene das B i ld  des Fadenkreuzes 
entsteht. 

Zwecks Prüfung ihrer Raumstab i l i tät wird die Achse in festen Winkelschr itten 
.6a=2r,r/r, positio n iert und die Auswirkung d ieser Dreh ung auf d ie  Spiegelnormale 1 
beobachtet. I hre jewei l ige Lage ist nach [K . Rinner, 1 957] anhand der Beziehung 

1 = {Ecosa + D(l-cosa) + Asina} l0 = R10 

zu berechnen .  Hier in bedeuten :  

d2 ) 
-d1 schiefsyrranetrischer Tensor 

0 bezüglich d, 

R , • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  Drehtensor der a 11 gemeinen 
räumlichen Drehung 

(2.1) 
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und 10 eine beliebige Ausgangslage der Spiegelnormalen . Die zuvor verwendeten 
Tensoren L und N u nterliegen demselben Bi ldungsgesetz wie D und sind d ie P rojek­
t ionstensoren bezügl ich der Normalen 1 bzw. n. 

Aus den drei Reflexionsvorgängen und dem Drehvorgang (2 . 1 )  ergibt sich 
sch l ießl ich mit 

r4 = (E - 21i)(E - 2L)(E - 211)r1 = 

(E - 21o {E - 2(Rlo)(R1o)T} <E - 211)rl (2.2) 

jene h insichtl ich r1 expl izite Vektorgleichung,  welche für  beliebig ausgerichtete d, 1, n 
und r1 die resultierende Richtung r4 liefert. 

Die sorgfält ige Ausrichtung der Versuchsanordnung ergibt natür l ich gewisse 
Vereinfachungen in den Elementen der al lgemeinen G I .  (2 .2) ( Fig .  2 . 1 ): 

Fig. 2.1 

.. . d und 10 weichen n u r  geringfügig von der örtl ichen Lotrichtung ab, somit s ind d ie 
ersten beiden Komponenten von 

klein von erster Ordnung . 
. . . d ie Normale n des Umlenkspiegels sol l mögl ichst genau i n  der [e1 , e3]-Ebene 

l iegen.  Sie kann daher m it H i lfe kleiner Neigungen w(bezüg l ich e1) und qi (bezüg· 
l ieh e2) aus der Sol lnormalen n;1; = (sin '!T/4, 0, -cosTI/4) anhand der Beziehung  

(OOcp) 
n = n + d.I\ n = n + 0 0 - w n o n o o o 

-cp w 0 

berechnet werden.  
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Dies wirkt s ich fo lgendermaßen aus:  

D (�! 
0 '1) 0 d2 ' 
d2 1 (C?Sa -sina 

R s1na cosa 
0 0 

1 R310 +dRe3= 

A =(� -6-�i) • R = R3(a) +dR(a) � d2 d 1 0 

g) + D(l-co sa + ( g g -�i) sina 
1 -d2 dl0 ( 11= 1  1co sa - 1 2 sina +d1(1-co sa ) + d2sina) � 2:1�1sina + 1�2cosa +f2(1-cosa )-d1sina 
3 • . . • • . • . • . . . •  

: • • • • . •  „(2.3) 
N=nn1= (n + dA n ) (n + dA n ) 1=N + dA N +N dAT 

o n o o n o o n o o n 

N = _l( 6 0 2 -1 
g -6) , N= J... (l-�cp � =�), E-2N= (�� -� 

0 1 2 -1 1+2� 1 w 

Das Parallelstrah lenbündel hat daher beim Austr itt aus dem S piegelsystem d ie 
Richtung ( -1 -2w - 212 

- 2 w- 212 1 
4cp-211 0 

4cp-21 1) 
0 „1 
1 

deren Beobachtung entweder M ikrometerkoordinaten (y, z) oder R ichtungsparameter 
(Horizontal- und Vertikalablesung) l iefert. 

3. Beobachtungsmethoden 

3.1 Beobachtung mittels festem Kollimator 

Das Bi ld des Fadenkreuzschnittpunktes entsteht in der B i ldebene des Kol l ima­
tors m it der Brennweite f aufgrund der wohlbekannten projektiven Abbi ldungsg lei­
chungen 

(3. l) 

wenn der Kol l imator genau nach den Koord inatenachsen e; j ust iert ist, was h ier 
vereinfachend angenommen sei. Damit g i lt auch r1 = -e1 und m it H i lfe der Ausdrücke 
für 1 aus (2.3) 
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Eine entsprechende Auswertung der Gleichu ngen (3 . 1 )  erg ibt dann 

y = -2f {(1 01 -d1 )sina + (1 02-d2)cosa + d2 + w } 
z = -2f {-(1 02-d2Jsina� (1 01 -d1 Jcosa + d1 - 2r,o} . 

5 

(3.2) 

woraus folgt, daß u nter den gegebenen Voraussetzungen d ie Gesamtheit der fehler­
freien B i ldpunkte auf einem Kreis m it dem Radius 

und den M ittelpu n ktskoord inaten 

m.z = -2f(d2+w), 111:3 = -2f(d1 -2c,o) 

l iegt. Dies steht n icht im Widerspruch zu der i n  [R. Schwebe/, 1 968) wiedergegebenen 
Auswertung solcher Messungen nach einer Soll-El l ipse. Sobald nämlich Neigungen 
zweiter Ordnung am Umlenker vorl iegen oder etwa d ie Kol l imatorachse um einen 
endl ichen Neigungsbetrag aus der Horizontalen e1 abweicht, l iegen y und z auf e iner  
El l ipse, was anhand der Gleichungen (3. 1 )  leicht zu sehen ist. Bei guter Ausrichtung 
aller Elemente muß aber d ie E inrechnung e iner  E l l ipse in  d ie  M ikrometerkoord inaten 
wegen zu geringer Exzentrizität n umerisch instabi l  werden . Es genügt dann ,  d ie  
Auswertung nach einem ausg leichenden Kreis wie i n  [H. Matthias, 1 96 1 )  vorzuneh­
men . 

3.2 Beobachtung mittels Autokollimationsfernrohr 

Die Messung erfolgt durch  Ablesung an den beiden Kreisen e ines m it Autokol l i ­
mationsokular versehenen Sekundentheodolits, wenn zwischen Fadenkreuz u n d  
Fadenkreuzbild Koinzidenz vorliegt. D ies bedeutet, d a ß  m it d e m  Fernro h r  d i rekt d i e  
Richtung - 1' erfaßt wird, und zwar in  d e r  Form : 

-1'T = r� = (cos07+o)sin(z+i),sin(�+o)sin(z+i),cos(z+i)) 

11 . . .  Horizontalrichtung, 
o . . .  Orientierung des Horizontalkreises, 
z . . .  Zenitdistanz, 
i . . .  Indexfehler des Vertikalkreises. 

Die strenge Gleichung für  den Strahlengang lautet dann 

r1 = -(E - 2N)R1 o' 

welche bei guter J ust ierung (wegen 11. o, i und � = '!T/2-z kle in von 1 .  Ord n ung)  in d ie  
L inearform 

übergeht und ein zu (3.2) analoges G leichungspaar 
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?J =-(101-d 1)sina -(102-d2)cosa -d2 - w -o 

r= (lo2-d2)sinu - (lol-d l)cosa -d 1+2rp+i 
(3.3) 

l iefert. Feh lerfreie Meßwerte 11 und � haben als geometrischen O rt somit ebenfal ls  
einen Kreis, Radius p und M ittelpunktskoord inaten (µ1, µ2) s ind le icht zu entnehmen.  

1 0  und d s ind i m  al lgemeinen n icht t rennbar.  Nur  wenn U m lenker und Fernroh r  
weitestgehend fehlerfrei ausgerichtet s ind (w = 2 cp = o = i = O!), was m it e in igem 
Aufwand erreichbar ist, können die Komponenten von d u n d  i n  Folge auch von 10  
berechnet werden .  Auf d iesem Wege wäre es z .  B .  mögl ich ,  d ie  p lausibelste Rau m lage 
von d und bei Verwendung eines B ip lanspiegels d ie  Orthogonal ität der Auflagefläch e  
f ü r  S bezügl ich d nachzuweisen . 

4. Zur Auswertung der Meßergebnisse 

Die Z ielsetzung derartiger U ntersuchungen an  Theodoliten ist die Ermitt lung  von 
Taumelfeh lern der Stehachse. Sie erfolgen über eine Kreis interpolat ion i n  die Meß­
werte gemäß (3.2) oder (3.3), Berechnung der Residuen und I nterpretation derselben.  
Da aufgrund des Verfahrens i n  n über den Vol lkreis g le ich vertei lten Posit ionen 
cxi  Meßwerte vorl iegen,  nehmen die Normalg leichu ngen der I nterpolat ion D iagonal­
form an ,  die Kreisparameter ergeben sich etwa im Fal le  des Ansatzes (3.3) bei 
Gleichgewichtigkeit der Beobachtungen m it 

1 
P1 = -( 1 0 l - d l ) =n ( [ 1J s i n ex] - [ tc o s ex] )  , 

P2=-(102-d2)=;\- ( [17cosex] + [t sinex]), 

µ1=-d2-w-o=M 111 , µ2=-d 1+2r,o+i„�[n , 
als einfache M ittelb i ldungen,  d ie einzelnen Residuen lauten 

o1. = ?J· ·-p1 sinex.-p2cosex. - µ 1 J J J , J 
02j = rj +p,cos exj-pf;inexj - µ2 

und i h re Quadratsumme folgt aus 

[ooJ = [?J1J] + [rt] - n (p� + p� + µ2, + µ� ). (4.1 ) 

Die B s ind untereinander n icht korrel iert, ebenso die gewöhn l ich  aus ihnen 
gebildeten Radialkomponenten 

welche daher ohne weitere Kompl ikationen m ittels Fourier-Analyse auf systematische 
Antei le untersucht werden kön nen .  D ie Ampl ituden und Phasen der  Analyse m üssen 
natür l ich s ign ifikant und vor allem reproduzierbar sein ,  wesha lb  meist mehrere 
aufe inanderfolgende Meßdurchgänge d u rchzufüh ren s ind .  In Abhäng igkeit von der  
Achskonstrukt ion muß außerdem e in ganz best immtes Phasenverhalten auftreten 
[R . Schwebe/, 1968], welches aber nach einer U ntersuchung in (G. Gerstbach, 1 977] 
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bei den gängigen Un iversalgeräten nur  im Fal l  der „dynamischen" Pr imärachse 
sign ifikant reproduzierbar ist .  Bei schwacher oder n icht s ign ifikanter Reproduzierbar­
keit liefert (4. 1 )  nach Abspaltung der Meßunsicherheit praktisch die Varianz des 
Rundlaufs der Stehachse, welche bekannt l ich in d ie Horizontalr ichtungen m it der 
Tangente des Höhenwinkels, i n  d ie Zenitdistanzen d i rekt eingeht .  
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Die Min imaldifferenzen -Anfelderung 

Von J.  Kitzmüller, G raz 

Zusammenfassung 

Aus den Problemen bei Montagen von Karten- und Katastralmappenblättern mit vorausge­
hender Maßstabsänderung (Vergrößerung oder Verkleinerung) ist eine mathematische Methode 
entwickelt worden, die die Minimierung von Blattstoßdifferenzen erlaubt. Im folgenden wird diese 
Methode verallgemeinert wiedergegeben, da sie unter bestimmten Voraussetzungen auch auf 
andere, in Einzelflächen unterteilte Maßzahlenfelder (Gesamtflächen) anwendbar ist. Dabei 
können auch mehrere solcher Gesamtflächen übereinander liegen. Das Rechenschema ent­
spricht weitgehend dem eines vermittelnden Ausgleiches. 

Abstract 

From the problems of mounting maps and cadastral map sheets, in which the scale has been 
previously alterated (enlarged or reduced), a mathematical method has been developed, which 
minimizes the differences of fitting the sheet edges together. 

The following lines explain this method in a generalized way, because in certain circumstan­
ces it can also be used for other fields with measurements (total fields), which are divided into 
single planes. lt is also allowed !hat several total fields are lying on top of another. The scheme of 
calculation corresponds largely to an adjustment of observation equations. 


