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Schwereanomalien in lokal begrenzten Gebieten Österreichs
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Höhenkorrelation, Kovarianzfunktion und Prädiktion 
von Schwereanomalien 

in lokal begrenzten Gebieten Österreichs 

Von Hans Sünke/, G raz, und R. Malits, Oberwart 

Zusammenfassung 

Für vier Datensätze unterschiedlicher Struktur in lokal begrenzten Gebieten Österreichs 
wird das Korrelationsverhalten zwischen Freiluftanomalie und Höhe sowie das statistische 
Verhalten, ausgedrückt durch empirische Kovarianzfunktionen und deren wesentliche Parameter, 
untersucht. 

Die beste lineare Schätzung von Bouguer-Anomalien und Freiluftanomalien wird als 
Kollokationsproblem nach kleinsten Quadraten mit Parametern dargestellt. Anhand eines der vier 
Datensätze wird gezeigt, daß für hinreichend kleine Gebiete mit homogener Datenverteilung und 
homogener geologischer Struktur eine Schätzung von Punktanomalien mit dem einfachen Modell 
linearer Korrelation mit einer Genauigkeit von etwa ± 6 mgal möglich ist. 
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Summary 

Four sets of free-air anomalies of varying structure, restricted to local regions in Austria, are 
investigated as far as its correlation with the topographic height is concerned; empirical covar­
iance functions and its essential parameters are estimated. 

The best linear estimation of Bouguer-anomalies and free-air anomalies is formulated as a 
problem of least-squares collocation with parameters. lt is shown that, with the simple assumption 
of linear correlation, point anomalies can be estimated with an error of about ± 6 mgal, provided a 
homogeneous data distribution is available in a sufficiently small region with homogeneous 
geological structure. 

1. Einleitung 

Die kürz l ich in  Ang riff genommene Geoidbesti m m u n g  in Österreich 
bereitet in  (zu mindest) zweifacher H insicht Schwierigkeiten: 

a) d ie extremen topographischen Verhältnisse im Großtei l  unseres Bundes­
gebietes bed ingen die Anwendung wesentl ich verfeinerter Methoden der 
physikal ischen Geodäsie, und 

b) d ie  damit verbunden erforderl iche Datend ichte (Lotabweichungen,  Schwe­
reanomalien etc .)  ist zur  Zeit noch n icht gegeben. 

Gerade deshalb kann auf keine  Datengruppe m it Information über das 
Schwerefeld verzichtet werden . Von besonderer Wichtigkeit e rscheint uns in  
d iesem Zusammenhang die Datengruppe Schwereanomal ien zu sein ,  welche 
in  einer Kombi nationslösung zur Interpolat ion der Lotabweichungen e inge­
setzt werden kan n .  E ine derartige g ravimetrische Interpolat ion ist aber nur  
dann  s in nvol l ,  wen n  eine mögl ichst homogene flächenhafte Verte i lung von 
Schwereanomal ien vorl iegt. Flächenhafte Schweremessungen sind jedoch in 
u nserem Bundesgebiet im wahrsten S inne des Wortes „d ü n n  gesät''. Es 
drängt sich daher die Frage auf, wie gut das tatsächl iche Feld der Schwere­
anomal ien d u rch die vorhandenen Schweredaten repräsentiert wird und 
welcher Informationsgewin n  für das Störpotential be i  Berücksichtig ung von 
Schweredaten zu erwarten ist. Wir beschäft igen uns in  d ieser Arbeit m it dem 
ersten Tei l  der Frage. 

U nsere Untersuchu ngen fü hrten wir für vier Gebiete m it e in igermaßen 
f lächenhafter Bedecku ng m it Schweredaten d u rch: 

1 .  Gebiet der Hohen Tauern (Daten des Instituts für Geophys ik  der TU Claus­
thal), 

2 .  G eb iet der Karawan ken (Daten des Instituts für Meteorologie und Geodyna­
m ik  der TU Wien), 

3 .  Nordöstl iches Alpenvorland (Basisnetz der ÖMV), 
4 .  U mgebung von G raz (Daten des Bundesamtes für Eich- u nd Vermessungs­

wesen). 

Die Datenvertei l ungen sind in Fig. 1 . 1 dargestel lt .  
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2. Korrelation Frei luftanomalie - Höhe 

Bestünde ein exakter fu nktionel ler Zusam menhang zwischen Frei luftano­
malie ßg und Höhe h ,  wäre die Vorhersage einer Frei luftanomal ie an einem 
vorgegebenen Punkt ledigl ich Sache e infacher Algebra.  Die U n regelmäßigkei­
ten der Topog raphie und der Gesteinsdichten, verbu nden m it dem Gesetz der 
Massenanzieh ung ,  sorgen für zum Teil erhebl iche Störungen d ieses funktio­
nellen Zusam menhanges. Dennoch besteht oft eine ausgeprägte l ineare 
Bezieh ung zwischen Freil uftanomal ie und Höhe, deren Ursache vor al lem i n  
der Nichtberücksichtigung topog raph ischer Unregelmäßigkeiten l iegt. ( I m  
Gegensatz zu d e n  Frei luftanomal ien tragen d ie  Bougueranomal ien der 
Topog raph ie Rechnung ,  weshalb d iese auch lokal keine Ko rrelation m it der 
Höhe aufweisen .) Im folgenden sol l  u ntersucht werden,  ob die vorhandenen 
Datengruppen s ign ifikant m it der Höhe korrel iert s ind .  

Ist e ine  l ineare Korrelation der  Fre i luftanomal ien ßg  m it der  Höhe h 
gegeben, so läßt sich ßg aufspalten in e inen konstanten, höhenabhängigen 
und höhenunabhängigen Antei l ,  

mit ßg 
h 
s 
a, b . . .  

Frei l uftanomal ie, 
Höhe, 

6g= a +bh + s  (2. 1 )  

Abweich ung der Frei luftanomal ie vom l i nearen Model l  (Signal), 
Model lparameter. 

B i lden wir den M ittelwert von (2 . 1  ), 
M{6g} = a + bM{h} + M{s} , 

so erhalten wir m it 
M{s} = 0 , M{t,g} = t,g 1 M{h} = h 

die e infache Bezieh u ng 
t,g = a + bh , (2 .2) 

Wäre s identisch n u l l ,  so bestünde e ine exakte l ineare Beziehung zwi­
schen ßg und h; d ies ist natürl ich n icht der Fall, weshalb s den Charakter von 
Verbesseru ngen hat. 

Als „reduzierte Schwereanomal ie" ßg, bezeichnen wir d ie  D ifferenz 
zwischen gemessener Schwereanomal ie und m ittlerer Schwereanomal ie des 
betreffenden Gebietes, 

t,gr := t,g - t,g (2 .3a) 
Führen wi r analog dazu e ine „red uzierte Höhe" ßh als Differenz zwischen der 
zum Schwerewert gehörenden Höhe und der m ittleren Höhe d es betreffenden 
Gebietes ein ,  

s o  kan n ßg, d u rch 
6 h  : =  h - h ' (2 . 3 b) 

t,gr = s + b6h (2 .4) 
ausged rückt werden .  Man beachte, daß der M ittelwert al ler d ieser d rei 
G rößen verschwindet: 
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M{llgr} = M{llg - llg} llg - llg = O, 
M{llh} = M{h - h} = h - h = 0 , 
M{s} = M{llgr - bllh} = 0 • 

21  

(2 .5) 

Wäre eine exakte l ineare funktionel le Bezieh ung zwischen Frei l uftanomal ie 
und Höhe gegeben,  so würde s verschwinden und daher Proport ional ität 
zwischen ßg, und ßh bestehen m it dem Proportional itätsfaktor  b (b = ßgJ 
ßh). Diese exakte funkt ionel le Beziehung ist aus bereits erläuterten G rü nden 
nicht vorhanden;  mit anderen Worten ,  s verschwindet n icht identisch ,  son­
dern nur im M itte l .  Wohl  aber besteht d ie Mögl ichkeit, daß Proport ional ität im 
statistischen Sinne besteht, ausgedrückt durch die zugehörigen Kovarianz­
funkt ionen.  Ist d ies der Fal l ,  

cov (llg r ' lih) = b cov(llh,llh) , 

so ist s, 
s = [lgr - b[lh , 

(2.6) 

(2.7) 

zur Höhe ßh statistisch orthogonal (He iskanen / Moritz, 1 967, S. 283, 284). Aus 
(2 .7) oder (2 . 1 )  ist u n m ittelbar ersichtl ich ,  daß s den Charakter e iner Bouguer­
Anomal ie hat. Es ist a l lgemein bekannt, daß Bouguer-Anomal ien lokal m it der 
Höhe un korrel iert s ind (isostatische Anomalien sind sogar reg ional  m it der 
Höhe unkorreliert). Wir können daher m it gutem Grund voraussetzen ,  daß für 
lokal beschrän kte Bereiche G leich ung (2.6) h inreichend genau g i lt. D ies 
wiederum hat zur  Folge, daß der Term a + bh in G le ichung (2.1 ) als m it s 
unkorreliertes Trendmodel l  AX behandelt werden kan n ,  

llg = AX + s • (2 .8) 
X steht für den Parametervektor, xr = (a, b), und die Matrix A ist i n  der 1 .  
Spalte mit E inern besetzt, d ie 2 .  Spalte enthält d ie  Höhen der Datenpunkte. 
S ind die Meßgrößen ßg m it Fehlern behaftet, so muß  (2.8) erweitert werden zu 

Ag = AX + s + n • (2 .8)' 
G le ichung (2 .8)' stel lt das Modell der Präd iktion nach klei nsten Quad raten m it 
Parametern dar (Moritz, 1 980, S .  1 1 1  ). 

Wir interessieren u ns zu nächst für d ie beste Schätzung X der im Vektor X 
zusammengefaßten Parameter a und b .  Bezeichnen wir d ie zu s und n gehöri­
gen Kovarianzmatrizen m it C" und C""' 

c s s = cov ( s , s) , 
Cnn = cov(n, n) , 

und setzen wir Unkorreliertheit von s m it n voraus, 
csn = cov(s, n) = 0 , 

so läßt sich d ie beste Schätzung der Parameter a und b durch 
X= (ATC-1A)-lATC-16g (2 .9a) 

mit C = cov (s + n, s + n) = C„ + C"" ausdrücken (Moritz, 1 980, S. 1 1 6) .  Die 
Feh lerkovarianzmatrix des geschätzten Parametervektors ist gegeben d u rch 

(2 . 9 b) 
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I n  (2 .9a) und (2 .9b) haben wir sti l lschweigend angenom men,  daß die 
Autokovarianzfu n ktion des Signals s bekannt ist .  Nach Gleichung (2 .7) kann s 
und damit dessen Kovarianzfunktion aber erst best immt werden ,  wen n  der 
Parameter b bekannt ist; d ieser hängt aber über (2 .9a) wiederu m von der 
Kovarianzfun ktion des Signals s ab - ein Teufelskreis? Dem Anschein nach ja, 
jedoch m it Ausweg. Die Lösung he ißt „iterative Näherung" u nd wird ermög­
licht durch den mäßigen Einf luß von C" auf die Lösung X: 

Wir neh men im 0.  Sch ritt e ine Kovarianzfun ktion für s an ,  oder, noch 
ei nfacher, wir setzen sie als identisch nu l l  an. Damit red uz iert sich C auf 

c = c nn 
und die Lösung (2 .9a, b) entartet in eine einfache Ausgleichungslösung nach 
kleinsten Quadraten , 

(2 . 1 0) 
(2 . 1 1 )  

mit der Gewichtsmatrix P ,  d ie  als inverse a priori Feh lerkovarianzmatrix C� 
praktisch i m mer auf Diagonalform beschränkt wird.  Die Ausg le ichlösung X0 ist 
wegen der lgnorierung von C" eine Näherung der Kollokations-(Präd ik­
tions)lösung (2 .8)'. X0 kan n nach (2 . 7) zur Berechnung des vorläufigen S ignals 
s0, der vom Einfluß der Höhe befreiten red uzierten Anomal ie,  verwendet 
werden . D ieser (vorläufige) Signalvektor s0 er laubt d ie  Berechnung  einer 
zugehörigen (vorläufigen) Kovarianzfunktion C,0,0 ,  welche im nächsten Sch ritt 
in die Kollokationslösung (2.9) e ingeht.  M it der besseren Schätzu ng des 
Parametervektors X, werden wiederum bessere Werte für s g eschätzt, daraus 
e ine bessere Kovarianzfunktion abgeleitet usw. Wegen des m äßigen E influs­
ses von C" auf die Lösung konverg iert d iese Iteration sehr rasch (meistens 
genügen zwei Sch leifen). Als Endergebnis erhalten wir l i neare Schätzungen 
der Parameter a und b,  welche auf der G rund lage der vorhandenen Daten 
opt imal im S inne der Quad ratnorm 

sind. 
Welche physikal ische Bedeutu ng besitzen die Parameter a und b? Wir 

haben m it (2 .6) angenommen,  daß s zu �h orthogonal i m  statistischen S inne 
ist; dann folgt, daß b der  fü r das betreffende Geb iet charakteristische Vertikal­
grad ient der Schwereanomalien ist; d ie  Operation (2 . 7) stel l t  daher e ine Art 
Bouguer-Reduktion der reduzierten Schwereanomalie �g, auf das m ittlere 
N iveau h = Fi dar mit dem Bouguer-G rad ienten b .  Der theoretische Boug uer­
G radient b = 211Gp 
erreicht m it der D ichte p = 2,67 gcm-3 e inen Wert von b = 0, 1 1 2  mga l/ Meter. 
Der tatsäch l iche G radient wird entsprechend den topograph ischen und 
Dichteverhältn issen mehr oder weniger von d iesem Wert abweichen . Über 
(2 . 1 )  können wir auch den Parameter a deuten : m it M{s} = 0 ist 

a = M{llg - bh} , (2.1 2) 
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also g leich der M ittelwert der m it b um den Einf luß der Bouguerp latte der 
Höhe h1 red uzierten Frei luftanomal ien ;  e in wenig locker ausged rückt ,  ist a der 
M ittelwert der Boug uer-Anomal ien des betreffenden Gebietes und ist damit 
ein Maß für dessen lokale isostatische Kom pensation . I n  der folgenden 
Tabel le s ind wesentl iche Charakteristiken der v ier u ntersuchten Datengru p­
pen und Ergebnisse zusammengeste l lt .  

Datencharakteri s tik Hohe Karawanken l Nordös t l .  Umgebung 
Tauern Alpenvor ld Graz 

Anzahl tsg 8 9 9  1 9  8 5 3 6  4 3 2  

Gebiets9röße : Ir� 0 
2 .  1 o .  2 2 . 0 o .  9 

ts>. 0 
3 .  1 o .  7 4 . 0 1 .  2 

Höhenberei ch, m 2 60 - 2 500 3 9 0- 1 6 5 0  1 20- 1 000 2 50- 1 4 00 
1 

mittlere Höhe , m 8 5 4  6 7 3  3 30 5 4 4  

M{tsg} , mgal - 2 1 . 5 2 4 . 4  9 . 3  3 8 , 7  
··. 

var (trg ;_. )  , mga l2 
1 4 6 7  7 60 5 4 9  5 8 6  

Ko rre lat ionsEarameter 

a ±m a , mga l  - 7 4 . 2 ± 2 . 2  - 50 . 1 ± 1  . 6 1 3 . 8 ± 2 . 2  - 3 . 5 ± 1 . 5  

b ±rn
b 

, mgal/m . 06 2 ± . 00 2  . 1 1 1 ± . 002 - . 0 1 4 ± . 006 . 07 8 ± . 00 2  

Tab. 2.1 Korrelation Freiluftanomalie - Höhe (Daten und Ergebnisse) 

-

1 

(Oie Ergebn isse beziehen sich auf d ie lterationsstufe 0.)  Besonders 
bemerkenswert erscheinen uns zwei Ergebn isse zu sein :  Für  das sehr kleine 
Geb iet der Karawanken ergibt sich e in Bouguer-G rad ient, der m i t  dem 
theoretischen völ l ig übereinstim mt. Die Datend ichte ist m it ca. 1 P u n kt / km2 
sehr  hoch ,  ebenso das Verhältnis Höhenbereich / Gebietsg röße; daher ist bei 
halbwegs ein heit l ichen Oichteverhältn issen eine hohe Schätzgenauigkeit zu 
erwarten ,  was durch Ergebn isse bestätigt wird . Krasses Gegenstück d azu ist 
die Datengruppe der ÖMV im nordöstl ichen Alpenvorland :  Die Datend ichte 
von etwa 1 Punkt/ 1 20 km2, das schwache Verhältnis Höhenbereich /Gebiets­
größe und die bekan nten geolog ischen Inhomogen itäten lassen keine s inn­
vol le Schätzung von b erwarten ;  für e ine ei nheit l iche Behandlung (Mittelwert 
a, b) ist das Gebiet bereits erhebl ich zu groß: Detai lu ntersuchungen zeigten, 
daß zwar lokal e in recht e in heitl iches Verhalten des Gradienten gegeben ist, 
das aber bereits relativ stark vari ierende Verhalten des lokalen M ittelwertes 
der Bouguer-Anomalien verfälscht das Resu ltat völ l ig .  (Mit anderen Worten ,  
d i e  Beziehung [2 .6] ist n icht m e h r  gü lt ig.) Oie Figu ren 2 .2a-d zeigen für  d i e  
vier u ntersuchten Gebiete das Korrelationsverhalten zwischen Frei lu ftanoma­
l ie und Höhe sowie d ie dazugehörige Reg ressionsgerade. 
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Karawanken ( b }  

"' 
n• 

. . . 

lJ- 0 0  8 0 0  1 20 0  1 60 0  

METER 

Umgebung Graz ( d )  

2 0 0 . 0  500 . 0  

METER 

800 . 0  lJ- 0 0  8 0 0  

METER 

1 20 0  

Fig. 2.2a-d Korrelation zwischen Freiluftanomalie und Höhe 

3. Kovarianzfun ktion u n d  Präd iktion von Schwereanomalien 

Wen n  wir i n  d iesem Zusammen hang von Kovarianzfu n ktion sprechen,  
meinen wir  e ine homogene und isotrope lokale Kovarianzfu n ktion C der 
Anomal ie s m it 

s = 6 g  - ( a  + bh) . (3. 1 )  

Homogen ität und  Isotropie äußert sich darin ,  daß d ie  Kovarianzfu n ktion 
led ig l ich von der sphärischen Distanz �Po zweier Punkte P u n d  Q abhängt, 
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cov ( sp , s
Q

) = C ( l/JP Q
) ; (3.2) 

wir erhalten sie d u rch die M ittelwertbi ldung der Prod ukte SpS0 über alle P u n kte 
P und Q, welche jeweils g leichen Abstand voneinander haben, 

C ( l/I
P Q

) = M { s
P s

Q
} , PQ = 1/I

P Q 
(3 .3) 

Da die „ Bouguer-Anomalie" s von den Reg ressionsparametern a und  b 
abhängt, d iese aber wiederum von C, erfolgt d ie  Bestim m u ng von C iterativ 
wie in  Abschn itt 2 besch rieben .  

Das wesentl iche Verhalten e iner  Kovarianzfu nktion kann durch drei  
Parameter h in reichend charakterisiert werden (Moritz, 1 976; 1 980, S .  1 74 ff.): 
Die Varianz C0 = C(O), die Halbwertsbreite � : C m = C0/2 ,  und d u rch d ie  
Krümmung im Ursprung 1<0, welche m it der Varianz des Horizontalgrad ienten 
der Schwereanomalie, G0, über 1<0 = -G0 zusammenhängt. 

Die Schätzung der Varianz ist sehr  einfach (C0 = M { s2 } )  und schne l l ;  d ie 
Varianz stel lt den Maßstabsfaktor der Kovarianzfu n ktion dar. U ng le ich auf­
wendiger ist d ie Schätzung der Halbwertsbreite �. d ie praktisch n u r  i nd i rekt 
aus der empirischen Kovarianzfu nktion abgeleitet werden kann; s ie ist ein 
Maß für den Grad der Korrelation zwischen benach barten G rößen und 
g leichzeitig e in Richtwert für d ie Repräsentationsfäh igkeit der Daten :  h in rei­
chend g ute Repräsentation des Feldes ist nur dann zu erwarten ,  wen n  der 
mittlere Punktabstand zwischen benachbarten Daten die Halbwertsbreite 
n icht übersch reitet. Die Schätzung der Varianz des Horizontalg rad ienten ist in 
mancher H insicht problematisch :  Drehwaagen messungen und /oder Vertikal­
gradientenmessungen s ind meist n icht vorhanden und überdies besonders in 
Gebirgsgegenden kau m repräsentativ, da sie auf streng lokale E infl üsse 
reag ieren; die Schätzung über Differenzenquotienten mag im Flach- bis 
Hügel land s in nvol le Ergebn isse l iefern (Schwarz / Lachapel le, 1 980), im M ittel­
bis Hochgebirge jedoch ist d ie  dazu erforderl iche Datend ichte n ie vorhanden . 
Aus eben diesen Gründen beschränkten wir uns auf d ie Schätzung von 
led ig l ich zwei d ieser i nsgesamt drei Parameter, die Varianz und d ie  Halbwerts­
breite. Die folgende Tabel le g ibt eine Zusammenste l lung der Ergebnisse. 

Kovarianzparameter Hohe Karawanken Nordöst l . 

var ( ti g ) , 

s ( li g )  / 

var ( li g
r

) ,  

s ( li g
r ) / 

var ( s ) , 

� ( S )  / 

Tauern Alpenvorld 

mgal
2 

1 9 2 5  1 3 6 0  6 70 

km 9 . 3  1 2 . 7  3 8 . 0  

mg;:ü 
2 

1 4 6 7  7 6 0  5 4 9  

km 7 . 6  3 .  3 2 4 .  1 

mgal
2 

8 2 1 5 4  5 40 

km 7 . 6  2 . 5  2 4 . 0  

Tab. 3.1 Varianzen (var) und Halbwertsbreiten m 

Umgebung 
Graz 

2 0 8 5  

2 3 . 0  

5 8 6  

6 .  7 

1 7 1  

6 . o  
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Fig. 3.1 a, b Empirische Kovarianzfunktionen 
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Fig. 3.1 c, d Empir ische Kovarianzfunktionen 
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I n  F ig .  3 . 1  a-d sind zum Verg leich die empirischen Kovarianzfunktionen 
der unreduzierten Fre i luftanomalien .'.lg, der um ihren M ittelwert red uzierten 
Anomal ien .'.lg, und der „ Boug uer-Anomal ien" s der vier u ntersuchten Daten­
gruppen dargestel l t .  

Die Tatsache, daß biswei len d ie  Varianz die Kovarianz ü berschreitet, hat 
rein  numerische Ursachen :  Für e inen bestim mten kleinen Entfern u ngsbereich 
wurden nur  relativ wenig Schwereanomalien-Paare gefu nden ,  offenbar zu 
wenig für eine verläßl iche statistische Aussage; d ie Anzahl der gefundenen 
Paare steigt al lerd ings ab einer Entfernung von ca. 5 km sprunghaft an und 
damit d ie  Aussagekraft der empirischen Kovarianzfu nktion . 

Folgende Charakteristiken der Kovarianzfu nktionen sche inen uns - wen n  
auch zum Teil a l lgemein bekannt - dennoch besonders bemerkenswert zu 
sein :  

a) Die Varianz der Frei l uftanomalien steigt i .  a .  mit zunehmender mittlerer 
Höhe des Gebietes an; eine Ausnahme stel lt die Datengruppe U mgebung 
G raz dar; d ie  Ursache l iegt mit g roßer Wah rschein l ichkeit i n  der l in ien- u nd 
n icht flächenhaften Datenvertei lung vor al lem entlang von Talsohlen 
(Schweredaten nur entlang der Hauptnivel lementl i n ien = Verkehrswege). 

b) Die Halbwertsbreite der Kovarianzfu nktion wird deutl ich d u rch den n icht 
verschwindenden Mittelwert der Fre i luftanomalien beeinf lußt .  

c) Für  das topog raphisch eher ru h ige Gebiet des nordöst l ichen Alpenvorlan­
des zeigt die Kovarianzfunktion seh r ähnl iche Charakterist iken ,  wie d ie von 
Schwarz und Lachapel le (1 980) für Kanada (mit Aussch luß  der Rocky 
Mou ntains) abgeleitete. 

d) Für kleinere Gebiete (Karawanken,  Umgebung Graz) kann sowoh l  d ie 
Varianz wie auch die Halbwertsbreite durch d ie  Red uktion wegen der Höhe 
beträchtl ich gesenkt werden (vg l .  cov [.'.lgc] m it cov [s]); wesentl ich schwä­
cher wirkt sic l·· d iese Red u ktion bei den beiden größeren Gebieten aus, 
was vor al lem durch d ie  n icht mehr einheit l ich vorhandene Höhenkorrela­
tion bedingt ist. 

4. Präd i ktion von Schwereanomalien 

In den ersten d rei  Abschn itten wurden die notwendigen Vorarbeiten für 
d ie Beantwortung der anfangs gestellten Frage geleistet: Wie gut wird das 
tatsächl iche Feld der Schwereanomalien durch d ie  vorhandenen Schwereda­
ten repräsentiert? Die Antwort ist keineswegs eindeutig, da die Güte der 
Repräsentation von meh reren Parametern abhängt:  der Datenverte i lung ,  der 
Datendichte, der Topog raphie ,  i h rer isostatischen Kom pensation und vielen 
anderen mehr. Da sich die vier vorl iegenden Datensätze auf relativ kleine 
Gebiete beschränken und h in reichend detai l l ierte Geländemodel le n icht zur  
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Verfüg ung standen ,  war es nahel iegend, m it der sehr vereinfachten Annahme 
l inearer Korrelation zwischen Fre i luftanomalie und Höhe zu arbeiten .  Die G üte 
der Präd iktion ( I nterpolation) von Schwereanomalien hängt daher auch von 
der Sig nifikanz d ieser l inearen Bezieh ung ab.  

Wir geben h ier für d ie „ Bouguer-Anomalie" s und für d ie  Frei luftanomalie 
�g den präd izierten Wert sowie dessen Feh ler in  l i nearer Funktion der Daten 
bzw. der zugehörigen Kovarianzen an. Zu nächst zum einfachen Fall der 
Boug uer-Anomal ie s: Bezeichn.en wir m it Sp deren beste l ineare Schätzung an 
der Stel le P und m it Cp den Vektor der Kovarianzen zwischen dem Präd ik­
tionspunkt P und sämtl ichen Datenpunkten , so läßt sich m it (2 .8)' und  (2 .9a ,  
b)  Sp darstel len a ls  (Moritz, 1 980, S .  1 1 6) 

(4 . 1 )  

Wird nicht n u r  e in einziger Wert, sondern ein Vektor s präd iziert, so wird C p  zu 
e iner  Matrix Cs. Die zum Vektor s gehörende geschätzte Fehlerkovarianz­
matrix Ess ist gegeben durch 

(4.2) 

(Die Diagonalelemente von Ess sind die zu den Elementen des Vektors s 
gehörigen geschätzten Fehlervarianzen .) 

Die geschätzte Fehler-Kreuzkovarianzmatrix zwischen den im Vektor X 
zusammengefaßten besten l inearen Schätzungen der Trend parameter und 
dem präd izierten Anomalienvektor ist gegeben durch 

(4 .3) 

Man beachte, daß i n  d iesen Schätzformeln die m it C beze ichneten Kovarianz­
vektoren und Kovarianzmatrizen von e inem Model l  der emp i rischen Kova­
rianzfu nktion der höhenreduzierten Anomal ie s („ Bouguer-Anomalie") abge­
leitet werden .  

D ie  Varianz stellt e inen Maßstabsfaktor fü r den Präd i ktionsfeh ler dar ;  d ie  
geschätzte Fehler-Kovarianzmatrix der Parameter Exx spiegelt d ie Sign if ikanz 
des Trendmodells wider. Es ist daher bei einem h in reichend strengen Korrela­
tionsverhalten und bei kleiner Varianz der Kovarianzfu nktion mit klei nen 
Prädiktionsfeh lern zu rechnen (z.  B.  Karawanken). 

I m  Zusammenhang m it l ntegralformeln ist es von In teresse, d ie  G enau ig­
keit präd izierter M ittelwerte von „ Bouguer-Anomal ien" s über  vorgegebene 
Gebiete zu schätzen :  Bezeichnen wir mit M den l i nearen G lättungsoperator 
der g leitenden M ittelwertbi ldung und m it Sp den M ittelwert von s ü ber e in  
vorgegebenes G ebiet a (P), 

s ( P )  = �(1P )  ff s ( Q ) do ( Q )  
o 

o (P ) 

= M ( P , Q )  s ( Q )  

(4.4) 
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so läßt sich für das Gebiet o (P) der M ittelwert von s prädizieren m it 

was bei Berücksichtig ung von (4. 1 )  zu 

§P = MPQC�C- l ( 6 g - AX )  

m i t  der Feh ler-Kovarianzmatrix 

fü hrt .  

(4 .5) 

Schl ießl ich wollen wir noch einen Ausdruck zur  Schätzu ng der Frei luft­
anomal ien 6.g sowie deren Feh ler-Kovarianzmatrix ableiten .  M it (2 . 1 )  und (2 .8) 
ist d ie beste l ineare Schätzung für 6.g gegeben durch 

(4 .6) 

mit X aus (2 .9a) und Sp aus (4 . 1 ) . Ap ist e ine Matrix, welche i n  der  ersten S palte 
Einer besitzt und deren zweite Spalte die Höhen der Präd iktionspunkte 
enthält . ( I m Gegensatz dazu enthält d ie  zweite Spalte von A die Höhen der 
Datenpunkte.) Die zugehörige Feh ler-Kovarianzmatrix erhält m an m it 

E = A E AT + A E + (A i )T + � 
ß p ß p 

P XX P P X s  P Xs s s  (4.7) 

Analog zu E„ enthält die Hauptd iagonale von E1>r1>r d ie m ittleren quad rati­
schen Prädikt ionsfehler der prädizierten Frei l uftanomal ien.  

5. Schlußfolgerrungen 

Als Vorarbeit für d ie in  Angriff genommene Geoidbestim m u ng i n  Öster­
reich war anhand von vier Datengruppen von Frei luftanomal ien zu u ntersu­
chen,  welche l nterpolationsgenauigkeit u nter der Annahme l inearer Korrela­
t ion zwischen Fre i luftanomal ie und  Höhe mög l ich ist. Die Datensätze waren 
bezüg l ich der Dichte, der Verte i lung ,  der Geologie, den topograph ischen 
Verhältnissen u nd der Ausdeh nung des betreffenden Gebietes recht u nter­
sch iedl ich .  Entsprechend u neinheit l ich ist auch das Korrelationsverhalten: 
Während i m  recht lokalen Bereich der Karawanken e ine sehr ausgeprägte 
und s ign if ikante Korrelation festgestel lt  wurde, geht e ine derart ein heit l iche 
für das g roße Datengebiet des nordöstl ichen Alpenvorlandes völ l ig verloren .  

D ie  zugehörigen Kovarianzfu n kt ionen der  Frei luftanomalien 6.g sowie der 
vom Höhentrend befreiten Anomal ien s weisen ebenfal ls recht u ntersch iedl i­
che Charakteristiken auf :  Die Varianzen von 6.g streuen im Bereich zwischen 
ca. 700 und 2000 mgal2 ,  d ie Halbwertsbreiten zwischen 9 und 38 km.  Die 
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Kovarianzfunktion der  „ Bouguer-Anomal ie" s besitzt dann  e ine  kleine Varianz 
und Halbwertsbreite, wenn d ie l ineare Korrelation mit der Höhe stark ausge­
prägt ist (Datensatz Karawanken, Umgebung Graz). Besonders e indrucksvol l  
wird d ieses Verhalten i m  streng abgesch lossenen Bereich der Karawanken 
demonstriert :  Die Varianz der Boug uer-Anomal ien beträgt led ig l ich 1hs der 
Varianz der Fre i luftanomal ien,  d ie  Halbwertsbreite der Bouguer-Anomalie­
Kovarianzfunktion nur 1/s der Halbwertsbreite der Fre i luftanomal ie-Kovarianz­
fu nkt ion.  Im Gegensatz dazu unterscheidet sich das statistische Verhalten der 
Boug uer-Anomal ien für den Datensatz NÖ-Alpenvorland nur  geri ngfüg ig von 
dem der Freil uftanomalien . 

Bisher wurden led ig l ich mit dem Datensatz „ Karawanken" Testprädiktio­
nen von Schwereanomal ien durchgeführt. Als Model l-Kovarianzfu nktion 
d iente das einfache Hirvonen-Model l  (Heiskanen / Moritz, 1 967, S .  255) 

C ( ijl )  = C0 ( 1  + <fl 2 )  
Als durchschn ittl icher mittlerer Präd iktionsfehler der Bouguer-Anomal ien 

(G leichung 4 .2) ergab sich ein Wert von ±6 mgal ,  für  d ie  Freil uftanomal ien 
(G leichung 4 .  7) ± 7 mgal ,  bemerkenswert gute Ergebn isse i n  An betracht der 
stark vereinfachten Annahme l inearer Korrelation zwischen Frei luftano mal ie 
und Höhe. Es l iegt daher die begründete Vermutung nahe, daB bei h i n rei­
chend homogenen geolog ischen Verhältn issen und bei einer Besch ränkung 
auf h inreichend kleine Gebiete die Präd iktion von Punktanomal ien m it e iner 
Genauigkeit von besser a ls ± 1 0  mgal m it d iesem ei nfachen Model l  m ög l ich 
erscheint .  Eine wesentl iche Genauigkeitssteigerung ist bei Berücksichtig ung 
der Wirku ng der Topog raph ie zu erwarten .  

M it d iesen klei nen Detai l untersuchu ngen sol lte e i n  bescheidener Anfang 
gemacht werden für ausgedeh nte Stud ien .  In weiterer Folge ist geplant, in 
verschiedenen Gebieten des österreich ischen B u nd esgebietes n icht n u r  
Pun ktwerte und M ittelwerte der Schwere, sondern auch Lotabweich u ngen 
und Geoidhöhen flächenhaft zu prädizieren, topog raph ische sowie geologi­
sche Deta i l information im Zusammenhang mit einem optimalen isostat ischen 
Model l  heranzuziehen, und auf der Grundlage al ler vorhandenen Schwere­
felddaten das l nversionsproblem der Best immung des Schwerefeldes i n  
Österreich bestmögl ich zu lösen.  
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