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Ich habe in der zurickliegenden Stunde versucht, die groBe gesell-
schaftspolitische Bedeutung und wohl auch segensreiche Tétigkeit der
Flurbereinigung flr unser Land darzustellen. Ich konnte dies natirlich
zunachst nur fir Bayern, teilweise fiir die Bundesrepublik tun. Doch bin ich
iberzeugt, daB meine Ausfilhrungen durchaus auf Osterreich iibertragbar
sind. Osterreich, das von Naturschénheiten verwdhnte Land, trdgt eine
besondere Verpflichtung zur Erhaltung und Fortentwicklung dieser gottbe-
gnadeten Region. Hugo von Hofmannsthal hat einmal liber sein Heimatland
Osterreich gesagt: ,,Das Schéne, Gesegnete wiirde ohne uns in Europa, in
der Welt fehlen!" Dies war und ist meines Erachtens auch fiir die 6sterreichi-
schen Flurbereinigungsingenieure besonderer Auftrag und Verpflichtung,
ihren Beitrag zur Erhaltung und Fortentwicklung dieses Schénen zu leisten.
Ich darf Ihnen hierzu auch weiterhin besten Erfolg wiinschen.

Uber die inverse GauB-Kriiger-Abbildung

Von Erhart Ecker, GieB3en

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die inverse GauB-Kriiger-Abbildung des Rotationsellipsoides unter-
sucht. Die dabei erforderliche Umkehrung eines elliptischen Integrals zweiter Art wird durch
Reihenumkehrung vorgenommen, woflr ein eigener Algorithmus dargestellt wird.

Contents

In this paper the inverse Gauss-Krueger-mapping of an ellipsoid of revolution is discussed.
This requires the inversion of an elliptic integral of second kind which is carried out by series
inversion.

1. Einleitung

Die GauB-Kriger-Abbildung ist als jene winkeltreue Abbildung des
Rotationsellipsoides definiert, die einen bestimmten Meridian, den wir im
folgenden Hauptmeridian nennen, ldngentreu in die Ebene abbildet. In
Funktion der Mercatorvariablen w = q+iL ist die GauB-Kriiger-Abbildung
darstellbar durch (Ecker, 1977, S. 114)
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fox(w; e) = a '{E (% e) - E (%— arctan (2 tan g;w) ; e)}. (1)

I3

Hierin ist

a groBe Halbachse,

b 1.~ kleine Halbachse,

e = fVaQ—bZ erste numerische
a Exzentrizitat,

L ellipsoidische Lénge,

B ellipsoidische Breite,

q isometrische Breite,

w = q+iL Mercatorvariable,

ferner
0] sino
| [ 1—elt?
E(p; e) =\\/1—e2sm2xb dy :\Vﬁdt - (2)

0 0

das elliptische Integral 2. Art. Den speziellen Wert E (E ; €)=: E (e) nennt
man auch vollstdndiges elliptisches Integral zweiter Art.

Bisher nicht erwdhnt wurde der Zusammenhang zwischen q und B sowie

die in (1) auftretende Funktion g;', was nun geschehen soll: numeriert man
die Breitenkreise (B = konstant) so durch einen neuen Parameter q um, dafi
die Bogenelemente entlang der Breitenkreise und Meridiane in jedem Punkt
der Flache einander gleich werden, was die Giltigkeit eines fir den Punkt
einheitlichen LangenmafBstabes am Ellipsoid zur Folge hat, so kommt man auf
den B-g-Zusammenhang

e

= = ' B
—, +—])—~IR, B~>g(B;e) = Intan|— —| — e . arth(e . sinB). 3
2+2) 9(B; ¢ (4+2) (e.sinB).  (3)



OzfvuPh 68. Jahrgang/1980/Heft 2 73

Diese Funktion, die der ellipsoidischen die isometrische Breite zuordnet, ist
fiir| e |<1 streng monoton steigend, also umkehrbar; es |46t sich zeigen, daB
die Umkehrfunktion g~ ' ebenso wie g selbst analytisch ist, und die analytische
Fortsetzung der Umkehrfunktion ist gerade die in (1) vorkommende Funktion
ge'-

2. Die Umkehrung

Im folgenden suchen wir zur GauB3-Kriiger-Abbildung fs« die Umkehrfunk-
tion fgi, die sich ja durch Auflosung der Gleichung
fok (W) = z 4)
nach w ergeben muf3:
w = f& (2). (4)
Zunachst wollen wir eine schreibtechnische Vereinfachung verabreden:
obwohl die Funktionen E ( ;e), g ( ;e)vom Parameter e abhédngen, kdnnen
wir wegen des Vorliegens eines festen Rotationsellipsoides im folgenden von
der Notierung des Parameters e absehen. Dies benutzend, miissen wir geman
(4) und (1) die Gleichung

= b -1
a<E — E{— — arct —ta =
{ (2 acan(a ng@w))} z

nach w aufldsen. Dies ist, wenn wir die Kenntnis der Umkehrfunktion des
elliptischen Integrals 2. Art unterstellen, im wesentlichen eine Schreibarbeit
mit dem Ergebnis

W= for (2) = gm{arctan (%tan E g (E ~ %)]) } (5)

Diese Funktion bildet das GauB-Kriiger-Bild von G: = {q+iL: g>0, —%<
L < +% } (oberes, offenes, zum Hauptmeridian L = 0 symmetrisches Ellip-
soidviertel), dem in der GauB-Kriiger-Ebene der Streifen {x+iy: 0<x<aE, y
[R} entspricht, zuriick ab auf das Gebiet G in der Mercatorebene. In (5) tritt
die komplex-analytische Fortsetzung g, der isometrischen Breite g auf; diese
ist in naheliegendster Weise gegeben, indem man in (3) abgesehen von
Definitions- und Wertebereich In, tan, arth (area tangens hyperbolicus) und
sin komplex auffaft.

Die Berechnung der inversen GauB-Kriiger-Abbildung ist also problem-
los, sobald wir die Inverse des elliptischen Integrals 2. Art, vgl. (2), bilden
kénnen. Fur die Umkehrung gegebener Funktionen gibt es nun drei gangige
Mdglichkeiten; die erste besteht darin, daB man die Umkehrfunktion mit Hilfe
anderer Funktionen auszudriicken versucht, die zweite darin, die Gleichung
als Fixpunktgleichung umzuschreiben und den Fixpunktsatz anzuwenden
(Iterationsverfahren), und die dritte Moglichkeit besteht in der sogenannten
Reihenumkehr (Knopp, 1964, S. 186). Die Mdglichkeit der Reihenumkehr ist
natlrlich auf analytische Funktionen beschrankt. Fir die vorliegende Funk-
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tion fsx bzw. E sind alle drei Mdglichkeiten auch praktisch gangbar. In diesem
Aufsatz soll der dritte Weg mit der Reihenumkehr verfolgt werden.

Nun ist, wie ein Blick auf (2) lehrt, die Potenzreihenumkehrung nicht
unmittelbar auf das elliptische Integral 2. Art anwendbar; faBt man jedoch E
(p) mittels einer Hilfsfunktion h auf als Funktion von sing, so kann man h in
eine fir|sing|<1 konvergente Potenzreihe entwickeln,

sing oo
T1/ 1—el? . ok o’
E(o) :\ —1—_?—dt = h(sing) =§ axsin“o, (2))
t=0 k =1

und darauf die Reihenumkehrung anwenden. Dabei entstehen die Koeffizien-
ten a, in (2') durch Anwendung der Binomialreihe auf den Integranden,
Reihenmultiplikation, und gliedweise Integration. Diese Herleitung bringt
wenig Interessantes und verlauft standardmaBig; wir wollen sie daher Uiberge-
hen-und-uns gleich-mit dem Ergebnis auseinandersetzen:

0, k=246,...

k01k0 VY =1/

— — 2 21

ak_l( 0. ( | )(koﬂl)e K
=0

wobei k, = (k=1)/2

ganzzahlig ist. Bei der numerischen Behandlung der inversen GaufB-Kriiger-
Abbildung ist die Programmierung dieser Koeffizienten a, der mit Abstand
unangenehmste Teil. Es ist zweckméaBig, von folgender Darstellung der a, fiir
ungerade k Gebrauch zu machen:

1,3,5, ... (6)

k
Ko 4 —
ac = (—1) -—E akl , wobei akg = 2 ) und
k ko
=0 (6')
Ok, 1+ |—1/2 k—I
— . e2,|:1,...,k_1.
wl I+1 k—I—1/; 0

Nun stellt, vgl. (2), die Potenzreihe Za,x* (x = sing) im Konvergenz-
kreis die Funktion h (x) = E (¢) dar. Die Gleichungslésung (a; # 0) .

h(x) =§akxk=y & x = h(y) =§bkyk
k = 1 k =1

kann in einer gewissen Umgebung von Null durch Reihenumkehrung bewerk-
stelligt werden. Diese Reihenumkehr besteht darin, in

x =h7'(y) = h™' (h(x))
fir h und h™" die Potenzreihendarstellungen einzusetzen und einen Koeffi-
zientenvergleich herbeizufiihren, was die Koeffizienten b, der Umkehrreihe in
Abhangigkeit der gegebenen Koeffizienten a, der Ausgangsreihe liefert.
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3. Reihenumkehralgorithmus

Vorgelegt sei die Potenzreihe oo
}au“::h(z) , a1 #0 (7)

k =1
die im Konvergenzkreis eine analytische und fir a; # 0 auch lokal umkehr-
bare Funktion h definiert. Gesucht ist die Potenzreihenentwicklung der
Umkehrfunktion, also

hl(w) = bw' )
=1

Es muB also gelten oo
h(h(z) = bilh()' =z , (7")

=1
woraus durch Koeffizientenvergleich die gesuchten Koeffizienten b, aus den
gegebenen Koeffizienten a, errechenbar sind.

Fir einige der ersten Indizes ist dies z. B. in (Knopp, 1964, S. 188) enthal-
ten. Wir wollen aber die b, sofern erforderlich fiir alle I[N berechnen kénnen.
Dazu fihren wir die in (7") auftretenden Potenzen [h(z)]' mit Hilfe von (7)
durch Reihenmultiplikationen aus:

[h(z)]! =§a1,k‘k , ark: = akfirk €N , (8—1)
k=1
[h(z)]? =§ al,kzkE azz' =§ } aj kay z<+!
k=1 1=1 k=11=1
o m—1
:Eag,mzm , azm =§ ajkaym-k , M= 2 , (8—2)
[h(2)]3 = [h(2)]' [h(z)]? =§ a kaE a1z =§ } ay kaz z<+!
k=11=2 k=11=2
oo m-—2
= E azmz™ , ag,m =§ a) kag,m—k, M > 3 , (8_3)
m =3 k=1

usw. Das allgemeine Ergebnis formulieren wir gleich als

Reihenumkehralgorithmus: Gegeben sei die formale Potenzreihe

h(z) = } az , a; 0 . (9)
k =1
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Dann gilt mit

ajk:=ak, (KEN) (9—1)
fur die I-te Potenz der Potenzreihe oo
(h(z)]' = } amz™ , (1€ N) 9—2)
m = |
wobei die a,, rekursiv aus ma—I
anm =§ ayka-1m-k , mz= |, (9—3)
k=1
berechenbar sind. Fir die Umkehrung gilt
h-1(w) } bw' | (0—4)
wobei lVam =Va , |l =1
' l—1
b =) -~ }b,a.|,l_234 (9—5)
| =

im Fallea, = a1 # Owohldefiniert ist.! )

Denn aus h™' (h(z)) = } bi[h(z)] —E bi E ajiz' =
j=11=]j

:} (} biai ) 2 — 7 folgt durch Koeffizientenvergleich (9-5).

l=1j=1
Setzt man die bisher undefinierten a,,, Null, dies ist fir I<m der Fall, so
kann man sich die a,,, als Matrix veranschaulichen, vgl. Figur 2.

/31,4/4

0 U S U

7
//2/1,4/&1/,4 a4 | 21,5 | 21,6 | 21,7 | 1,8

<

o
o
o
o

0 0 0 0 0 a6,6 a6’7 56,8
0 0 [0} 0 0 0 a7 7 | 89,8
L Figur 2
S LN NN N

") Diese Formulierung des Reihenumkehralgorithmus wurde mir von Herrn G. Lindhorst mitgeteilt.
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In der 1. Zeile stehen die Koeffizienten a, = a, , der Ausgangsreihe, in der
I-ten Zeile die Koeffizienten a,, der |-ten Potenz der Ausgangsreihe.

Das |-te Diagonalglied ist a,, = (a,,)' = (a)’, (9-3)
was sogleich aus (9-3) folgt. Hieraus erkennt man die fundamentale Bedeu-
tung von a, fir die Wohldefiniertheit des Reihenumkehralgorithmus: Ist a, #
0, so sind alle b, berechenbar; praktisch ist es aber doch von Vorteil, wenn
man es so einrichtet, daf3 a, = 1 ist— die einzige im Algorithmus auftretende
Division entféllt dann.

Ein beliebiges Element a,, (I-te Zeile, m-te Spalte) stellt den Koeffizienten
von 00 !

} a],ka
z" in der Darstellung von

=1
dar. Wir bekommen a,,, als eine Art Inprodukt zwischen der ersten und (I-
1).ten Zeile bis zur (m-1).ten = vorletzten Spalte, wobei die Besonderheit
dieses Inprodukts sprachlich schwer zu formulieren, aber aus der Figur 2 und
(9-3) gut ersichtlich ist. (,,Versetzt-gespiegelte-Inprodukt.*)

Der Reihenumkehralgorithmus wurde programmiert und fiir eine Reihe
von Beispielen, bei denen man fir Funktion und Umkehrfunktion die Reihen-
entwicklung an der Stelle Null kennt, getestet. Als in vielen Hinsichten kritisch-
stes Beispiel hat sich dabei das folgende erwiesen:

h(z) = In(1+2) = Eakzk , wobei ax = (—1)<1/k ,
k =

h-Y(w) = exp(w) — 1 =§ bw' , wobei bi =11 .

I =1
Der Algorithmus muB ja hierbei im Verlaufe des Rechenganges von den
relativ schwach fallenden a, zu den stark gegen Null strebenden b, kommen;
esistz. B. aioo = —0.01, bico = 1.07151 X 107'%8,
Insofern erscheint es nicht verwunderlich, daB die Koeffizientenberech-
nung mit doppelter Genauigkeit (an der verwendeten Cyber 174 sind dies bis
zu 29 Dezimalstellen) fiir manche Beispiele von entscheidendem Vorteil ist.

4. Tests

Die in diesem Aufsatz dargestellten Formeln wurden in ANSI-Fortran
programmiert und zahlreichen Tests unterworfen, Uiber die im folgenden noch
berichtet wird. Interessierten Lesern kann auf Wunsch das Programmsystem,
eine Ubersicht iiber die Unterprogramme und je eine Plotterzeichnung des
Netzes fir fs und fgt zugesandt werden.

Mit dem erwdhnten Programmsystem wurden im wesentlichen zwei Arten
von Tests durchgefiihrt. Bei der ersten Testreihe wurde f3! (z; 0) mit den
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Ergebnissen einer rein spharischen Berechnung verglichen, es ist ja

g(B;O):lntan(5+2—) =q,

4
w=gq+iL,
E(: )=;,
2 2
fox(w; 0) = a. g (w; 0) = a|2arctan(e —]

-1 T */a
fox(z; 0) = gm(a,O) = Iogtan(4 + 5 ) .

Bei der zweiten Testreihe wurde fg? (fox(w)) =: W fir ein Ellipsoid mit erd-
dhnlicher Abplattung berechnet und mit der SollgroBe w verglichen. Dabei
stellte sich heraus, daB das Programmsystem nur im oberen, offenen Ellip-
soidviertel;—also-0<B<n/2; —a/2<L<+o/2,-zufriedenstellend..funktioniert,
obwohl die inverse GauB-Kriiger-Funktion in der vorderen, offenen Ellipsoid-
hélfte wohldefiniert ist.

Der Grund hierfir liegt in der Ausfiihrung von

E-'(u) = arcsin(h-'(u)) , h-'(u) = E biuZ+! |

k=0
vgl. (2), wobei das Argument u gemaB (5) durch
u=E-=
a

gegeben ist. Hierin verhalten sich die durch Reihenumkehr gewonnenen
Koeffizienten b, im wesentlichen wie die Sinuskoeffizienten (—1)</(2k + 1)!, im
sphérischen Fall gilt h™' = sin sogar exakt. Das Argument u ist aber am und
siidlich des Aquators viel gréBer als nérdlich davon, fiir den Nordpol wire u
= 0, fir den Sudpol u = 2E. Diese Situation ist ziemlich direkt vergleichbar
mit dem Versuch, sin (m) mittels der Taylorentwicklung in 0 zu berechnen. Man
spart Rechenzeit und vermeidet Ungenauigkeiten, wenn man fiir die Siidhalb-
kugel von den Symmetriebeziehungen

i (2) = 5(2), fa @) = Tl (@), Tl (2) = el (@)

Gebrauch macht, die natirlich auch fur fg gelten.
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