
Paper-ID: VGI 198005
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Ich habe .in der zurückliegenden Stunde versucht, die große gesell­
schaftspolitische Bedeutung und wohl auch segensreiche Tätigkeit der 
Flurbereinigung für unser Land darzustellen. Ich konnte dies natürlich 
zunächst nur für Bayern, teilweise für die Bundesrepublik tu.n. Doch bin ich 
überzeugt, daß meine Ausführungen durchaus auf Österreich übertragbar 
sind. Österreich, das von Naturschönheiten verwöhnte Land, trägt eine 
besondere Verpflichtung zur Erhaltung und Fortentwicklung dieser gottbe­
gnadeten Region. Hugo von Hofmannsthal hat einmal über sein Heimatland 
Österreich gesagt: „ Das Schöne, Gesegnete würde ohne uns in Europa, in 
der Welt fehlen!" Dies war und ist meines Erachtens auc.h für die österreichi­
schen Flurbereinigungsingenieure besonderer Auftrag und Verpflichtung, 
ihren Beitrag zur Erhaltung und Fortentwicklung dieses Schönen zu leisten. 
Ich darf Ihnen hierzu auch weiterhin besten Erfolg wünschen. 

Über die inverse Gauß-Krüger-Abbildung 

Von Erhart Ecker, Gießen 

Zusammenfassung 

In dieser Arbeit wird die inverse Gauß-Krüger-Abbildung des Rotationsellipsoides unter­
sucht. Die dabei erforderliche Umkehrung eines el l iptischen Integrals zweiter Art wird durch 
Reihenumkehrung vorgenommen, wofür ein eigener Algorithmus dargestel lt  wird. 

Contents 

In this paper the inverse Gauss-Krueger-mapping of an el l ipsoid of revolution is discussed. 
This requires the inversion of an el l iptic integral of second kind which is carried out by series 
inversion. 

1 .  E inleitung 

Die Gauß-Krüger-Abbildung ist als jene winkeltreue Abbildung des 
Rotationsellipsoides definiert, die einen bestimmten Meridian, den wir im 
folgenden Hauptmeridian nennen, längentreu in die Ebene abbildet. In 
Funktion der Mercatorvariablen w = q + i L  ist die Gauß-Krüger-Abbildung 
darstellbar durch (Ecker, 1977, S. 1 14) 
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das el liptische I ntegral 2. Art. Den speziel len Wert E ( � ; e) = : E (e) nennt 
man auch vo l lständig es el liptisches Integ ral zweiter Art. 2 

Bisher nicht erwähnt wurde der Zusammenhang zwischen q und B sowie 
die in (1 ) auftretende Funktion g;- 1 , was n u n  geschehen so l l :  numeriert man 
die Breitenkreise (B = konstant) so durch einen  neuen Parameter q um, daß 
die Bogenelemente entlang der Breitenkreise und Meridiane  in jedem Punkt 
der Fläche einander g leich werden, was die G ü ltigkeit eines für  den Punkt 
ein heitlichen Längenmaßstabes am E l lipsoid zur  Folge hat, so kommt man auf 
den B-q-Zusammenhang 

( ;: " ) ( ;: 
B ) . g :  -2, +2 -? IR, B·-7 g (B ;  e) = I n tan 4 + 2 - e .  arth (e . sin B) .  (3) 
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Diese Funkt ion,  d ie der e l l ipsoidischen d ie  isometrische Breite zuordnet, ist 
für 1 e1<1 streng monoton steigend, also umkeh rbar; es läßt sich zeigen, daß 
d ie  Umkehrfu n kt ion g-1 ebenso wie g selbst analytisch ist,  und d ie  analytische 
Fortsetzung der Umkehrfunktion ist  gerade die i n  (1 ) vorkommende Funktion 
g-;;- 1 . 

2. Die Umkehrung 

Im folgenden suchen wir zur Gau ß-Krüger-Abbi ldung faK die Umkehrfunk­
tion fü�. d ie  sich ja durch Auflösung der Gle ichung 

nach w ergeben muß: 
f0K (w)=z (4) 

w = fü� (z). (4') 
Zunächst wol len wir eine sch reibtechn ische Vereinfachung verabreden :  

obwoh l  d ie Funktionen E ( ; e), g ( ; e)  vom Parameter e abhängen, können 
wir wegen des Vorl iegens eines festen Rotationsel l ipsoides im folgenden von 
der Notieru ng des Parameters e absehen.  Dies ben utzend,  m üssen wir gemäß 
(4) und (1 ) d ie  G leich ung 

a { e - E (� - arctan (� tan g:� ))} = z 

nach w auflösen .  Dies ist, wenn wir d ie Ken ntnis der Umkehrfunktion  des 
el l iptischen Integrals 2.  Art u nterstel len ,  im wesentl ichen e ine Schreibarbeit 
mit dem Ergebnis 

w = f�� (z)  = g
a; ( arctan (: tan 1-� -E 

-1 ( E - �)]) } . (5) 

Diese Funkt ion b i ldet das Gauß-Krüger-B i ld von G : = {q + iL: q>O, - ; < 
L < + ; } (oberes, offenes, zum Hauptmeridian L = 0 sym metrisches E l l i p­
soidviertel), dem i n  der Gauß-Krüger-Ebene der Streifen (x + iy: O<x<aE, y E 
[R} entspricht, zurück ab auf das Gebiet G i n  der Mercatorebene. I n  (5) tritt 
die komplex-analytische  Fortsetzu ng g1: der isometrischen Breite g auf; d iese 
ist in nahel iegendster Weise gegeben, indem man in (3) abgesehen von 
Defin itions- und  Wertebereich In ,  tan ,  arth (area tangens hyperbol icus) und 
s in kom plex auffaßt. 

Die Berechn u ng der inversen Gauß-Krüger-Abbi ldung ist also problem­
los, sobald wir d ie  I nverse des e l l iptischen Integrals 2. Art, vgl .  (2), bi lden 
können .  Für d ie Umkehrung gegebener Funktionen g ibt es nun d rei  gängige 
Mög l ichkeiten ;  d ie  erste besteht darin,  daß man die Umkehrfunkt ion mit  H i lfe 
anderer Funktionen auszudrücken versucht, die zweite darin,  die G leich ung 
a ls  Fixpunktg le ichung umzuschreiben und den Fixpunktsatz anzuwenden 
(lterationsverfahren), und d ie  d ritte Mögl ichkeit besteht in  der sogenan nten 
Reihenumkehr  (Knopp, 1 964, S .  1 86). Die Mögl ichkeit der Reihen umke h r  ist 
natürl ich auf analytische  Funktionen besch ränkt .  Für  d ie  vorl iegende Funk-
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tion fGK bzw. E sind  al le drei Möglichkeiten auch praktisch gangbar. I n  diesem 
Aufsatz soll der d ritte Weg mit der Reihenumkehr verfolgt werden .  

Nun ist, wie ein B lick auf  (2) lehrt, die Potenzreihen u m kehrung nicht 
u n mitte lbar auf das el liptische Integ ral 2. Art anwendbar; faßt man jedoch E 
(cp) mittels einer Hilfsfu n ktion h auf als Funktion von sincp, so kan n  man h in 
eine für jsincp j�1 konvergente Potenzreihe entwickeln ,  

sinq:i oo 

E(qi) = �V \-
_

e
t
2
2
t2 dt = h (sinqi) = l aksinkqi, (2 ' ) 

t = O  k = 1  
u nd darauf die Reihenu mkehrung anwenden.  Dabei entstehen die Koeffizien­
ten ak in (2') d u rch Anwendung der Binomialreihe auf den I ntegranden, 
Reihenmultiplikation ,  u nd g liedweise Integration .  Diese Herleitung bringt 
wenig Interessantes u n d  verläuft standardmäßig ; wir wol len sie daher überge­
hen und uns g leich mit dem Ergebnis auseinandersetzen:  

1 0, ' k = 2, 4, 6, . . . 

k ko 
- 1 (-1 )

0 1 � ( 1 /2 ) (  _ lh ) 2 1 k - 1 3 5 ak - · k L 1 ko - 1 e ' - ' ' ' · · · 
1 = 0  

wobei k0 = (k-1 )/2 

(6) 

ganzzah lig ist. Bei der numerischen Behand lung der inversen Gauß-Krüger­
Abbildung ist die Prog rammierung dieser Koeffizienten ak der mit Abstand 
u nangenehmste Teil . Es ist zweckmäßig , von folgender Darstel lung der ak für 
ungerade k Gebrauch zu machen: 

ko 1 � ( _ 1; ) ak = ( -1 ) . k L ak.1 , wobei ak,0 = ko 2 und 
1 = 0 

IXk, 1 + 1  1-1/2 k-1 
-- = -- · ---11- e2, 1 = 1 , . . .  , ko - 1 .  IXk, 1 1 + 1 k -1 - 2 

(6 ') 

Nun stel lt ,  vg l .  (2'), die Potenzreihe Lakxk (x = sincp) im Konvergenz-
kreis die Funktion h (x) = E (cp) dar. Die Gleichu ngslösu ng (a 1 =/. 0) 

00 00 

h (X) = 2 akXk = y <=::> X = h-1 (y) = 2 bkyk 

k = 1  k = 1  
kan n  in einer gewissen U mgebung von Nu l l  d u rch Reihenumkehrung bewerk­
stel ligt werden . Diese Reihen u mkehr besteht darin,  in  

X = h-1  (y) = h-1 (h(x)) 
für h u nd h-1 die Potenzreihendarstel lungen einzusetzen u n d  einen Koeffi­
zientenverg leich herbeizuführen,  was die Koeffizienten bk der Umkeh rreihe in 
Abhängig keit der gegebenen Koeffizienten ak der Ausgangsreihe liefert. 
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3. Reihenu mkehralgorithmus 

Vorgelegt sei die Potenzreihe oo 2 akZk = : h (z) , a1 � O , 

k = 1 

75  

( 7)  

die im Konvergenzkreis eine analytische und für a 1 'i"' 0 auch lokal u m kehr­
bare Funktion h defin iert. Gesucht ist die Potenzreihenentwicklu n g  der 
U m kehrfu n ktion, also 00 

Es m u ß  also gelten 

h-1 (w) = l b1w1 

1 = 1  
00 

h -1 (h (z)) = 2 b1 [h (z) ] 1 = z , 

1 = 1  

(7 ') 

(7") 

woraus durch Koeffizientenverg leich d ie gesuchten Koeffizienten b 1 aus den 
gegebenen Koeffizienten ak errechenbar s ind.  

Für  ein ige der ersten Ind izes ist  d ies z.  B.  in  (Knopp,  1 964, S. 188) enthal­
ten .  Wir  wollen aber die b 1 sofern erforderl ich für al le I E (N berechnen können .  
Dazu füh ren w i r  d ie in  (7") auftretenden Potenzen [h(z)] 1 mit  H i lfe von ( 7) 
du rch Reihenmult ip l ikationen aus: 

00 

[ h (z) ] 1 = 2 ai , kzk
' 

k = 1 
00 00 

a1 .k : = ak fü r k E N ,  

00 00 

[ h (z) ] 2  = 2 ai .kzk 2 a2. 1Z 1 = 2 2 a1 ,ka1 , 1zk+ 1 

k = 1  1 = 1  k = 1 1 = 1  
00 m - 1 

a2,m = 2 ai ,ka1 ,m-k ' m ?:: 2 ' 
k = 1 

00 00 00 00 

[h (z) ]3  = [h (z) ] 1 [ h (z) ]2  = 2 a1 ,kzk 2 a2, 1z1 = 2 l a1 ,ka2, 1zk+ i 

00 

= .2 a3,mZm ' 

m = 3 

k = 1  1 = 2 k = 1 1 = 2 
m - 2 

a3,m = 2 ai ,ka2,m-k, m :;?:  3 ' 

k = 1 
usw. Das al lgemeine Ergebnis form u l ieren wir gle ich als 
Reihenumkehralgorithmus: Gegeben sei d ie formale Potenzre ihe 

00 

h (z) "."' l akzk 
, a1 � 0 . 

k = 1 

(8 - 1)  

(8 - 2) 

(8 -3) 

(9) 
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Dann g i l t  mit  
a1 ,k : = ak , (k  E N) 

für  d ie  1-te Potenz der Potenzreihe oo 

[h {z) ] 1  = 2 a1,mz"' , ( 1  E N )  
m = 1 

wobei d ie  a1,m reku rsiv aus m + 1 - I 
ar ,m = 2 a1 .ka1-1 ,m-k J m � 1 J 

k = 1 
berechen bar s ind .  Für  d ie  Umkehrung g i lt oo 

h -1 (w) = 2 b rw1 , 

1 = 1 
wobei f 1/a1 . 1 = 1/a1 , 1 = 1 

J 1 
1 - 1 

br = Jl - � . 2 bia1 . 1  , 1 = 2, 3, 4, . . .  

j = 1 
im Falle a 1 = a1 . 1 ,p 0 wohldefin iert ist. 1 ) 

Denn aus h-1 (h(z)) = 

00 1 

00 00 00 2 bi [h (z) ] i  = 2 bi 2 ai, 1Z1 = 

j = 1  j = 1  l = j 

(9 - 1) 

{9 - 2) 

{9 - 3) 

(9 - 4) 

(9 - 5) 

= 2 (2 biai,1 ) z1 z fo lgt d u rch Koeffizientenverg leich (9-5). 

1 = 1  j = 1 
Setzt man d ie  bisher undef in ierten a1.m Nu l l ,  d ies ist für  l<m der Fal l ,  so 

kan n  man sich d ie a1.m als Matrix veranschau l ichen,  vgl .  Fig ur  2.  

0 0 a3 , 7  a3 , 8 

0 0 0 �� 
0 0 0 0 

0 0 0 0 0 a6 , 6  a6 , 7  a6 , 8 

0 0 0 0 0 0 a7 , 7  a7 , B 
Figur 2 

') Diese Formulierung des Reihenum kehralgorithmus wurde mir von Herrn G. Lindhorst mitgeteilt. 
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In  der 1 .  Zeile stehen d ie  Koeffizienten ak = a1 ,k der Ausgangsreihe, in  der 
1-ten Zei le d ie Koeffizienten a1,k der 1-ten Potenz der Ausgangsreihe .  

Das 1-te Diagonalg l ied ist a1•1 = (a 1 . 1 ) 1 
= (a 1 ) 1 , (9-3') 

was sogleich aus (9-3) folgt. H ieraus erkennt man d ie fundamentale Bedeu­
tung von a 1 für d ie Woh ldefin iertheit des Reihen umkehralgorithmus : Ist a 1 # 
0, so s ind al le b 1 berechenbar; praktisch ist es aber doch von Vortei l ,  wenn 
man es so e inrichtet, daß a 1 = 1 ist  - d ie einzige im Algorith mus auftretende 
Division entfällt dan n .  

E in  bel iebiges Element a1.m (1-te Zei le, m-te Spalte) stel l t  d e n  Koeffizienten 
von 

zm in der Darstel l ung von 
(� a1 ,kzk) ' 

k = 1 
dar .  Wir bekommen a1.m als e ine Art l nprodu kt zwischen der ersten u nd (1-
1 ).ten Zeile bis zur  (m-1 ).ten = vorletzten Spalte, wobei die Besonderheit 
d ieses l nprodukts sprach l ich schwer zu form u l ieren , aber aus der F igur 2 und 
(9-3) gut  ersichtl ich ist. („Versetzt-gespiegelte-lnprod ukt .")  

Der Reihenum kehralgorithmus wurde programm iert und für e ine Reihe 
von Beispielen,  bei  denen man für Funktion und Umkehrfunkt ion die Reihen­
entwicklung an der Stel le Nu l l  ken nt, getestet. Als in  vielen H ins ichten krit isch­
stes Beispiel hat sich dabei das folgende erwiesen :  

00 

h (z) = l n (1 + z) = l akzk , wobei ak = ( - 1 ) k+1 /k ,  

k = 1 
00 

h -1 (w) = exp(w) - 1 = l b1w
1 , wobei b1 = 

1 /1 ! . 

1 = 1 
Der Algorithmus muß ja h ierbei im  Verlaufe des Rechenganges von den 

relativ schwach fal lenden ak zu den stark gegen Nul l  strebenden b 1 kommen;  
es is t  z . B .  a1 00 = -0.01 , b 1 00 = 1 .071 51 x 1 0-1 58 .  

I nsofern erscheint es nicht verwunderl ich, daß d ie  Koeffizientenberech­
n u ng m it doppelter Genauigkeit (an der verwendeten Cyber 1 74 sind d ies bis 
zu 29 Dezimalstel len) für  manche Beispiele von entscheidendem Vortei l  ist. 

4. Tests 

Die in d iesem Aufsatz dargestellten Formeln wurden i n  ANSI-Fortran 
programmiert und zah lreichen Tests unterworfen,  über d ie  im folgenden noch 
berichtet wird .  Interessierten Lesern kan n auf Wunsch das Prog rammsystem,  
e ine  Übersicht über  d ie  U nterprogramme und je e ine  Plotterzeich nung des 
Netzes für faK und fü� zugesandt werden .  

Mit  dem erwähnten Programmsystem wurden im wesentl ichen zwei A rten 
von Tests durchgefüh rt .  Bei d er ersten Testreihe wu rde fü� (z; 0) mit den 
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Ergebn issen e iner rein sphärischen Berech n u ng verg l ichen,  es ist ja 

( ,; 
B ) g ( B ;  0) = I n  tan 4 + 2 = q , 

w = q + i l ' 
E ( � ;  o) = � , 

foK (w ; O) = a . g
a; 

(w; O) = a [2 arctan(ew) - � :i , 
fo�(z ;  O) = � ( � ; 0 ) = log tan ( : + z�a ) . 

Bei d er zweiten Testreihe wurde f0� (f0K(w)) = : w für  e in E l l i psoid m it erd­
ähn l icher Abplattung berech net und m it der Sol lgröße w verg l ichen.  Dabei 
stel lte sich heraus,  daß das Programmsystem nur im o beren,  offenen E l l ip­
soidvierte l ,  also O<B«rr/ 2 ,  -4T/ 2<L< + '!T/2, zufriedenstel lend funkt ioniert, 
obwohl  die inverse Gauß-Krüger-Fu nkt ion in der vorderen ,  offenen E l l ipsoid­
hälfte woh ldefin iert ist. 

Der Grund h ierfür l iegt in  der Ausführu ng von 
00 

E-l (u)  = arcs in (h-l (u ) )  , h- 1 (u) = l bku2k+l , 

k = 0 
vgl .  (2'), wobei das Arg u ment u gemäß (5) durch 

z 
U = E - -a 

gegeben ist. H ierin verhalten sich d ie  d u rch Reihen u m kehr  gewonnenen 
Koeffizienten bk im  wesentl ichen wie d ie  S inuskoeffizienten (-1 )kf(2k + 1  )! , im  
sphärischen Fal l g i lt h-1 

= s in  sogar exakt. Das Argument u ist aber am und 
süd l ich  des Äquators v ie l  g rößer a ls  nörd l ich davon,  für  den Nord pol wäre u 

= 0, für den Süd pol u = 2 E. Diese S ituat ion ist z ieml ich d i rekt vergleichbar 
mit dem Versuch,  sin ('TT) mittels der Taylorentwicklung in 0 zu  berechnen .  Man 
spart Rechenzeit und vermeidet U ngenau igkeiten ,  wen n  man für die Südhalb­
kugel von den Symmetriebeziehungen 

fü� (-z) = -fü�(z), fü� (z) = fü� (z), fü� (-z) = -fü� (z) 
Gebrauch macht, d ie  natürl ich auch für  foK gelten. 
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