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Die Bestimmung der orthometrischen Korrektion des
geometrischen Nivellements aus
Lotabweichungen und aus dem Stérpotential T

Von Wilhelm Embacher, Innsbruck
Zusammenfassung

Wihrend bis jetzt die orthometrische Korrektion durch Zerlegung in die dreiteilige dynami-
sche Korrektion, d. h. in die dynamische Wegkorrektion und in die beiden vertikalen dynamischen
Korrektionen, berechnet wurde, versucht der Verfasser, die orthometrische Korrektion des
geometrischen Nivellements durch direkte Berechnung aus der durch Schweremessungen
ermittelten Lotabweichung zu gewinnen. Einen weiteren Weg zur Berechnung der orthometri-
schen Korrektion des geometrischen Nivellements zeigt der Verfasser auf, indem er das Storpo-
tential T aus Schweremessungen ableitet und aus dem Quotienten dieser Stérfunktion und der
Schwerkraft den Abstand zwischen der gestorten und der ungestérten Niveauflache berechnet.

1. Einleitung

In seiner Arbeit Giber das Gravimeterversuchsfeld am Buschberg [1] hat
der Verfasser zahlreiche Modellrechnungen zur Ermittlung der Stoérgradien-
ten entlang eines Berghanges durchgefiihrt. Dabei hat sich gezeigt, daB der
vertikale Storgradient entlang des Hanges eine Nullstelle hat und somit seine
Richtung wechselt. Das heif3t, dafl der Vertikalgradient in der Natur als
Summe des Freiluftgradienten und des Storgradienten entlang des Hanges
einmal so grof3 wie der Normalgradient sein muf3, dartiber gréfer und darun-
ter kleiner ist. Nachdem der Vertikalgradient verkehrt proportional zum
Krimmungsradius der Schmiegungskugel der Niveauflache in der Natur ist,
mufB dieser Radius unten im Tal groBer als ~6400 km und oben am Berg
kleiner als der mittlere Erdradius sein.
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Abbildung 1

Abb. 1 zeigt den Verlauf der gestdrten Niveaufldiche in bezug auf die
ungestorte. Im Tal wird sie unterhalb der ungestdrten Niveauflache verlaufen,
wenn der Abstand der beiden Flachen von der gestorten Flache nach aufen
positiv gezdhlt werden soll, wahrend sie sich oben am Berg lUber der unge-
storten Niveauflache befindet und ihr Abstand von dieser negativ gezahlt
wird. Es ist daher zu erwarten, daf3 die orthometrischen Korrektionen am Berg
und im Tal entgegengesetztes Vorzeichen haben.
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2. Die orthometrische Schwerekorrektion

Da der Verfasser kein eigenes Nivellement zur Verfligung hatte, muBte er
auf eine Arbeit zurlickgreifen, bei der sowohl die gemessene Schwere, die
einzelnen gemessenen Hohenunterschiede, die Abstdnde der Me3punkte und
deren Polhohe gegeben sind. Aus diesem Grunde erschien die Arbeit von K.
Mader, ,,Die orthometrische Schwerekorrektion des Prazisionsnivellements in
den Hohen Tauern“ [2], geeignet. Es ist dies ein Nivellement aus dem hoch-
sten Teil der 6sterreichischen Alpen, dessen orthometrische Schwerekorrek-
tion sowohl nach Helmert ohne Berilicksichtigung der topographischen
Schwerekorrektion als auch mit Berlicksichtigung dieser berechnet wurde.

In der Schleife (Abb. 2) ist MB ein Nivellement vom Meer zu einem Punkt
B, dessen FuBpunkt auf der Bezugsflache B' ist. Die orthometrische Korrek-
tion in B lautet

B
ah =S 228 gn +fg—g"‘dh 1.0
M gm m
It
B~
A

Abbildung 2 Abbildung 3

Beginnt das Nivellement nicht am Meet, sondern in einem hdher gelege-
nen Punkt A (Abb. 3), so lautet die orthometrlsche Korrektion

A
Ah—zg gmdh fggg'"dh—fg—g_g'"dh 2.0
A

m

Sie besteht aus der dynamischen Wegkorrektion von A nach B und den
beiden vertikalen dynamischen Korrektionen in A und in B.

Nimmt man an, daf3 die Schwerkraft g eine lineare Funktion der Hohe ist
und wird keine topographische Reduktion angebracht, so ergibt sich die
Reduktionsmethode von F. R. Helmert.

Die Schwerkraft g, auf der Bezugsfliche erhdlt man aus der an der
Oberflache gemessenen Schwerkraft g’ mit

2gH
90=9'+9T—4fnk2«‘)~H 2.01



22 OzfVuPh 68. Jahrgang/1980/Heft 1

Mit einer angenommenen Dichte 4 = 2,7 lautet die Gleichung 2.0

B
—g. '—g.+409810H g'—-9,+4098107 5 H
Ahp =S 89 gp - &8 H), + (222 H),
g, In B

21

Sie ergibt die orthometrische Korrektion in mm, wenn g’ in mgal und die
Hohen in mm eingefliihrt werden. Der Punkt A habe die H6he H und die dort
gemessene Schwere sei g), der Punkt B die Hohe (H+ A H) und die gemes-
sene Schwere g, dann lautet die orthometrische Korrektion fiir das Nivelle-
ment von A hach B

- 2= gn+4:098107° (H + AH
ah = $= 9, 9O 0 ( )
gm gm

(H+ AH) +

R ‘ v =54
gi= 0o+ 4098107 H 25
gl’ﬂ

Diese Gleichung kann man transformieren, sie lautet dann

Ah = [(g'—g>—8,1953 - 10 °AH) H + (gi—g>—4,098 - 107 °AH) - AH] g; 2.3

Das erste Glied in der eckigen Klammer ist das Hauptglied und ist z. B.
beim Tauernnivellement in ca. 2500 m Hohe ungefdhr hundertmal gréBer als
das zweite Glied. Es genugt also, zun&dchst das Hauptglied zu untersuchen.
Die Differenz g — g3 hat im allgemeinen dasselbe Vorzeichen wie AH, das
heiBt, der Gesamtausdruck, der bei der Helmert-Reduktion von (g, — 92)
abhangt, ist bei der Steigung positiv und bei Gefdlle negativ. Daher wird die
Korrektion in einem stark eingeschnittenen Tal ohne Ricksicht auf die
Topographie nur mit dem Nivellementweg korreliert sein und nicht dem
benachbarten Geldnde entsprechen, wahrend dort, wo der Nivellementweg
auch fur das Gelande charakteristisch ist, z. B. auf der Bergkuppe, eine der
Bergform entsprechende orthometrische Korrektion zu erwarten ist.

ungestorte Niveaufldche

‘Abbildung 4
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3. Das geometrische Nivellement auf der ungestérten und auf der gestérten
Niveaufldche

Nivellieren wir auf der ungestérten Niveauflache, so ist der Hohenunter-
schied Null. Wie wir aus Abb. 4 sehen, ergibt die Differenz aus Rilick- und
Vorwartslesung auch auf der gestdrten Niveauflache Null. Wir sehen daraus,
daf das unreduzierte geometrische Nivellement, das hei3t die rohe Latten-
hohe, den Abstand der ungestorten Niveauflachen ergibt.
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Abbildung 5

Abb. 5 zeigt den Schnitt eines schrdgen Hanges, die gestérte Niveaufla-
che, auf welcher die Lotlinien senkrecht stehen, und die ungestorte Niveaufla-
che. Der Hohenunterschied Ah’ der beiden LattenfuBpunkte in bezug auf die
gestorte Niveauflache ist

Ah' = R — W) 3.0
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und Ah beziiglich der ungestérten Niveaufldche
Ah = R-V 3.1

Aus Abb. 5 sehen wir,daB R = R + b und V =%-b ist. Also erhalten wir
far
Ah =R -W%W + 2b 3.1
Ist ¢ die Lotabweichung zwischen dem gestdrten und dem ungestorten
Lot, so ist der Abstand £ zwischen der gestorten und der ungestorten Niveau-
flache .
§=2b =-¢-s 3.2
Setzen wir fir die Lotabweichung e die Gleichung 3.3 aus der Arbeit des
Verfassers [3] ein, so ist

g =29 3.21
g

Betrachten wir nochmals-Gleichung-2.3,-so-sehen wir;- daB3-im-Zahler-des
Hauptgliedes die horizontale Zunahme der Schwerkraft, die aus der Differenz
der Schwerkraft und dem Preyschen Vertikalgradienten gebildet wird, mit der
Ho6he multipliziert und durch die Schwerkraft dividiert wird. Analog entsteht &
in Formel 3.21, nur daB die horizontale Zunahme der Schwerkraft ohne
Annahme einer hypothetischen Dichte aus Gravimetermessungen abgeleitet
wird.

4. Die hypothesenfreie Reduktion des geometrischen Nivellements

Obwohl wir zur Berechnung des Horizontalgradienten die Oberfldchen-
schwerewerte zweier Punkte und deren horizontalen und vertikalen Abstand
brauchen, geht der Horizontalabstand in die orthometrische Korrektion in
Gleichung 3.21 nicht ein. Der Arbeit des Verfassers, ,,Das Gravimeterver-
suchsfeld auf dem Buschberg* [1], entnehmen wir die Gleichung

ag = —an 22 s 28 4.00
dh s
daraus erhalten wir
d A ] Ah
._gz _g + _g) —_— 4.01
as Ah dh" As

Den Vertikalgradienten 29 erhalten wir aus Gleichung 5.21 der oben

erwdhnten Arbeit [3]
ay

-y 4+ —
g—v. ah§

a9 _, . 2v

ah = ah
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daraus folgt der Vertikalgradient

Y
g- +é-h—'§
89 _ L 20v 411
ah h ah

Mit den Angaben aus der Arbeit von K. Mader [2] |46t sich der Horizontal-

gradient 89 und damit die orthometrische Korrektion
as
ag 1 a9
= - =— —-h-As = —-(hAg + Ahh—
d¢ eds 2s 7 h - As (h Ag h an

fur jede gemessene Hohendifferenz berechnen.

Die Gleichung 5.21 aus der Arbeit des Verfassers [3] gibt den Abstand ¢
zwischen der gestdrten und der ungestdrten Niveaufldche, wenn der Vertikal-
gradient bekannt ist, mit

1— 4.20
M

2 i)
G-y
dh ah
= - 4.30
Y
oder, wenn die Schwere g gemessen wurde, mit
Ay
[g—(Y—é—h—C)] “h
4.31

§=_
y

Bei Gleichung 4.31 scheint zundchst nur eine lteration zum Ziel zu
fihren. Der Ausdruck gi ¢, der Term von Bruns, ist jedoch so klein, daf3 er im
allgemeinen unter der MeBgenauigkeit des Gravimeters liegt und daher
vernachlassigt werden kann.

Der Zusammenhang zwischen der Gleichung 4.20 und der Gleichung
4.31 mit Vernachlassigung des Terms von Bruns laBt sich wie folgt aufzeigen:
Wir bilden nach Gleichung 4.31 die Differenz zweier aufeinanderfolgenden &-
Werte

1
& -%) = _;[(gz—Yz) h,—(@, —vy)hl=

1 a3y , Y >0
= ——[Ag h, + Ah h; — 4+ (g,—vY,) Ah + Ah Ag + Ah*—]
Y ah ah
wir setzen flr
1 Ahh, 2g oy
- - Ah = ———(— —— 5.10
. (91 Y1) h v (3h ah)
und erhalten
1 ag vy
(,,-&) = ——[(h,Ag+h,Ah—)+Ah Ag+ Ah?—] 5.01
Y dh oh

Wir sehen, daf3 die rechte Seite der Gleichung 4.20 und die Gleichung
5.01 bis auf Glieder héherer Ordnung lbereinstimmen. Die Summe der
Glieder hoherer Ordnung betragt bei der Arbeit von K. Mader in ca. 2500 m
Hohe ungefahr 1% des Gesamtbetrages.
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Tab. |
/]
! 8¢ ort. j
y Ag . 99 ah Jh K C

N —_— orr. -

Hohe [980...| p  [Mss)as | Oy | 7s | Qs |aY"Pn dn|Je - Ja
_ 3 4 -

m | mgal |mgal 10° m  |mgalio3 mgalOlmm  [mgal16d mm
753.350 | 535.97 30 236.44 -72.12| +41.8
Bruck - 731.26 | 4,42 935.92 +0.00871| -4.33| +3.1 +2.5
761.721 | 530.01 24 233.69 -74.87| +44.3

-1065.38 | - 740.74 +0.00509 | -4.25 | +2.4 +2.0
765.494 | 525.99 30 231.11 -77.45] +46.3

- 803.83 | 4.42935.92 +0.01065 | -6.15 | +4.5 +3.9
775.459 | 517.98 24 226.71 -81.85| +50.2

- 752.65 | 4.42|753.19 +0.01134| -6.00 | +3.6 3.1
784.002 |511.55 24 223.52 -85.04] +53.3

- 7Tod.do | 4.42 | 753.19 +0.00839 | -4.05 | +2.4 +2.5
790.319 |507.10 24 221.80 -86.76| +55.3

- 540.18 | 8.84 | 789.39 +0.01241| -3.96 | +2.5 +2.0
800.112 | So0l.81 3o 220.78 -87.78] +57.3

- 909.78 |  8.84 | 965.28 +0.00575 | -3.98 | +3.1 +2.5
805.663 |496.76 30 218.17 -90.39| +59.8

-1099.26 | - 925.92 +0.00637| -5.64 | +4.3 +3.7
811.558 | 490.28 2 214.02 -94.54] +63.5
Fusch - 634.86 | 4.42 [ 753.19 +0.00910| -3.84 | +2.4 +1.9
818.410 | 485.93 212.81 -95.75| +65.4
2422.003[179.42 12 358.86 +50.30 '300;51’1 0

- 218.13 | 4.43 |394.80 +0.08071 [+11.41 F11.2 .
2453.865| 172.47 6 359.50 +50.94 '312;13

- 214.01 | 8.86 |330.25 +0.10357 |+15.14 [-12.6 ©
2488.069| 165. 15 6 360.16 +51.60 _325l76 .

- 213.54 | - 185.18 +0.09103 [+13.38 | 6.3 .
2504.928| 161.55 6 360.51 +51.95 ’332;32 .
Bochtor +1572.00 - 185.18 -0.00364 |- 7.03 | 3.3 *
2504.253| 160. 49 6 360.08 +51.52 ’329;‘1‘6 s

- 216.59 | 4.43 [230.19 -0.20298 |-28.98 |+16.7 .
2457.530| 170.61 12 359.37 +50.81 '312;?5

-237.19 | - 370.37 -0.14024 |-17.09 l+14.1 -0
2405.587| 182.93 359.05 +50.49 [-297.9
1181.204| 427.38 24 305.76 - 2.80|+ 6.8
Mallnitz - 574.74 | 13.22847.17 +0.01154[- 3.13|+ 3.2 +3.3
1190.982(421.76 24 303.09 - 5.47|+ 7.3

-9233.23 4.44|753.31 +0.00041 |- 3.71 |+ 3.3 +4.7
1191.295|418.87 2 300.25 - 8.31+ 12.0

- 441.55 8.88| 789.81 +0.02492 - 3.58 |+ 3.4 +4.2
1210.976|410. 18 12 297.72 -10.84(+ 16.2

- 691.36 4.44(394.91 +0.02465 |- 9.79 |+ 4.8 +5.5
1219.710|403.45 294.25 -14.31+ 21.7
Tunnel
Sudportal
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Tab. 11
OK. oK. OK
Héhe |g- 4| 5 [Helmet|Hohe 9-4| J [HelmerffHéhe |[g- £ 5 |Helmert
m mgal |mm [ mm m mgal | mm mm m mgal | mm | mm

753.570[-54.35|+41.8] 0.0 1756.401|+ 38.73 - 69.4|+166.5 | 2504.925|+130.14|-332.6| +347.7
761.721{-57.03|+44.3|+ 4,1 || 1816.574|+ 45.62 - 84.5|+179.2 2504.251| +129.02| -329.7 +350.6
765.494 [-59.29 |+46.3| + 7.0 || 1845.807|+ 48.9¢| - 92.2|+185.6 | 2457.527| +124.87| -313.1| +334.8
775.459 |-63.47 |+50.2| +12.6 || 1914.520(|+ 58.54 -114.3|+197.8 ] 2405.584| +121.47| -298.2] +314.8
784.002 |-66.67 |[+53.3| +17,2 | 1969.853 |+ 66.85 -134.3|+206.9 | 2354.007| +115.44| -277.3] +301.6
790.319 [-68.57 {+55.3[ +20.4 || 2021.610(+ 72.39 -149.3(+219.2} 2330.767| +112.82| -268.3| +295.5
800.112]-70.24 [+57.3| +24.1 || 2117.359 [+ 76.0c| -164.2[+240.0 § 2259.398| +104.81| -241.6| +276.9
805.663 |-72.82 [+59.8[ +27.7 || 2194.729 [+ 92.53 -207.2[+260.0 | 2193.153|+ 97.09| -217.3} +260.8
811.558 [-76.73 |+63.5|+32.7 || 2241.497(+100.7¢] -230.4[+265.6 | 2131.086|+ 88.01| -191.4| +250.2
818.109 |-78.45 [+65.5| +35.9 || 2288.310(+107.9¢ -252.1[+273.7 | 2065.384|+ 78.90| -166.2} +238.1
834.934-76.76 |+65.4| +38.5 || 2357.945|+116.5¢ -282.6(+301.2 | 2032.115/+ 73.38|-152.1| +229.9
839.994 {-76.32 |[+65.4|+39.3 | 2405.521|+116.61] -286.2(+316.2 | 1975.837|+ 68.27|-137.6/+218.2
868.734|-74.80 |+66.3|+44.0 || 2428.826|+118.13] -292.8(+327.4 | 1923.753 |+ 58.31|-114.4]+213.9
933.148(-71.73|+68.3|+55.1 || 2426.322(+118.26] -292.8(+326.6 | 1857.820(+ 51.47|- 97.6{+199.1
984.227|-67.70 |+68.0| +62.8 || 2383.507|+117.54] -285.8|+303.8 | 1869.568 |+ 55.91[-106.6|+196.5
1041.793|-62.95 [+66.9[+71.8 || 2361.405 [+115.26| -277.7|+296.6 | 1908.077 |+ 61.94|-120.6]+202.5
1081.103 [-55.57 [+61.3[+73.9 | 2309.69 |+110.57| -236.7|+280.8 | 1854.477|+ 52.45|- 99.2|+198.1
1135.243]-46.42(+53.6[+77.9 || 2285.331 [+107.95] -251.7[+274.4 || 1795.323 |+ 44.66|- 81.8|+187.8
1150.602 {-44.04 |+51.7|+80.3 [ 2260.771 |+104.66| -241.4 |+269.0 || 1723.176 |+ 36.46|- 64.1{+173.6
1213.796 {-35.85 |+44.4|+88.3 | 2283.704 [+105.21] -245.1 [+280.9 | 1679.836 !+ 31.36|- 53.7|+166.1
1268.753 [-26.93 |+34.8(+93.4 || 2294.545 [+103.93] -243.3[+290.2 [ 1623.988 |+ 24.05|- 39.8{+157.3
1303.675[-23.69 |+31.5|+99.6 [ 2327.679 [+109.07| -259.0|+296.4 | 1563.090 |+ 15.95|- 22.2|+148.6
1359.846[-12.87 [+17.9( 102.6 [ 2328.753 [+109.42| -260.0|+296.8 { 1499.146 [+ 6.40]- 9.8[+140.7
1400.372{- 7.17 |+10.2[108.0 [ 2335.735 [+110.46| -263.2(+298.2 | 1453.083 [+ 0.43{- 6.3|+134.4
1473.788 |+ 3.46 - 5.2(118.8 [ 2359.426 [+113.62| -273.1 [+304.1 { 1406.889 |- 5.27]+ 7.6(+127.3
1529.322(+10.83|-16.9(124.3 { 2384.491 [+117.26| -285.3 [+309.7 { 1355.183 [- 12.70]+ 17.6(+121.2
1574.774 [+17.56 |-28.2[130.5 | 2422.000 |+121.82[ -301.0 [+320.1 § 1293.607 [- 24.60(+ 32.5|+118.1
1632.667 |+24.04 |-40.0[142.3 | 2453.862+125.00| -313.0 |[+331.0

1698.484 [+31.23 |-54.1[155.9 { 2488.067 |+128.39( -325.9 [+342.2
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Mit den Gleichungen 4.11, 4.01 und 4.3 wurden in Tabelle 1 fir einige
Talpunkte und Bergpunkte die Abstande £ und d& berechnet. Aus den Werten
in der Tabelle 1 sieht man, daf3 trotz der verhaltnismaBig groBen Punktab-
stande, welche die Berechnung der Horizontalgradienten verunsichern, die
Ubereinstimmung gut ist.

In Tabelle 2 wurden die Abstande ¢ nach Gleichung 4.31 fiir 85 Punkte
nach der Tabelle 12 der Arbeit von K. Mader [2], also von Bruck bis Heiligen-
blut des Tauernnivellements, berechnet und die so bestimmten orthometri-
schen Korrektionen denen von Helmert gegenilibergestellt. Man sieht, daB
eine verhéltnismaBig gute Ubereinstimmung oben am Berg vorhanden ist,
wihrend in den Télern Klaffungen bis zu 14 cm auftreten. Es zeigt sich hier,
daB die Helmert-Korrektionen, so wie oben schon gezeigt wurde, nur mit den
Hebungen und Senkungen, also mit dem Nivellementweg, korreliert sind.
Auch die Spalten A und B der Tabelle 12 von Mader, in welcher die topogra-
phische Reduktion beriicksichtigt wurde, zeigen keine bessere Ubereinstim-
mung. Der Grund dafiir ist darin zu suchen, daB bei der Reduktion auBBer der
ohnehin sehr schwer erfabaren Topographie noch die unter der physischen
Erdoberfldche befindliche Massenlagerung beriicksichtigt werden sollte.

Ein Blick in die Osterr. Karte 1 : 50000 Nr. 153 zeigt, daB das Nivellement
bis etwa zum Punkt 24 im tief eingeschnittenen Tal gefihrt ist, sich nachher
Uber Bergkuppen hinzieht und nach dem Punkt 82 wieder ins Tal absinkt. Die
¢-Werte in Tabelle 1 und 2 bringen dies zum Ausdruck und zeigen den we-
sentlichen Unterschied zur Arbeit von K. Mader.

Abb. 6 bringt in Ubersichtlicher Form noch einmal graphisch die Tabellen-
werte. Die Hohen der Nivellementpunkte, die orthometrische Korrektion nach
Helmert und die nach Gleichung 4.31 berechneten £&-Werte wurden im ange-
gebenen MaBstab aufgetragen.

Widhrend bisher die Berechnung der orthometrischen Korrektion, beson-
ders wenn die Topographie berticksichtigt wurde, umfangreich und aufwen-
dig war, ist die Bestimmung der Korrektion nach Gleichung 4.31 einfach. Es
kénnten auch lange Technische Nivellements auf diese Art reduziert werden,
da nur Schweremessungen zusétzlich bendtigt werden. Fir untergeordnete
Hohenbestimmungen wird die rohe Lattenhdhe geniigen, da die orthometri-
schen Korrektionen fir kirzere Abschnitte im allgemeinen nicht sehr grof3
sind.
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