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Gefihrliche Orter eines Trilaterations-Problems
der Satellitengeodasie

Von Karl Killian, Wien, und Peter Meissl, Graz

In dieser Zeitschrift [1] S. 18 bis 20 wurde folgendes Problem gestellt, und
ein Weg zur Bestimmung von Ndaherungskoordinaten aus einer Uberschiissi-
gen Messung wurde angegeben. In dieser Arbeit werden die gefédhrlichen
Orter dieses Problems sowie eine numerische Lésung behandelt. In Fig. 1
sind 1, 2, 3 drei mit Lasergeraten ausgerlistete Stationen der Erdoberflache.
Ihre Lagen sind unbekannt, und zwischen ihnen besteht keine Sicht. A (x,y,z),
A (X,y,2"); B (u,v,w), B’ (u',v.,w) und C (§,1,8) und C’ (£ v'.¥’) ist ein Satelliten-
paar in drei verschiedenen unbekannten Lagen.

Die fur dieses Problem notwendigen Messungen kdnnen praktisch nicht
gleichzeitig erfolgen. Sie werden daher quasi-simultan ausgeflihrt: In jeder
der drei Lagen des Satellitenpaares werden von den drei Stationen aus die
sechs Entfernungen zu beiden Satelliten laufend gemessen. AufB3erdem
werden die Entfernungen a,b,c der beiden Satelliten laufend gemessen. Da zu
allen Messungen die zugeordneten Zeitpunkte registriert werden, kénnen alle
Messungen auf gewdahlte Zeitpunkte reduziert werden.
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Zur Auffindung der gefahrlichen Orter des Problems beantworten wir
zunachst die Frage: Wie dndern sich die Koordinaten von A, wenn sich die
Koordinaten von den Punkten 2 und 3 dndern?

Die Satelliten liegen immer in den Schnittpunkten von drei Kugeln mit den
Mittelpunkten 1, 2, 3 und den gemessenen Radien. Die Gleichungen dieser
Kugeln fiir Punkt A sind:

X2 Y A 22 = 1) e 1)

(X=X2) 2 (Y=Y 5) 4 Z7 = 10 oot e 2)

(X=X3) 2 YT A 2% = 15 oo s 3)
Die Differentiation dieser Gleichungen ergibt:

XAXFYAY FZAZ = 0 oo 1a)

(X=X2) (dx=dX,) + (y=Y,) (dy—=dy,)+ ZdZ = 0 ceooovrieioeeeeeeeeeeeeeeeeeeee, 2a)

(X=X3) (AX=dX3) FY AY +Z dZ = 0 .irrvrviiiiiiiiiiinsien e e e e 3a)

Aus 1a)-3a) folgt:

X dx—(X—X3) dx + (X—X;3) dxz = 0

und somit

dx = l(x:.,—x) AX 3 it 4)
X3

Aus 1a)—2a) folgt:
X dX—(x—=X,) (dx—dx,) +y dy—(y—y.,) (dy—dy,) = 0

Setzt man dx aus Gl. 4) ein und driickt man auch dx, und dy, durch dx;
aus, indem man setzt: dx, = a dx; dy, = P dxs;, wobei o« und B beliebige
Zahlen sind, so folgt:

dy = % [(Xo=X) ot + (Yo=Y) B——(x3-x)] X orvreeoeeeeeeeoeeeeeeeee e 5)
Aus 1a) folgt:

dz = ——1(x dx +y dy), und durch Einsetzen von dx und dy aus 4) und 5):

dz = ;{ F a0+ 3 [(xeX) @t (=) B 32 (0] | X 6)
Analog ergeben SICh die Anderungen der Koordmaten des Punktes A’
dx’ = -};(xa—x’) AX g it 4)
dy’ = y— [(X,=X") a + (y,—Y") B— (x3 xM] dx3 .............................................. 57
dz' = —1—1)( —=—(X3=X") + y [(xz—x) a+(y.—y") B——Z-(x —x)] \ o ) S 6’)

In [1] S. 19 sind die Be2|ehungen abgeleitet, die zwischen den Koordina-
ten der Satellitenpaare bestehen:
XX +yy +z2z = C,
uu’+w +ww' = C,
€ +m +{ = G,
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Die erste dieser Beziehungen folgt durch Kombinieren der Gleichungen
XC+y +z28 = X2 +y?+ 2% = (x=x) + (y=y)’ + (z-2)°

Differenziert man die erste dieser Gleichungen, so folgt:
xdx'+x'dx+ydy'+y'dy+zdz’'+z'dz = 0

Setzt man aus den Gleichungen 4) 5) 6) und 4’) 5’) 6’) die Differentiale ein
und hebt man « und 3 heraus, so ergibt sich:

T [ (Y= 2 Y+ (66=0) (= 5= )] a+
) 0= F )+ ) (= Sy

1 e (e L _y_ _ y,._z
+ [(x5=x) (x T ,x+ X2) + (Xa=X) (X' — R X+ =

Bezeichnet man die Koeffizienten von « und B mit a, bzw. b, und den
letzten Term mit c,, so folgt:
Ao 0T Do B Co = O i 8)

Flr die anderen Lagen des Satellitenpaares bestehen die analogen
Gleichungen:
A 0D B = 0 i e 9)
A D B A Co = 0 i 10)

Wir fassen « und B als zwei Unbekannte auf, fur die also drei Gleichungen
bestehen. Ihre Vertraglichkeitsbedingung lautet bekanntlich

ao bOCO
A1 D Oy | = 0 ot 11)
a, b, c,

Wir denken uns nun die drei Standpunkte 1, 2, 3 sowie flinf Zielpunkte,
und zwar A’, B, B’, C, C fest und fragen nach der Lage des Zielpunktes A,
dessen Koordinaten die Gleichung 11) befriedigen. Wir kdnnen auch sagen,
wir halten die drei Standpunkte und vier Zielpunkte, und zwar B, B’, C, C' fest
und fragen nach den Zielpunkten A, A’, deren Koordinaten die Gleichung 11)
befriedigen. In beiden Fallen weisen die zweite und dritte Zeile nur konstante
GrofBen auf.

Sind A, B, C die Unterdeterminanten zu den Elementen der ersten Zeile,
so folgt:
agA-byB+¢c,C =0
A_[(Xz X)(y——y)+(xz—X) (y——y)] B""[(Yz y)(y——y)+
+<y2 ) <y——y)]+c—[(x3—x)<x—1—x2——x 5 L)+

y 7

+ (Xz—X) (X’ _T xz—— +y— —xz)] = 0 12)
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Halt man die drei Standpunkte und die genannten flnf Zielpunkte fest, so
sind in dieser Gleichung alle Grof3en auBer x,y,z konstant. Fassen wir die
Konstanten zusammen, so folgt:

Ky X2+ Koy + K22 + Koxy + Ksyz + KeXZ + Kox + Kgy + Koz = 0 oo *13)

Das ist die Gleichung einer Flache 2. Ordnung. Diese Gleichung weist
keine Konstante auf, und die Flache geht daher durch den Ursprung des
Koordinatensystems (x =y =z = 0 befriedigt diese Gleichung). Da der Stand-
punkt 1 mit dem Ursprung zusainmenféllt, geht die Fldche auch durch die
Standpunkte 2 und 3, denn diese machen gegentiber 1 keine Ausnahme.

Um weitere Eigenschaften dieser Flache 2. Ordnung zu finden, legen wir
durch Punkt 1 (=Koordinatenursprung) und A’ (x’,y’,z’) eine Gerade. Sind
x,Y,z die laufenden Koordinaten dieser Geraden, so ist:

X X Y LY Z 2 14)
Daraus folgt, dafB alle Ausdriicke von der Form (x—% x"), (X,_z?’ X),
(V—% Y, (V'—Z? y) verschwinden.

Die Gleichung 12) wird daher von allen Punkten der Geraden befriedigt,
d. h. die Gerade durch 1 und A’ liegt in der gesuchten Flache 2. Ordnung. Da
die Punkte 2 und 3 keine Ausnahme gegenuber Punkt 1 machen, gehdren
auch die Geraden durch 2 und A’ bzw. 3 und A’ dieser Flache an. Die ge-
suchte Flache ist somit ein Kegel 2. Ordnung mit der Spitze in A’. Diese Fldche
schneidet die durch die drei Standpunkte bestimmte Ebene in einer Kurve 2.
Ordnung, die durch die drei Standpunkte geht.

Wir stellen die Frage, ob sich dieselbe Kurve auch dann ergibt, wenn wir
die Punkte B bzw. C die Rolle des Punktes A spielen lassen, wobei wir wieder
analog die anderen Punkte festhalten. Zur Beantwortung dieser Frage
nehmen wir eine bestimmte gefdhrliche Lage der Punkte 1,2,3, A,A’, B,B’, C,C’
als gegeben an. Zu dieser gefahrlichen Lage gehdren dann gewisse Werte
von «,3, die man aus 8), 9), 10) berechnen kann. Variiert man nun A auf der
Oberflache des Kegels, so bleibt die Lage geféhrlich und es bleiben auch o,
unverandert. Diese GroBen kann man namlich aus 9) 10) alleine berechnen,
solange die Determinante 11) verschwindet. Wir sehen demnach, daf die
Gleichung des Kegels bereits durch 8) bzw. 7) gegeben ist, wenn man fir o,
die erwahnten Werte einsetzt. Nun bringen wir den Kegel mit der xy-Ebene
(=Standpunktebene) zum Schnitt. Dazu multiplizieren wir 7) mit z:z' und
setzen dann z = 0. Es folgt:

S B 1y 1 iexa— Y o1 =
v X=X)y o s Y.=Y) Yy B X [(x4 x)x—wxz] =0 e, 15)

Die Koeffizienten dieser Gleichung sind nur mehr lber o, von A’ =
(x,y’,z’) abhéangig. Die GroBen «,f sind aber fiir eine bestimmte geféahrliche
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Konfiguration charakteristisch. L43t man nun B,B’ bzw. C,C’ die Rolle von
A,A’ spielen, so ergibt sich dieselbe Gleichung 15) mit denselben Werten von
o,3. Damit ist die oben gestellte Frage im positiven Sinne beantwortet. Die
Kegel zu B,B’ bzw. C,C’ schneiden die xy-Ebene in derselben Kurve 2. Ord-
nung.

Zusammenfassend ergibt sich aus diesen Uberlegungen folgender Satz
(Fig. 2):

Ein geféhrlicher Fall unseres Problems liegt dann vor, wenn die drei
Standpunkte und die drei Schnittpunkte der durch je ein Satellitenpaar
bestimmten Geraden mit der Standpunktebene einer Kurve 2. Ordnung
angehdren, oder anders gesagt, wenn diese sechs Punkte ein Pascalsches
Sechseck bilden.

tad

Fig.2

Dieser Satz kann auch lediglich aus der Anschauung, und zwar durch
Rickfiihrung auf das bekannte 3,3-Problem (siehe z. B. [2] S. 72) gefunden
werden: Liegt kein gefahrlicher Fall vor, so kdnnen die Lagen der drei Stand-
punkte und die der sechs Satellitenpunkte relativ zueinander bestimmt
werden. Daher kdnnen auch die drei Schnittpunkte der genannten Geraden
mit der Standpunktebene bestimmt werden.

Liegt jedoch ein gefahrlicher Fall vor und wiirden auBBer den gemessenen
GroBen auch noch die Distanzen a,,b,,c, der Satelliten von den zu bestim-
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‘'menden Schnittpunkten fehlerfrei gegeben sein (Fig. 3) — es waren damit
auch die entsprechenden neun Entfernungen der Stand- und Schnittpunkte
berechenbar —, so kdnnte dennoch die relative Lage der in der xy-Ebene
gelegenen Stand- und Schnittpunkte nicht geniigend genau bestimmt wer-
den; denn es liegt sodann der gefahrliche Ort des 3,3-Problems vor.

/’ IB pc
1 4
// B0 bo /
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/A° ,
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d /
v
/@Co
1
Fig. 3

Weitere Eigenschaften der gefidhrlichen Orter, die bei speziellen Lagen
des Satellitenpaares auftreten, werden an dieser Stelle nicht untersucht.

Ergdnzend sei noch bemerkt, dal3 die Gleichungen 8) 9) 10) noch in
anderer Weise verwendet werden kdnnen:

Die numerische Losung dieses Problems und sehr vieler anderer Pro-
bleme geht von Naherungslosungen aus. Die Ndherungslosungen kdénnen
beschafft werden, entweder durch Uberbestimmung [1] oder durch Messung
anderer GroBen, z. B. durch geographische Ortsbestimmung der drei Stand-
punkte.

Aus den oben genannten Beziehungen: dx, = «dxs; dy, = PBdx; setzen
wir a und B in die Gleichungen 8) 9) 10) ein und erhalten

o dX, + Do dY, +Co AXs = 0 o 8a)
A, dX, + D, Ay, FCoAXs = 0 i 9a)
A, dX, + b, dy, +CodXs = 0 i 10a)

In dieser Form gelten die Gleichungen bei widerspruchsfreier Uberein-
stimmung von Naherungskoordinaten und Distanzmessungen. Im allgemei-
nen sind jedoch die Nullen auf der rechten Seite von 8a), 9a), 10a) durch
Widersprliche zu ersetzen, deren Berechnung so erfolgt, wie dies von nichtli-
nearen Ausgleichsproblemen her gelaufig ist. Die Berechnung der Widersprii-
che wird besonders einfach, wenn man ausgehend von gen&dherten Stations-
koordinaten die Naherungswerte der Satellitendrter durch Bogenschnitt



OzfVuPh 67. Jahrgang/1979/Heft 4 197

mittels der Distanzen r,, r,, r3, 1, r,', r5’ usw. bestimmt. Wie man leicht nach-
rechnet, wird dann Gleichung 8a) zu

8 A, + by dy, + Co Ay =m [(X=X)" + (y=y)* + (Z=2)=8%] oo 8b)

Dabei sind x,y,z, x’,y’,2’ als Naherungswerte fir A,A’ anzusehen, wahrend
a wie friher die gemessene Distanz zwischen A,A’ bezeichnet. Sinngeman
ergeben sich 2 weitere Gleichungen 9b), 10b).

Dieser Vorgang zur wesentlichen Verbesserung der N&dherungswerte
kann analog flr zahlreiche Aufgaben angewandt werden. So kénnen z. B. die
in [2] angeflihrten Trilaterationsprobleme ganz analog behandelt werden.
Wenn nétig, wird mit den verbesserten Werten der Vorgang wiederholt.

Fur zwei Unbekannte ist dieses Verfahren unter dem Namen N&herungs-
verfahren von Newton aus der Elementarmathematik bekannt. Fir mehrere
Unbekannte wird dieses Verfahren in der praktischen Analysis ebenfalls
Verfahren von Newton bzw. von Newton-Raphson genannt [3].
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Fremde Baufiihrung und Kataster
Von Leopold Krepper, Baden

Die Bestimmung des § 44 des Vermessungsgesetzes (VermG) verpflichtet
die Grundeigentimer und die Nutzungsberechtigten, dem Vermessungsamt
Anderungen von Grenzen gemiB § 418 ABGB zu melden. Derartige Grenzan-
derungen entstehen, wenn bei der Errichtung eines Gebdudes lber die
Grenze gebaut wird und der Baufiihrer dadurch Eigentum am tiberbauten Teil
des Nachbargrundstiickes erwirbt. Fiir Organe des Bundesvermessungsdien-
stes und fir Vermessungsbefugte ist daher die Frage von Interesse, wie sich
durch die Bauflihrung auf fremdem Grund die Eigentumsverhaltnisse am
Grund und Boden und dem darauf stehenden Geb&dude gestalten und welche
Folgerungen sich daraus flir den Grenzkataster und fir den Grundsteuerkata-
ster ergeben.



