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Gefährliche Örter eines Trilaterations-Prob lems 
der Satel litengeodäsie 

Von Karl Killian, Wien,  und  Peter Meiss/, G raz 

1 91 

I n  d ieser Zeitschrift [1 ] S. 1 8  bis 20 wu rde fo lgendes Problem gestel lt ,  und  
e in  Weg zur Bestim mung von Näheru ngskoord inaten aus  e iner  ü berschüssi
gen Messu ng wurde angegeben . In d ieser Arbeit werden die gefä h rl ichen  
Örter d ieses Problems sowie e ine  n u merische Lösu ng behandelt .  I n  F ig .  1 

sind 1 ,  2, 3 d rei  mit Lasergeräten ausgerüstete Stat ionen der Erdoberfläche .  
I h re Lagen s ind  unbekannt, und zwischen ih nen besteht  kei ne S icht .  A (x,y,z), 
A' (x' ,y' ,z') ;  B (u ,v,w), B '  (u' ,v' ,w') u nd C (�,TJ . �) und C'  (f,TJ' ,r) ist ein Satel l iten
paar in drei versch iedenen unbekan nten Lagen .  

z 

A' 

1 
B b B 

1r;1 

Fig. 1 

y 

Die für  d ieses Prqblem notwend igen M essu n gen können p raktisc h n icht  
gleichzeitig erfolgen . Sie werden daher q u asi-s imu ltan ausgef ü h rt :  In  jeder 
der d rei Lagen des Satel l iten paares werden von den d rei  Stat ionen aus die 
sechs Entfern ungen zu beiden Sate l l iten laufend gemessen . Außerdem 
werden die Entfern ungen a, b,c der beiden Sate l l iten laufend gemesse n .  Da z u  
al len Messu ngen d ie  zugeordneten Zeitpu n kte reg i,striert werden ,  kö nnen  a l le 
Messungen auf gewählte Zeitpunkte red uziert werden .  
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Zur Auffi ndung der gefähr l ichen Örter des Problems beantworten wir 
zunächst d ie Frage: Wie änder n  s ic h  d ie  Koord inaten von A ,  wen n  s ich d ie 
Koordinaten von den Punkten 2 und 3 ändern? 

D ie  Satel l iten l iegen immer i n  den Sch n ittpunkten von dre i  Kuge ln  m it den 
Mittelpunkten 1 ,  2, 3 und den gemessenen Rad ien .  Die G leic h u ngen d ieser 
Kugeln für Pu nkt A s ind :  

x2 + y2 + z2 
= r 1 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . • . . . .  „ „  . . .  „ . . . . . . . . . . . . . .  1 )  

(X-X2)
2 + (y-y 2)

2 + z2 
= r 2 

2 . .  . . . .  . . .  . . . . .  . . . .  . . . .  . . . .  . . .  . . . . . . . .  . . . .  . . . .  . . . . . .  . . .  . . . . . . . . . . . .  . . .  . . . . . . . .  . 2) 
(X-X3)2 + y2 + z2 = r 3 2 . . . . . .  . .  . .  . .  . .  . . . . .  . . .  . .  . . . . . .  . . . . . . .  . . . . . . .  . . . .  . . . . . .  . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  3) 

Die Differentiation d ieser G le ich ungen erg ibt :  

x dx + y dy + z dz = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 a) 
(x-x2) (dx-dx2) + (Y-Y2) (dy-dy2) + z dz = 0 . . . . .  „ . . .  „ . .  „ . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ 2a) 
(x-x3) (dx-dx3) + y dy + z dz = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  3a) 

Aus 1 a)-3a) folgt: 

X dx-(X-X3) dx + (X-X3) dx3 = 0 
und somit 

1 dx = - (x3-x) dx3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . .  „ . . . . . . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • . . .  „ . . . . . . . .  „ „ „ „  . . . . . • . • . . . . . .  4) 
X3 

Aus 1 a)-2a) folgt: 

x dx-(x-x2) (dx-dx2) + y dy-(y-y2) (dy-dy2) = 0 

Setzt man dx aus G I .  4) e in  und drüc kt man auch dx2 u n d  dy2 d urch dx3 
aus, i ndem man setzt: dx2 = ex dx3, dy2 = ß dx3, wobei ex und ß bel iebige 
Zahlen s ind,  so folgt :  

dy = ;2 ((X2-X) <X +  (Y2-Y) ß- �: (X3-X)] dx3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5) 

Aus 1 a) folgt: 

dz = -� (x dx + y dy), und durch E insetzen von dx und  dy aus 4) u n d  5): 

dz = _.1_�  X
X (X3-X) + y

y [(X2-X) <X +  (Y2-Y) ß- -2 (X3-X)] J\. d x 3  · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  6) Z \ 3 2 X3  
Analog ergeben sich d ie Änder u ngen der Koord inaten d es P u n ktes A'  

dx '  = �3 (x3-x') dx3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . .  4')  

dy'  = ;2 [(X2-X') <X +  (Y2-Y' )  ß- �2 (X3-X')] d� 3 . „  . . . . . . . .  „ . . . . . . . . . . . .  „ „  . . . .  „ „  . . . . . . . . .  5') 
1 ' ' 

3 
dz' = -y{ �3 (X3-X') + �2 [(X2-X') <X +  (Y2-Y ') ß- �: (xrx')] } dX3 . . . . .  „ . . . . . . .  6') 

In [1 ] S .  1 9  sind d ie Beziehu ngen abgeleitet, die zwischen  den Koord ina
ten der Satel l itenpaare bestehen : 
xx' + yy' + zz' = C 1 
uu '  + vv' + ww' = C2 
��· + 'fl'fl ' + ��· = c3 
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Die erste d ieser Bezieh ungen folgt durch Komb in ieren der G le ic h u ngen 
x2 + y2 + z2 = r 1 2 . x ' 2 + y' 2 + z' 2 = r' 1 2. (x-x')2 + (y-y')2 + (z-z')2 = a2 . 

Differenziert man d ie erste d ieser G leic h ungen ,  so fo lgt :  
x dx' + x' dx + y dy'  + y' dy + z dz '  + z '  dz = 0 

Setzt man aus den G le ichungen 4) 5) 6) und 4') 5') 6 ')  d ie  D ifferent ia le e in  
und hebt man ex und ß heraus, so erg ibt s ic h :  

:2 [(X2-X') (y- :. y') + (X2-X) (y'- ; y)] ex +  

:
2 

[(Y2-Y') (y- :. y') + (Y2-Y) (y'- �· y)] ß + 

+ -1 [(x3-x') (x- L x - 2- x' + 2- L x ) + (x -x) (x' - L x - � x + � _y_ x ) X3 y 2 2 z' z' y 2 2 3 y 2 2 z z y 2 2 

= 0 . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ „ „  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7) 

Bezeichnet man d ie Koeffizienten von ex und  ß m it a0 bzw. b0 und  den 
letzten Term mit  c0, so fo lgt:  
a0 <X +  b0 ß + C0 = Ü . „ „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ „ . . .  „ 8) 

Für d ie anderen Lagen des Sate l l iten paares bestehen d ie an alogen 
Gleic hungen:  
a 1 cx + b 1 ß + c 1 = 0 . „  . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . „ . „  . .  „ . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . .  „ . . . .  „ . . . . . . . . .  „ „  . . . . . . . . . . . .  9) 
a2 <X +  b2 ß + C2 = Ü . . . . . . . . . . . .  „ .  „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . .  „ . . .  1 0) 

Wir fassen ex und ß als zwei Unbekan nte auf, für  d ie  also d re i  G le ic h ungen 
bestehen .  I h re Verträg l ich keitsbed ingung lautet bekannt l ic h  

ao bo C o  
a 1 b 1 C 1 = Ü  . .  „ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . .  „ . . . . . . . .  „ . . .  „ . „  . . . . . . .  „ . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . .  „ . 1 1 )  
a2 b2 C 2 

Wir denken uns n u n  d ie drei Stand punkte 1 ,  2, 3 sowie fünf  Z iel p u n kte, 
u nd zwar A' ,  B, B ', C, C' fest u nd fragen nac h  der Lage des Z ie l p u n ktes A, 
dessen Koord inaten d ie G le ichung 1 1 )  befriedigen .  Wir  können auc h sagen, 
wir h alten d ie drei Stand punkte und vier Z ie lpunkte, und zwar B, B ', C, C' fest 
und fragen nach den Z ie lpunkten A, A ', deren Koord inaten d ie  G le ic h u ng 1 1 )  
befried igen . I n  beiden Fäl len weisen d ie  zweite und dritte Zei le n u r  konstante 
Größen auf. 

Sind A, B, C d ie U nterdeterm inanten zu den E lementen der ersten Zei le, 
so folgt: 
ao A-bo B + Co c = 0 

A -y
1 [(X2-X') (y- :. y') + (X2-X) (y'- ; y)]-B Y

1
2 

[(Y2-Y') (y- :. y')  + 
2 

' 1 ' + (Y2-Y) (y' _ !:__ y)] + c - [(X3-X') (x- l X2- .3,. x' +.3.- J_ X2) + z X3 Y2 z z Y2 
' z'  y z' + (X3-X) (x'- i2 

X2- z X + -y;- Z X2)] = Ü . . . . . . . .  „ . .  „ . . . . . . . . . . . .  „ . . .  „ . „  . . . . . . . .  „ . . .  „ 1 2) 
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Hält man die d rei Standpu n kte und  d ie  genan nten fünf  Z ie lpu n kte fest, so 
sind in d ieser Gleichung al le G rößen außer x ,y ,z konstant. Fassen w i r  d ie  
Konstanten zusammen, so fo lgt :  

K 1 x2 + K2y
2 + K3z2 + K4xy + K5yz + K6XZ + K1x + KaY + Kgz = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 3) 

Das ist d ie Gle ichung einer Fläche 2 .  O rd n u n g .  D iese G leic h u ng weist 
keine Konstante auf, und d ie  F läche geht daher d u rch  den  Ursprung des 
Koord inatensystems (x = y = z = 0 befried igt d iese G le ichu ng) .  Da der Stand
punkt 1 m it dem Urspru ng zusammenfäl lt ,  geht die F läche auch d u rch die 
Standpunkte 2 u nd 3, den n d iese machen gegen ü ber 1 keine  Ausnahme.  

Um weitere Eigenschaften d ieser F läche 2.  Ord n u n g  z u  f inden ,  legen wir  
durch Punkt 1 ( = Koord inatenursprung) u nd A '  (x' ,y ' ,z ' )  e ine  Gerade.  S ind 
x ,y ,z  d ie laufenden Koord inaten d ieser G eraden ,  so ist: 

x :  x' = y : y' = z : z' „ „  . . . . . . . . . . . • . • . . . .  „ „ „ . „ „  . . .  „ „  . . . .  „ . „ .  „ „ . „ „  . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . „ „  . . .  1 4) 

Daraus folgt, d aß al le Ausdrücke von der Form (x- :. x') ,  (x'- �· x), 
z z' (y- Z' y'), (y' - z y) verschwinden .  

D ie  G le ichung 1 2) wird daher von a l len  Punkten der Geraden befried igt, 
d .  h. d ie Gerade durch 1 und A' l iegt in der gesuchten F läche 2. O rd n u n g .  Da 
die Punkte 2 und 3 keine Ausn ahme g egen ü ber Punkt 1 machen ,  gehören 
auch die Geraden durch 2 und A' bzw. 3 u nd A' d ieser Fläche an. Die ge
suchte Fläche ist somit e in Kegel 2. Ord n u n g  m it der Sp itze in  A'. D iese Fläche 
schneidet d ie du rch d ie d re i  Standpunkte best im mte Ebene in e iner Kurve 2.  
Ordnung ,  d ie durch  die d rei  Standpunkte geht .  

Wir stel len die Frage, ob s ich d ieselbe Kurve auch dann e rg i bt ,  wenn wir 
die Punkte B bzw. C die Rol le des P u n ktes A spielen lassen ,  wobei wir  wieder 
analog die anderen Punkte festha lten .  Z u r  Beantwortung d ieser Frage 
nehmen wir eine best immte gefährl iche Lage der P u nkte 1 , 2 ,3 ,  A ,A ' ,  B , B ' ,  C ,C '  
a ls  gegeben an .  Z u  d ieser g efäh r l ichen Lage gehören dann gewisse Werte 
von cx,ß, d ie  man aus 8), 9), 1 0) berechnen kan n .  Vari iert man n u n  A auf der 
Oberfläche des Kegels, so b le ibt d ie  Lage g efähr l ich und es b le iben auch a, ß 
u nverändert. Diese G rößen kann man näml ich aus 9) 1 0) a l le ine berech nen,  
solange d ie  Determinante 1 1 )  verschwindet .  Wir  sehen demnach ,  daß d ie 
Gleichu ng des Kegels bereits d u rch 8) bzw. 7) gegeben ist, wen n man für  a ,ß 
d ie erwähnten Werte e insetzt . Nun br ingen wir  den Kegel m it der  xy-Ebene 
( = Standpu nktebene) zum Sch n itt. Dazu m u lt ip l iz ieren wir  7)  m it z : z '  und  
setzen dann  z = 0 .  Es  fo lgt :  

1 1 1 y -- -y (X2-X) Y ex- - (Y2-Y) Y ß- -X [(X3-X) X- - X2] - 0 . . . . . . . . . . . . . . . „ . . . . „ . . .  „ .  1 5) 2 Y 2  3 Y 2  

D i e  Koeff izienten d ieser G le ichung s i n d  n u r  mehr  ü ber a, ß v o n  A '  = 
(x' ,y ' ,z') abhäng ig .  Die Größen cx,ß s ind aber für  e ine best im mte gefährl iche 
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Konfig uration charakteristisch .  Läßt man n u n  B , B '  bzw. C,C'  d ie  Ro l le  von 
A,A' spie len,  so ergibt s ich dieselbe G leichung 1 5) m it denselben Werten von 
cx,ß. Damit ist d ie oben geste l lte Frage i m  positiven S inne  beantwo rtet . Die 
Kegel zu B ,B '  bzw. C,C' schneiden die xy-Ebene in  derse lben Kurve 2 .  Ord
nung.  

zusam menfassend erg ibt s ich aus d iesen Ü berleg u ngen fo lgender Satz 
(Fig .  2): 

Ein gefährlicher Fall unseres Problems liegt dann vor, wenn die drei 

Standpunkte und die drei Schnittpunkte der durch je ein Sa tellitenpaar 

bestimmten Geraden mit der Standpunktebene einer Kurve 2. Ordnung 

angehören, oder anders gesagt, wenn diese sechs Punkte ein Pascalsches 

Sechseck bilden. 

X 

A 

/ 
/ 

1 
BO 0 

1 
I 
I 

c' 

c 

B c 

2 

Fig.2 

Dieser Satz kann auch led ig l ich aus der Anschauung ,  und  zwar d u rch 
Rückfüh rung auf  das bekan nte 3 ,3-Problem (s iehe z .  B .  [2] S .  72)  gefunden 
werden:  Liegt ke in  gefäh r l icher Fal l  vor, so kön nen d ie  Lagen der  d rei  Stand
punkte und die der sechs Sate l l i tenpunkte relativ zueinander bestim mt 
werden . Daher können auch die d rei  Schn ittpu n kte der genannten Geraden 
mit der Standpunktebene best immt werden .  

Liegt jedoch e in gefäh r l icher Fa l l  vor  und würden außer  den gemessenen 
Größen auch noch die Distanzen a0 ,b0,c0 der Satel l iten von den z u  best im-
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· menden Schn ittpunkten feh lerf rei gegeben sein (Fig . 3) - es wären damit 
auch d ie  entsprechenden neun Entfern u ngen der  Stand- u nd Schn ittpu n kte 
berechenbar -, so könnte dennoch d ie relative Lage der in der xy-Ebene 
gelegenen Stand- und Sch n ittpu n kte n icht  genügend genau bestim mt wer
den ; denn es l iegt sodann der gefä h rl iche Ort des 3 ,3-Prob lems vor.  

A 

/ 
e' 

b 

A/ 
1 B / 

Fig. 3 

Weitere Eigenschaften der gefäh r l ichen Örter, d ie  bei s peziel len Lagen 
des Satel l iten paares auftreten,  werden an d ieser Ste l le n icht  u ntersucht .  

Ergänzen d se i  noch bemerkt, daß d ie G le ich u ngen B) 9) 1 0) noch in  
anderer Weise verwendet werden kön n e n :  

D i e  n umerische Lösu ng d ieses P roblems und seh r  v ie ler  anderer Pro
bleme geht von Näheru ngslösungen aus. Die Näherungs lösungen können 
beschafft werden,  entweder durch  Ü berbesti m m u n g  [1 ] oder  d u rch  M essung 
anderer G rößen, z .  B .  d u rch  geograph ische Ortsbestim m u n g  der  dre i  Stand
pun kte. 

Aus den oben genan nten Bezieh u ngen :  dx2 = cxdx3 ,  dy2 = ßdx3 setzen  
w i r  ex und ß i n  d ie G le ichungen B)  9) 1 0) e in  und erh alten 

ao dx2 + bo dy2 + Co dx3 = 0 „ „ „ „ . „ . „ „ „ „ . „ . „ . „ „ „ „ „ „ . „ „  . .  „ „ „ „ . „ . „ „ „  . .  „ „ „ „  Ba) 
a,  dx2 + b, dy2 + c0  dx3 = 0 „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „  9a) 
a2 dx2 + b2 dy2 + c0 dx3 = 0 „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „  1 Oa) 

In d ieser Form gelten d ie G le ichu ngen bei widerspruchsfre ier Ü berein
stimmung von Näherungskoord inaten u nd Distanzmessungen .  Im al lgemei
nen sind jedoch d ie  Nu l len auf der  rechten Seite von Ba) ,  9a) ,  1 Oa) d u rch  
Widersprüche zu ersetzen,  der�n Berec h n ung so erfo lgt, wie d ies von  n icht l i 
nearen Ausg leichsproblemen her  geläuf ig ist . Die Berec h n u ng der  Widersprü
che wird besonders e infac h ,  wenn man ausgehend von genäh erten Stations
koord inaten die Näheru ngswerte der  Satel l i tenörter d u rc h  Bogensch n itt 
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mittels der Distanzen r 1 . r2 , r3 , r 1 ' ,  r/ ,  r3 '  usw. bestim mt.  Wie man le icht nach
rech net, wird dann G leichung Ba) zu 

ao dx2 + bo dy2 + c0 dx3 = � [(x-x')2 + (y-y')2 + (z-z')2-a2] • • • • • . . . . . • . • . . • • • •  „ . . . . . Sb) 

Dabei sind x,y,z, x' ,y ' ,z '  als Näherungswerte für A,A' anzusehen , wäh rend 
a wie früher d ie gemessene Distanz zwischen A,A '  beze ichnet .  S in ngemäß 
ergeben s ich 2 weitere G le ichungen 9b) ,  1 Ob). 

D ieser Vorgang zur wesent l ichen Verbesserung der Näherungswerte 
kann analog für  zah l reiche Aufgaben angewandt werden .  So können z .  B .  d ie 
in [2] angefüh rten Tri laterationsprobleme ganz analog behandelt werden .  
Wenn nötig, wird m it den verbesserten Werten der Vorgang wiederholt .  

Für  zwei Unbekan nte ist d ieses Verfah ren unter dem Namen Näheru ngs
verfahren von Newton aus der Elementarmathematik bekannt .  F ü r  mehrere 
Unbekannte wird dieses Verfahren in der praktischen Ana lysis ebenfalls 
Verfahren von Newton bzw. von Newto n-Raphson genannt  [3] . 
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Fremde Bauführung und Kataster 

Von Leopold Krepper, Baden 

Die Bestimm u ng des § 44 des Vermessungsgesetzes (Verm G)  verpfl ichtet 
die Grundeigentümer und die N utzu ngsberechtigten ,  dem Vermessu ngsamt 
Änderungen von G renzen gemäß § 4 1 8 ABGB zu melden .  Derart ige G renzän
derungen entstehen,  wenn bei der E rr ichtung e ines Gebäudes ü ber die 
Grenze gebaut wird und der Baufü h rer dadurch Eigentum am ü berbauten Tei l  
des Nachbargru ndstückes erwirbt.  FÜ r Organe des B u n desvermes�u ngsdien
stes u nd für  Vermessungsbefugte ist daher die Frage von I nte resse,  wie s ich 
durch die Bauführung auf fremdem G ru nd die E igentumsverh ältn isse am 
Grund und Boden und dem darauf stehenden Gebäude gestalten und welche 
Folgerungen sich daraus für  den G renzkataster und fü r  den Grundsteu erkata
ster ergeben .  


