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Das lambertsche Sechspunktproblem 
und seine gefährlichen Fälle*) 

Von Walter Wunder/ich, Wien 
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Für das klassische Sechspunktproblem von Lambert wird eine lineare 
konstruktive Lösung nebst einer trigonometrischen dargelegt. überdies wird 
sowohl synthetisch als auch analytisch nachgewiesen, daß gefährliche 
Anordnungen mit stetigen Lösungsseharen dann und nur dann vorliegen, 
wenn die sechs Punkte einem (eventuell zerfallenden) Kegelschnitt angehö
ren. Auch bei beliebiger Vermehrung der Punkte bleibt die Existenz unendlich 
vieler Lösungen des dann bereits überbestimmten Problems bestehen, 
soferne alle Punkte auf dem gefährlichen Kegelschnitt liegen. 

1 .  Aufgabenstellung 

Werden aus jedem von d rei der Situation nach un bekan nten Standpunk
ten PI >  P2, P3 d ieselben d rei  ebenfal ls u n bekannten Zielpunkte 0 1 . 02. 03 
anvisiert und dabei auch d ie Azimute gemessen , so reichen die neun Meßda
ten gerade aus, um die Konfiguration der sechs ( in der G ru ndebene gedach
ten) Punkte bis auf den unbest immt b le ibenden Maßstab zu ermittel n .  

Dieses interessante „Sechspu n ktproblem",  das 1 765 von J. H .  Lambert 
[1 ] aufgeworfen und gelöst wu rde ,  scheint neuerd ings im Bereich der Meeres
geodäsie wieder Beachtu ng zu f inden,  wie einer aktuel len Arbeit von K. Killian 
[2] zu entneh men ist. Aus d iesem G runde wird eine neue,  ganz elementare 
und dem l inearen Charakter der Aufgabe besser entsprechende Lösu ng 
mitgeteilt , ferner wird die einsch lägige, bisher nur i n  [2] behande lte Frage 
nach den gefährl ichen Fäl len erörtert und in  ü bersicht l icher Weise geklärt. 

2. Konstruktive Lösung 

Die vom Standpunkt P1 aus gemessenen,  von Nord ü ber Ost gezäh lten 
Richtu ngswi nkel  nach den Zie lpunkten Oi seien mit cxi bezeichnet ,  die von P2 
aus gemessenen mit ß;, und schl ießl ich die von P3 aus gemessenen m it 'f; (i = 

1 ,  2, 3). Lambert baut n u n  d ie  Fig ur  von den bel iebig angenommenen P u n kten 
01 und 03 aus mit H i lfe von Kreisen auf, d ie zu bekan nten Perip heriewinkeln 
gehören (z .  B .  cx3-cx1 für Pi usw.). 

Im H inb l ick d arauf, daß von sämtl ichen Z ielstrah len die R ichtungen 
bekannt s ind ,  ist  es natürl icher, etwa mi t  d en Punkten P1 und 0 1 zu beg innen ,  
d ie  dem gemessenen Azimut  cx1 entsprechend in  bel iebiger Entfern ung I 
angenommen werden.  Die Punkte P2 und P3 sind dann an woh lbesti m mte 

*) Herrn emer. o .  U niv.-Prof. Dipl . - Ing.  Dr. techn.  Alois Barvir zur Vollendung seines 
80. Lebensjahres gewidmet. 
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Strah len p2 bzw. p3 durch 0 1  gebu nden (Azim ute ß 1  bzw. Y 1 ). ebenso die 
Punkte 02 und 03 an d ie  Strah len q2 und q3 durch P1 (Az im ute cx2 bzw. cx3). 
Beginnt  man nun  - sozusagen probeweise - m it dem zweiten Standpunkt an 
irgendeiner Ste l le P� auf p2 (Fig . 1 ) , so gelangt man in  der Richtung ß2 zu O� 
auf q2 und von dort in R ichtung y2 zu P� auf p3. Z ieht man zu letzt noch die 
Strah len i n  Richtung ß3 und y3 durch P� bzw. P�. so sol l te deren Schn ittpunkt 
O� als dritter Z ie lpunkt eigentl ich auf q3 l iegen, was jedoch wegen der wi l lkür
l ichen Wah l  des Ausgangspu nktes P� im al lgemeinen n icht  der Fa l l  sein wird 
(vg l .  h ingegen Abschn itt 4). 

Läßt man n u n  P� m it konstanter Geschwindigkeit auf p2 wandern, so 
werden die ü brigen Konstrukt ionselemente (Punkte und Geraden) m it eben
falls konstanten Geschwindigkeiten fo lgen. H ieraus ist zu erken nen ,  daß der 
Punkt O� eine Gerade g durch laufen wird, deren Schn itt m it q3 dann den 
richtigen Zie lpunkt 03 l iefert, worauf rü ckschreitend der Rest der Fig ur  leicht 
zu ergänzen ist.  Zur Best immung der Geraden g genügt es also, d ie vorh in 
gesch i lderte Konstru kt ion für  e ine zweite Wah l P� auf p2 zu wiederholen,  am 
besten für  d ie Annahme P� = O� im Schn ittpunkt von p2 mit  q 2 (F ig .  1 ) . 

Fig. 1 Konstruktive Lösung des Sechspunktproblems 

3. Trigonometrische Lösung 

Die in  Abschn itt 2 besch riebene Konstruktion läßt sich ohne weiteres 
rech nerisch nachvol lz iehen .  Zur  tr igonometrischen Behand lung setze man 
P1 0; = R; und 0 1 P; = r; (i = 2,  3) ;  der u n bestimmte Abstand P1 0 1 se i  m it I 
bezeichnet. N immt man den Koord inaten u rsprung in P1 an (x 1 = y1 = 0), 
dann hat 01 die Koord inaten X1 = /coscx1 , Y1 = /sincx 1 • Fü r  die rest l ichen 
Koord i naten hat man:  

P2 : X2 = /coscx , - r2cosß , ,  Y2 = /s incx ,  - r2s in ß1 ; 
P3: X3 = /coscx , - f3COSy 1 .  y3 = /sincx ,  - r3siny 1 ; 
02 : X2 = R2coscx2 , Y2 = R2s incx2 ; 
03 :  x3 = R3COS<X3 ,  y3 = R3s incx3. 

(3. 1 )  
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Bedingt d u rch d ie bekan nten Azim ute ß; und Y; der Pei lstrah len P20; bzw. 
P30; (i = 2, 3) bestehen d ie  Bez iehungen 

r2sin (ß2 - ß 1 ) + R2sin (ß2 - a2) = /s in  (ß2 - a 1 ). 
r2sin (ß3 - ß 1 ) + R3sin  (ß3 - 0:3) = /s in  (ß3 - <X1 ). 
f3S in (Y2 - Y 1 ) + R2s in (Y2 - <X2) = /sin (Y2 - <X 1 ). 
r3s in (y3 - Y 1 )  + R3s in (y3 - <X3) = /sin (y3 - <X 1 ). 

(3.2) 

Dies sind vier l ineare G le ichu ngen für  d ie unbekan nten D istanzen r2 . f3 , 
R2 , R3• Sie s ind auflösbar, fal ls d ie Determinante n icht  verschwindet ,  was in  
e inem „gefäh rl ichen Fa l l "  e intreten würde (vg l .  Abschn itt 4).  Nach E l im ination 
von r2 und r3 ergeben sich zwei l ineare G le ichungen für  R2 und R3 der Gestalt 

A 2R2 - A3R3 = A 1 f. 82R2 - 83R3 = 8 1 / mi t  
A i  = sin (ß 1  - <X1 ) s in (ß3  - ß2),  8 1  = sin (Y 1 - <X1 ) s in (y3  - Y2).  
A 2 = sin (ß2 - a2) s in (ß3 - ß 1 ). 8 2 = sin (Y2 - <X2) sin ('f3 - Y1 ). (3.3) 
A3  = sin (ß3 - a3) s in (ß2 - ß 1 ). 83  = sin (y3 - a3) s in (Y2 - Y 1 ) .  
Auf das Ansch reiben der Lösungswerte für  R2 und R3 wird verz ichtet, wei l  

keine Vereinfachu ngen zu erwarten s ind .  - In ähn l icher Weise f indet man r2 
und r3 aus dem Gleich ungspaar 

a2r2 - a3f3 = a 1 /, b2r2 - b3r3 = b 1 f  m it 
a 1  = sin (a2 - <X1 )  s in (y2 - ß2), b 1 = sin (<X3 - a 1 )  s in (y3 - ß3), 
a2 = sin (ß2 - ß 1 )  sin (Y2 - <X2). b2 = sin (ß3 - ß 1 ) sin (y3 - a3), (3.4) 
a3 = sin (Y2 - y 1 ) s in (ß2 - <X2). b3 = sin (y3 - y 1 ) s in (ß3 - a3). 
Die beiden Nenner-Determinanten A283 - A 382 und a 2b3 - a3b2 u nterschei

den sich im übrigen bloß d u rch das Vorzeichen .  
D ie  gesuchten Koord inaten der  Punkte P2. P3 ,  02 und  03 s ind schl ießl ich 

gemäß den Formeln (3 . 1 ) zu berechnen .  

4.  Synthetische Untersuchung gefährlicher Konfigu rationen 

Eine „gefährl iche" Anord n u ng der sechs Punkte beim Lambertschen 
Problem l iegt offen bar vor, wenn d ie im Zuge der konstrukt iven Lösu ng aus 
Abschn itt 2 auftretende H i lfsgerade g (Fig.  1 )  mit dem Z ielstrah l  q3 zusam men
fäl l t :  Der Schn ittpunkt 03 = q3g wird dann (e infach) u nbest im mt, so daß sich 
nicht mehr e ine e indeutig bestim mte Lösu ng,  sondern e ine (ei nparametrige) 
Schar von Lösungen einstel lt .  

Vorausgesetzt, daß e in solcher Ausnahmefal l  q3 = g ü berhaupt existiert 
- was ja n icht  selbstverständ l ich ist -, wird also der von einem bel iebigen 
Ausgangspunkt P� auf p2 gemäß der Vorschrift aus Fig . 1 abgele itete Punkt O� 
stets auf q3 zu l iegen kommen (Fig. 2). Bei Variation von P� auf p2 wird dann 
der  Punkt J'1 = P�O� · O�P� e ine Gerade j d u rch  J2 = P2q2 und J3 = p3q3 
durch laufen .  Das gesch lossene Polygon P1 0�P�O i P�O� ist demnach e in 
Pasca/sches Sechseck, wei l  d ie  Schn ittpunkte der d rei  Gegenseiten paare 
einer Geraden j = J'1 J2J3 angeh ören : nach einem der ältesten Sätze der 
projektiven Geometrie ist es daher e inem Kegelschnitt k' e ingesch rieben 
[3, S.  32-34]. 
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Fig. 2 Zwei Lösungen in 

1) einem gefährlichen Fall 

N u n  ist bloß noch zu zeigen, daß die so erkan nte notwendige Bed ingung 
für  eine gefährl iche Anordnung auch h in reichend ist. Seien a lso d ie  drei  
Standpunkte Pi zusammen m it den drei Zie lpu nkten Qi (i = 1 ,  2 ,  3) auf e inem 
Kegelschn itt k angeordnet (Fig . 2).  Nach dem Satz von B. Pascal schneiden 
einander dann die drei Paare von Gegenseiten des Sechsecks P1 Q2P3Q 1 P2Q3 
in  drei  Punkten Jl >  J2 , J3 einer Geraden j. Verlagert man nun P2 an irgend eine 
andere Stel le P� von p2 = Q 1 P2, und läßt man die ü brigen P u n kte nach der 
Konstruktionsvorsch rift aus Abschn itt 2 fo lgen,  so wandert J1 nach J'1 auf j, 
denn die Dreiecke P202J1 und P�Q�J'1 s ind wegen der paral le len Lage entspre
chender Seiten zentrisch-äh n l ich  bezüg l ich J2 • Ebenso · g i lt P3Q3J 1 P�Q�J; 
(Äh n l ichkeitszentru m J3), so daß Q� tatsäch l ich auf q3 = P1 Q3 zu l iegen 
kommt.  - Damit ist im E inklang mit [2] erkan nt  der 

Satz 1 :  Gehören beim Lambertschen Sechspunktproblem die drei Stand
punkte samt den drei Zielpunkten einem Kegelschnitt an, so liegt eine gefähr
liche Anordnung vor, die auf eine einparametrige Lösungsschar führt. 

5. Analytische E rm ittlung der gefäh rl ichen Fälle 

Zur analytischen Untersuchung der Frage nach den gefähr l ichen Fällen 
beim Sechspun ktproblem empfieh l t  s ich eine Vorgangsweise, die sich schon 
bei zwei Achtpunktprob lemen bewäh rt hat [4] : U nter Beibehaltung  des in  
Abschn itt 2 e ingefüh rten Koord inatensystems wird das Z ielstrah lbüschel P1 
(0,0) u nverändert festgehalten ,  während auf d ie  beiden anderen zwei wi l lkürl i
che g leichsinn ig-kongruente Verlagerungen P2(X2 ,Y2) __, P�(x�y�) und P3(x3,y3) 
__, P�(x�,y�) ausgeü bt werden .  Z u m  U ntersch ied von den Achtpunktprob lemen 
in  [4] s ind jetzt aber keine Verdrehu ngen,  sondern auf Grund der bekannten 
Azimute bloß Verschiebungen vorzunehmen . 1 ) 

') Das vorliegende Sechspunktproblem l ieße sich als Sonderfall unter das Clausensche 
Achtpunktproblem unterordnen (Fall 1 in  [4, S. 38 ff.]), doch ist die nachstehende direkte Behand
lung beträchtlich einfacher. 
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Sol len die drei  zu einem Zie lpunkt Q (X, Y) weisenden Strahlen auch nach 
der Verlagerung wieder in  einem Punkt Q' (X', Y') zusammenlaufen - was nur  
für  ausgezeich nete, eben „gefähr l iche" Z ie lpunkte Q eintreten wird -, so 
m üssen die Bed ingungen 

Y!X = u = Y'!X', 
( Y-y2)!(X-x2) = v = (Y'-y�)l(X'-x�). (5. 1 ) 
( Y-y3)/(X-X3) = w = ( Y'-y�)l(X'-x�) 

erfü l lt sein ;  u, v, w stehen dabei abkü rzend für  tga, tgß, tgy (F ig .  3). M i t  ande
ren Worten bedeutet d ies, daß die d rei  G eradengleichungen 

uX - Y = 0, 
vX - Y = VX2 - Y2. (5.2) 

wX - Y = WX3 - Y3 
l i near abhäng ig sein m üssen . D ie notwendige und h in reichende Bed ingung 
dafü r ist das Verschwinden der G leich u ngsdeterm inante, d .  i .  ausgewertet : 

W (UX3 - VX3 + VX2 - Y2) = UVX2 + U (y3 - Y2) - Vy3 . (5.3) 

Fig. 3 Gefährliche Zielpunkte 

Die gle iche Beziehu ng muß  natürl ich auch fü r  d ie gestrich enen Koord i na
ten bestehen . E l im ination  von w aus den beiden Schn ittbed ing u ngen (5.3) 
und (5.3') führt dann auf eine Relat ion zwischen u und v, welche die gefäh rl i 
chen Zielpunkte Q durch  d ie  Azimute a = arctgu und ß = arctg v der Pei l
strah len P, Q bzw. P2Q kennzeichnet .  S ie  lautet nach e in igen U mform u ng en 
und Kürzung d u rch  u-v (wom it d ie i n  tr ivialer Weise gefährl ichen Fernpunkte 
ausgesch altet werden): 

auv + bu + cv + d = 0 mit 
a = X2X� - X3X� .  b = X3 (y� - y�) + (y3 - Y2) x�. 
c = y3 (x� - x�) + (X3 - X2) y�. d = Y2Y� - y3y� . 

(5.4) 

Durch d iese b i l ineare Beziehung sind d ie  beiden Z ielstrah lbüschel  P, und  
P2 projektiv gekoppelt, sodaß der  von i h nen erzeugte Ort a l ler  (für d ie  ange
nommene Verlageru ng) gefähr l ichen Punkte Q ein Kegelschnitt k d u rc h  d ie  
beiden B üschelsch eitel P, und P2 ist. Seine G le ichung erg ibt s ich - auch ohne 
solche Vorken ntn isse -, i ndem man in  (5.4) d ie G rößen u und v vermöge (5.2) 
durch  X und Y ausdrückt .  Man gelangt so zu 

(5 .5) 
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Durch Einsetzen der Koord inaten X; und Y; für  X und  Y kann man sich 
ü berzeugen, daß al le d rei Stand punkte P; (i = 1 ,  2 ,  3) auf dem gefähr l ichen 
Kegelschn itt k l iegen .  Über d ie  Anzahl der Z ie lpunkte Q (X, Y) ist  n ichts 
gesagt. Das bedeutet also vorläufig : l iegen beliebig viele Zielpunkte Q 
zusammen m it den d rei Standpunkten P; auf dem Kegelsch nitt k (5.5), dann 
besitzt das Lambertsche Problem noch eine Nebenlösung ,  bei welcher 
anstel le der Standpunkte P; (x;, yJ deren Neu lagen Pi (xi, yi) treten .  

Daß d i e  damit nachgewiesene Nebenlösung nicht d i e  e inz ige ist, sondern 
bloß eine aus einer ganzen (stetigen) Schar, wäre noch zu zeigen .  Weiters, 
daß der Kegelschn itt k (5.5) in  keiner Weise ausgezeichnet ist, sondern daß 
jeder bel iebige Kegelschn itt als gefähr l icher Ort für  e ine best im mte Verlage
rung auftreten kann .  U nd schl ießl ich ,  daß die Standpunkte P; auf k keine 
speziel le Lage haben,  ja daß i h re Anzahl sogar bel iebig vermehrt werden 
kann ,  wenn sie nur  al lesamt auf k l iegen . Al l  d ies kön nte nach dem Vorb i ld in 
[4] geschehen,  doch werden sich die angefü hrten Behau ptungen im letzten 
Abschn itt auf e infachere Weise bestät igen.  

Zu d iesem Zwecke ist  aber vorerst d ie Anordnung der Zielpunktneulagen 
Q' (X', Y') zu klären .  Zufolge (5. 1 )  s ind offen bar bloß d ie  gestr ichenen und 
u ngestrichenen Koord i naten zu vertauschen . Dies z ieht  led ig l ich einen 
Vorzeichenwechsel der Koeffizienten a bis d i n  (5.4) nach s ich ,  sodaß sich als 
Ort der neuen Zielpunkte Q'  wieder e in Kegelschnitt k' erg ibt ;  seine G leichung 
lautet: 

dX'2 + (b + c) X'Y' + a Y'2 - (dx�+ cy�)  X' - (bx� + ay�) Y' = 0. (5.6) 

Die Übereinst immung der quadratischen G l ieder in  (5 . 5) und (5.6) besagt, 
daß die Kegelschn itte k und k' gemeinsame Fernpunkte haben, und  d ies 
bedeutet für  gewöhnl ich ,  daß s ie ähnlich und ähnlich gelegen s ind .  Bei  
E l l ipsen g i lt d ies ohne E inschränkung (vg l .  Fig . 2) ;  i m  Fal le e iner Parabel k ist 
für k' aber auch die G renzform eines achsen paral lelen Geradenpaares zu 
berücksichtigen ; bei e iner Hyperbel k kan n  k' auch e ine Hyperbel sein ,  fü r 
welche Haupt- und Nebenachse die Rol len getauscht haben,  oder aus zwei 
Geraden in  Asymptotenrichtungen bestehen .  

6. Lösungsseharen d e r  gefäh rlichen Fälle 

Beim Vorhandensein äh n l icher und ähn l ich gelegener gefährl icher Kegel
schn i tte k und k' l iegt es im H inb l ick auf den sowieso unbest i m mt bleibenden 
Maßstab nahe, d iese Kegelschn i tte zusammenfallen zu lassen ,  was die 
Übersicht über d ie  Lösu ngsschar zu erleichtern verspr icht .  H ierbei s ind 
al lerd ings E l l ipsen , Parabeln und Hyperbeln get rennt  zu behandel n .  Abwei
chend von der bisherigen Bedeutung sollen jetzt x, y und  X, Y affine Koordi
naten bezeichnen,  d ie  von der Nord richtu ng unabhängig s ind .  Die Koord ina
tenachsen brauchen also keinen rechten Winkel mehr z u  b i lden,  und  die 
E inheiten auf i hnen dürfen versch ieden sei n .  
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1. Elliptischer Fall 

Legt man i m  Falle e iner gefähr l ichen Ellipse k = k' die Koord inaten
achsen und i h re E inheiten d u rch zwei konjugierte Halbmesser fest, so können 
auf G rund der geläufigen Parameterdarstel lung x = cos t, y = sin t die auf k 
angeordneten Stand- und Zielpunkte erfaßt werden durch 

Pi . . .  xi = cos tii Yi = sin ti; 
Qi . . .  Xi = cos Ti, Yi = sin Ti. 

Die Richtung des Z ielstrah ls PiQ; wird dann gekennzeichnet d u rch 

(Yi - Yi) : (Xi - x;) = - cot (Ti + ti)/2. 

Wird nun die Verlagerung der Stand- bzw. Zielpu nkte durch  

(6. 1 )  

(6 .2) 

(6 .3) 

angesetzt, dann bleiben wegen T/ + tf = Ti + ti d ie Richtungen sämtl icher 
Zielstrah len u nverändert. Die Transformationen P; -. Pf und Qi -. Qj sind als 
affine Drehungen u m  d ie Winkel - 'T  bzw. + 'T anzusprechen (gewöh n l iche 
Drehungen im Falle eines Kreises k = k', bei  welchem die Sach lage elementar 
zu durchschauen ist) . Anzahl und Anordnung der Stand- und Z ie lpu nkte 
unterl iegen dabei keinen E inschränkungen .  Den frei wäh lbaren Werten von 'T 

entsprechen unendl ich viele Lösu ngen, d ie e ine stetige Schar erfü l len ;  zu 
achten ist  nur  auf  d ie z u  vermeidende M ögl ichkeit, daß sich das Azimut  e ines 
Z ielstrah ls bei der Verlageru ng u m  1 80 °  ändert. 

II. Parabolischer Fall 

Legt man im Fal le e iner gefäh rl ichen Parabel k = k' die x-Achse in  d ie  
Scheiteltangente und d ie y-Achse in  d ie  Parabeiachse, so können d ie  Stand
bzw. Zielpunkte angesetzt werden m it 

Pi . . .  X; = tii Yi = ff; Qi . . .  Xi = Ti, Yi = Tf. 

Die Richtung des Z ielstrah ls P;Oi wird dann gekennzeichnet d u rch  

( Yi - Yi) : (Xj - Xi) = Ti + ti. 

(6 .4) 

(6 .5) 

Die wieder durch (6.3) erklärten Verlagerungen der Stand- und Z ie lpunkte 
sind jetzt „ isotrope Drehungen " im S inne von K. Strubecker. Da sie d ie  
Richtungen (6.5) erhalten, s ind die g le ichen Sch lüsse wie in  1 zu z iehen.  

Der G renzfall e ines Parallelenpaares k* stellt s ich für  'T -. oo ein ,  wenn 
man vorher noch auf  d ie Nebenlösung d ie  Ähn l ich keitstransformation x' = 

x'l'T, y' = (y'l'T) - 'T ausübt. Man gelangt so zur  ausgezeichneten Neben lösu ng 

Pi . . . xj = -1 ,  yj = -2x;; Qj . . . Xj = + 1 ,  Yj = 2Xi. (6 .6) 
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III. Hyperbolischer Fall 

Läßt man im Fal le einer gefähr l ichen Hyperbel k = k' die Koord inaten
achsen m it den Asymptoten zusam menfal len ,  so können auf Grund der 
Darste l lung xy = 1 d ie Stand- bzw. Z ielpunkte angesetzt werden m it 

Pi . . .  xi = exp ti> Yi = exp (-ti) ; 
Qi . . .  Xi = exp Ti, Yi = exp (-Tj). 

(6 .7) 

Die reel len Punkte eines Hyperbelastes werden mi t  reel len Parameterwerten 
erfaßt, jene des anderen Astes h ingegen d u rch kom plexe Werte m it dem 
I maginärtei l  'IT .  Die Richtung des Z ielstrahls P;Qi ist  geken nze ichnet d u rch 

(6 .8) 

Die wiederu m durch (6. 3) erklärten Verlagerungen der Stand- und Z ie lpunkte 
könnten als „ Pseudodrehungen " bezeich net werden .  Für reelle Werte von T 
bleibt jeder Punkt auf seinem Hyperbelast (F ig .  4 a), für  Werte mi t  lmT  = 'IT 
wechselt er auf den anderen Ast über. 

y 

Fig. 4 Vier Lösungen in einem gefährl ichen Fall hyperbolischen Typs 
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_Eine zweite Schar von Neben lösu ngen erg ibt s ich_._ wenn m a n  v o n  P;  (x;, Y;) 
zu P; ( ± x;. + Y;) u nd g le ichzeitig von Qi (Xi, Yi) zu Qi ( + Xi, ± Yi) ü bergeht,  
wobei die Z ielstrah l richtungen auch erhalten ble iben. Die neuen Punkte und  
d ie durch Pseudodrehun_gen aus ihnen hervorgehenden gehören jetzt der  
„ konjug ierten" Hyperbel k m it der  G le ich ung xy = -1 an  (Fig.  4 b). 

Der G renzfal l  e ines Geradenpaares k* erg ibt s ich ,  wenn P; (x;. y;) d u rch  Pt 
(0, y;) oder (x;. 0) und g le ichzeitig Qi (Xi, Yi) durch Qj (Xi, 0) oder (0, Yj) ersetzt 
wird; auch h ierbei bleiben d ie Z ie lstrah lr ichtu ngen u nverändert (Fig . 4c). H ier  
bewirken d ie Pseudodrehungen bloß zentrisch-ähn l iche Transformat ionen .  -
Ein derartiger gefähr l icher Fal l hyperbo l ischen Typs l iegt dem nach stets vor, 
wenn sich die Stan d- und Zielpunkte auf je eine Gerade verte i len .  

I n  Erweiterung von Satz 1 g i lt m ith in  
Satz 2:  Werden aus m'2::,3 der Lage nach unbekannten Standpunkten 

jeweils dieselben n�3 ebenfalls unbekannten Zielpunkte anvisiert und dabei 
die Azimute gemessen, so liegt für die Aufgabe der Lagebestimmung aller 
m + n Punkte (die für m + n>6 bereits überbestimmt ist) ein gefährlicher Fall 
mit stetigen Lösungsseharen genau dann vor, wenn sämtliche Punkte auf 
einem (eventuell zerfallenden) Kegelschnitt angeordnet sind. 

Kenner der projektiven Geometrie werden e inen Z usammenhang der  
Entwicklungen dieses Abschn itts m it e inem klassischen Sch/ießungsproblem 
bemerkt haben ,  näml ich m it der erstmals von G. di Ottaiano (1 788) behandel
ten Aufgabe: „ Einern gegebenen Kegelsch n itt e in  n-Eck einzuschre iben ,  
dessen Seiten der Reihe nach d u rch n vorgelegte Stützpunkte gehen" 
[3, S.  42-46] . D iese Aufgabe bes itzt im al lgemeine.n zwei (n icht  u n bedingt  
reel le) Lösungen.  liegen spezie l l  sämt l iche Stützpunkte auf e iner Geraden f 
und ist n gerade, so fal len d ie beiden Lösungspolygone m it der mehrfach zu 
zäh lenden Geraden f zusammen .  Existiert jedoch ausnahmsweise noch e ine 
dritte, n icht ausgeartete Lösu ng,  dann hat man e ine sogenan nte „ poristi
sche" Aufgabe, die unend l ich viele Lösungen besitzt. 

Eine solche Situation liegt n u n  offenbar bei e inem gefährl ichen Fall des 
Lambertschen Sechspu nktproblems vor: Die Seiten des e inem Kegelsch n itt k 
eingesch riebenen Sechsecks P1 Q2P3Q 1 P2Q3 gehen auf Grund ih rer bekann
ten Richtungen d u rch sechs u neigent l iche Stützpunkte (auf der Ferngeraden 
f), sodaß es noch u nend l ich  v ie le weitere,  k eingesch riebene Sechsecke mi t  
denselben Seiten richtungen geben wird . Die Anwendung der Aussage auf d ie 
Teilvierecke des Sechsecks lehrt dann ,  daß auch d ie  Diagonalen P1 Q 1 ,  P2Q2, 
P3Q3 beim Durchlaufen der Schar i h re Richtungen bewahren.  
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S u mmary 

For Lambert's classical six-point problem, which recently is gaining a certain interest in the 
domain of Marine Geodesy, the author exposes a l inear graphical construction and the corre
sponding trigonometric solution.  Furthermore he shows, as weil by synthetic as by analytic 
developments, !hat critical cases of the problem occur if and only if the six points belang to a 
conic (which may split into a pair of straight l ines). Even when the numbe r  of points is arbitrarily 
augmented, the problem (which then is overdetermined) possesses an infin ite continuous sei of 
solutions, if  al l points are situated on the critical conic.  

Ein neues EDV-Programm für die Berechnung 
ellipsoidischer und geoidischer Höhen und für die 

Reduktion elektronisch gemessener Schrägstrecken 

Von Josef Zeger, Wien 

Aufbauend auf den G ru ndsätzen u nd Formeln ,  die im Sonderheft 32 der 
ÖZfVu Ph entwickelt wurden, hat d ie  Triang u l ierungsabte i lung des Bundesam
tes für Eich- und Vermessu ngswesen in  Wien e ine Program m ierungsgrund
lage zusammengestel lt ,  d ie  von der Abtei lung für E lektro n ische Datenverar
beitung als neues Rechenprogram m real isiert wurde.  

Wie i n  [1 ] ausführl ich dargelegt wurde,  ist  d ie bisherige Art der Höhenbe
rechnung und der Red uktion der e lektron isch gemessenen Sch rägstrecken in  
vielen Fäl len n icht  befried igend.D ieses neue Rechenprog ram m  bietet n u n  d ie  
Mögl ichkeit e iner besseren Höhen berech nung u nd e iner  r icht igeren Redu k
tion der Strecken .  Es besteht aus meh reren Program mtei len . 

I m  ersten Teil werden vorläuf ige Höhenu ntersch iede berechnet und in  
e inem Ausg le ichungsverfahren Refraktionsänderu ngen und Lotabwei
chungskompo nenten erm ittelt .  Für die Berechnung der Höhenu ntersch iede 
werden,  wen n vo rhanden, gru ndsätz l ich die zugeordneten gemessenen 
Schrägstrecken verwendet. Nur in  jenen Fäl len ,  wo einer H öh enwinkelmes
sung keine gemessene Sch rägstrecke zugeord net werden kan n ,  erfolgt d ie  
Berechnung der vorläufigen und später auch der e l l ipsoidischen Höhenu nter
schiede m it aus Koordinaten abgeleiteten Horizontalstrecke n .  U m  d ies d u rch
fü hren zu können ,  wird als gru ndsätz l iche Voraussetzu ng die Angabe von 


