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Zur Lösung geometrisch überbestimmter Probleme II. Beispiele 

Von Karl Kil/ian, Wien 

In vorl iegender Zeitschrift ist i n  Nr. 3/4 1976 eine Arbeit [6] ersch ienen,  
die durch die fo lgenden Beispiele ergänzt wird: 

1. Bestimmung der Polhöhe und der Zeit aus den Beobachtungen von 
drei bekannten Sternen, die in gleicher, nicht gemessener Zenitdistanz 
erfolgen. Methode von Gauß. Siehe z. B .  [2] oder [3]. 

Bedeutet z d ie n icht gemessene Zen itdistanz,  8 1 , 82 , 83 d ie  bekan nten 
Dekl inationen der dre i  Sterne, t den gesuchten Stu ndenwinkel des Sternes S ,  
und D.. bzw. D..' d ie aus den bekan nten Rektaszensionsdifferenzen und den 
gemessenen Zwischenzeiten best immten Stundenwin keld i fferenzen ,  so er­
g ibt die dreimal ige Anwendung des cos-Satzes: 

cos z 
cos z 
cos z 

s in qisin  8 1 + cos qicos 8 1 cos t „„„„.„„„„„„„„.„.„.„.„„„.„„„ 1) 

sin qi sin 82 + cos qi cos 82 cos (t + 6.) „„„„.„.„.„.„„„.„„„„„„„ 2) 

sin qi s in  83 + cos qi cos 83 cos (t + D..') „„„. „ „ „. „„„„„ „ „.„„„. „ 3) 

Es ist bemerkenswert, daß man ohne Überbest immung auf fo lgende 
Weise d re i  l i neare Gle ich ungen mit d rei  Unbekannten erha lten kan n .  Wir 
entwickeln cos (t  + 6.) u nd cos (t  + D..') , d iv id ieren jede der d rei  G le ichu ngen 
durch cos qi cos t und erhalten: 

� = '11 s in  8 1 + cos 8 1 
� = '11 sin 82 + cos 82 (cos D.. - � s in  6.) 
� = '11 sin 83 + cos 83 (cos D..' - � s in  D..') 

Das s ind drei l ineare G le ichungen m it den Un bekannten 

cos z tan qi 
� = , '11 = --, � = tan t 

cos qi cos t cos t 
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Daraus wird zuerst t, dann cp, und wenn es gewünscht wird ,  auch z 
best immt .  Wird näml ich z auch gemessen, so gewinnt man einen Aufsch luß 
über d ie  Refraktions- bzw. I nstru mentalfeh ler. 

Verwendet man in  analoger Weise e inen vierten Stern , so fo lgt :  

cos z = sin cp sin 84 + cos cp cos 84 cos (t + �") „„„„„„„„„„„„.„„„.„„„ 4) 

Entwickelt man wieder in  den G leich u ngen 1 )  2) 3) 4) die cos und d iv id iert 
man durch cos cp, so folgen vier l i neare G le ichungen m it den U nbekannten 
cos z :  cos cp, tan cp, cos t u nd sin t .  Es brauchen dan n nur  d ie U nbekannten 
tan cp, cos t und sin t berech net und aus tan cp der Wert cp und aus cos t und 
s in  t der  Wert t best immt werden . 

2. E ine andere Aufgabe der sphärischen Astronomie: 
Gleichzeitige Polhöhen und Azimutbestimmung ohne Uhr [5]. Bei dieser 

Aufgabe werden die Azimutdifferenz und die Zenitdistanzen zweier Sterne 
gemessen. Erfolgen die analogen Messu ngen zu einem dritten Stern, so 
ergibt s ich eine überbestim mte Aufgabe, d ie zu drei  l inearen G le ichu ngen 
füh rt .  

Bedeuten z , ,  z 2 , z3 d ie  gemessenen Zen itd istanzen der  d rei  Sterne S , ,  S 2, 
S3 u nd E2, E3 die gemessenen Azim utd ifferenzen zwischen S ,  und S2 bzw. S ,  
u nd S3, ferner 8 , ,  82, 83 d ie aus den Ephemeriden entnommenen Dekl inatio­
nen, cp die gesuchte Polhöhe und A das gesuchte Azi m ut von S , ,  so erg ibt d ie 
dre imalige Anwendung des cos-Satzes: 

cos z, sin cp - sin z ,  cos cp cos A s in 81 
cos z2 s in cp - sin z2 cos cp cos (A + E2) - sin 82 
cos z 3  s in cp - sin z3 cos cp cos (A + E3) - sin 83 

0 „„„„„„„„„„„„„„„ 1 )  
0 „„„„„„„„„„„„„„„ 2) 
0 „„„„„„.„„„„„.„„„ 3) 

Wir entwickeln in  den G leich u ngen 2) u nd 3) cos (A + E2) bzw. cos (A + E3) 
und setzen 

� = sin cp „„„.„.„„.„„.„.„ . .  „ . .  „ . . .  „.„ . .  „ . .  „„„.„.„„„„.„.„.„„.„„„ . . .  „ . . .  „„.„ .  4) 

ri = cos cp cos A„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„ 5) 
� = cos cp sin A „ „„ „ „ „„„„ „„„ „„ „ „ „„ „„ „„ „ „„„ „„ „ „ „ „„ „ „„ „„ „„„ „ „ „. 6) 

Dam it ist: 

� cos z1 - risin z 1 - sin81 0 „„„„„„„„„„„„„ 1 a) 
� cos z2 - ri s in z2 cos E2 + � s in  z2 sin E2 - sin 82 = 0 „„„.„„.„„„„„ „„ 2a) 
� cos z3 - ri sin Z3 cos E3 + � s in  Z3 sin E3 - sin 83 = O „„„„„„„„„„„ „„ 3a) 

Aus d iesen drei l inearen G le ichungen kön nte man �. ri und � best immen .  
Aus 4) bzw. nach Divis ionen von 6) durch 5)  wäre sodann cp bzw. A berechen­
bar. 

Die n umerische Rechenarbeit wird kü rzer, wen n man fo lgendermaßen 
vorgeht: Division der Gleich u ngen 1 a), 2a), 3a) der Reihe nach d u rch cos z , ,  
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cos Z2, cos z3, subtrah ieren der zweiten und dritten G leichung von der ersten 
G leich ung:  

P2 'T] + q 2 � + r 2 = 0 ............ „ .............. „ ................................ „ „  ............ 2b) 
p3'1] + q 3 � + r3 = 0 .......... „ ..... ....... „„ ... „ ............ „„ . .  „ „  ....... „„„„.„ ..... 3b)1 

wobei p2, q 2, r 2 und p3, q3 ,  r 3 einfach berechenbare Koeffizie nten s ind .  Führt 
man nun aus 5) und 6) d ie Werte für 'T] und � e in ,  so folgt: 

P2 cos cp cos A + q 2 cos cpsi n  A + r2 = 0 ..... „„„„.„ ........ „ ....... „„.„ .... 2c) 
p3 cos cpcos A + q3  cos cpsin  A + r3 = 0 .. ........ „ ......... „ „  ........ . . .  „„„ . .  3c) 

Divid iert man d iese G leich u ngen d urch r2 cos cp cos A bzw. r3 cos cp 
cos A, so erg ibt d ie  Subtrakt ion d ieser G le ichu ngen tan A. Der Wert cos cp 
kan n aus den G le ichu ngen 2c) und 3c) berechnet und kontro l l iert werden . 

3. Die Koordinaten von vier Festpunkten P 1  (x 1 ,  Y 1 ,  Z 1 ), P2 (x2, Y2, Z2), P3 (X3, 
y3, Z3) und P4 (X4, y4, Z4) sind gegeben. Gemessen werden die Entfernungen r 1 ,  
r2, r3 und r4 (Fig. 1) zu einem Neupunkt P0• Seine Koordinaten Xo, y0, z0 sollen 
berechnet werden. Die Aufgabe ist bekan ntl ich ü berbest immt  und führt zu 
vier bzw. drei l inearen G leich ungen .  

Die G le ichungen der Kugeln mi t  den M ittelpu nkten P1 , P2 , P3 ,  P4 und den 
zugeordneten Rad ien r1 .  r2 , r3, r4 h eißen : 

(X - X1 )2 + (Y - Y1 )2 + (Z - Z1 )2 = rT „ .. „.„ .. „„„„„„„„ ... „.„ ........ .... . . .  „„„ 1 )  

(x - X4)2 + (y - y 4)2 + (z - Z4)2 = r� .. „ .... „„ .„ . . . . ..... „„ „„ „„ „„ „„„„„ „ „„ 

X 
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1 / 
1 / - - --0 

/ 
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z 

1 / 
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Fig .  1 
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Quadriert man die Monome der Gle ichung 1 )  und setzt man d ie Koordina­
ten des Schnittpun ktes der vier K ugeln Xa, y0, Zo. so fo lgt: 

Nun ist: 

Setzt man ferner: 

- 2X 1  = a 1 , - 2 y 1 = bt> - 2 Z 1 = C 1  
so folgt 

al Xo + b 1 Yo + C1 Zo + r6 = n - k 1 . . „„„ . .  „.„„„„.„.„„ . .  „ . .  „.„.„„.„.„.„ 

a4 Xo + b4 Yo + C4 Zo + r6 = r� - k4 · · · · · · · ·· · · · · · · · ·· · · · · · · · · · · · · ·· · · · · · · · · ·· · · · · · ··· · · · ·  

1 a) 
2a) 
3a) 
4a) 

Das sind vier l ineare G le ichu ngen mi t  den Unbekannten :  Xa. Yo· Zo. ro. 
E ine Vereinfachung  entsteht, wenn einer der vier gegebenen Pun kte, 

z. B .  P 1 , im Ursprung l iegt. Sodan n haben wir drei  l ineare G leich u ngen m it d rei  
Unbekan nten ;  denn X1 = Y 1  = Z 1 = 0 und r 1 = ra. 

Es läßt sich nun eine - hinsichtlich ihrer praktischen Anwendung -
andere Aufgabe formulieren, indem man obige Aufgabe „auf den Kopf s tellt": 
I n  F ig .  2 s ind 1 ,  2, 3 . . .  m it Lasergeräten ausgerüstete Stat ionen der Erd­
oberfläche.  I h re Lagen s ind unbekan nt  und zwischen i h n en besteht  keine 
Sicht .  A, B ,  C ,  D sind v ier  Satel l iten.  Könnte man von den Stationen 1 ,  2 ,  3 . . .  
die Entfernungen zu den vier Satel l i ten g leichzeitig messen und könnte man 

c 

Fig. 2 
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im gleichen Zeitmoment auch die sechs Entfernu ngen zwischen den vier 
Satell iten messen [8] , so könnten die Koord inaten al ler Stat ionspu n kte in 
bezug auf ein m it den Satel l i ten festes Koord inatensystem berech n et werden .  
Damit wäre also die relative Lage der Stationen bestimmt. D iese Berechnung  
der Koord inaten erfolgt ganz analog der  obigen Aufgabe d u rch  Lösu ng 
l inearer G le ichungen.  E ine s imu ltane Messung al ler genannten Entfernu ngen 
ist praktisch n icht mögl ich . Jedoch kann e ine quasi-simultane Messung 
erfolgen, d .  h .  von jeder Station aus werden zu den Sate l l iten A, B ,  C, D alle 
Entfernu ngen laufend gemessen .  

Ebenso werden die sechs Entfern ungen zwischen den  v ier  Satel l i ten 
laufend gemessen .  Da zu al len Messungen die zugeord n eten Zeitpunkte 
registriert werden,  kö nnen alle Messungen auf gewäh lte Zeitpun kte reduziert 
werden .  S ind nur  zwei Stat ionen m it Lasergeräten ausgerüstet, so kan n  ihre 
räuml iche Entfern ung ( = Seh ne) best immt werden .  

Be i  dem beschriebenen Vorgang wird angenommen,  daß d ie  Satel l iten­
bah nen u nbekannt sind oder daß d iese kontro l l iert werden sol len . Werden nur  
drei Satel l iten verwendet, so  kan n ebenfalls d ie  relative Lage der  Punkte 1 ,  2 ,  
3 . . . best immt werden,  wobei jedoch d ie  l ineare Berech n u n g  entfäl l t .  

4.  Eine andere Aufgabe der Satel l itengeodäsie läßt s ich wie fo lgt formu­
l ieren : 

In Fig. 3 sind 1, 2, 3 drei mit Lasergeräten ausgerüste te Stationen der 
Erdoberfläche. Ihre Lagen sind unbekannt und zwischen ihnen besteht keine 
Sicht. A (x, y, z), A ' (x', y', z'); B (u, v, w), B ' (u ', v', w') und C (� 'IJ, �) und 
C' (�', 11 ', D ist ein Satellitenpaar in drei verschiedenen unbekannten Lagen. In 
jeder der drei Lagen des Satelli tenpaares werden von den drei Stationen aus 
die sechs Entfernungen zu beiden Satelli ten gemessen. Außerdem wird die 
Entfernung der beiden Satelliten gemessen. Diese Messungen erfolgen quasi­
simultan (siehe vorh ergehende Aufgabe). Die gegenseitige Lage der drei 
Stationspunkte soll bestimmt werden. Diese Aufgabe ist g eometrisch be­
stim mt :  

Zur  Best immung von  n Punkten des Raumes braucht  man bekannt l ich z 
= 3 n - 6 Stücke .  z = 3 x 9 - 6 = 21 . 1 8  Strecken werden von den Stations­
punkten zu den Satel l i ten gemessen .  3 Strecken werden zwischen den 
Satel l iten gemessen ,  also zusam men 21  Stücke. 

Die Satel l i ten l iegen i mmer in den Sch n ittpu n kten von 3 Kugeln mit den 
Mittelpunkten 1 ,  2 ,  3 u nd den gemessenen Radien .  

D ie  G le ichu ngen dieser K ugel  s ind :  

x2 + y2 + z2 = r� . . . .  . . . . .  . . . . .  . .  . . . . . .  . .  . . . . .  . . . . .  . .  . . . . .  . . . . . .  . .  . . . . .  . .  . .  . . . . .  . .  . . . .  . . 1 )  
(X - X2)2 + (Y - Y2)2 + Z2 = r� · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  2) „ . .  „ .  A 
(x - X3)2 + y2 + z2 = r� . . . „ . „ „ . „ „„ „ . „ . „  . . . .  „ „ . „ „ „ „„„„ . „„ „ . „  . „ .  3) 



ÖZfVuPh 67. Jahrgang / 1 979 / H eft 1 

z 

A' 

, 
/ 

- �  � - _ _ _  J /  

_j, / 
/ , 

Fig .  3 

c' 

c 

y 

x•2 + y•2 + z• 2 = r; z . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . . • . . • . . . . . . . . . .  „„ . . . . . • . . • . . . . . . . . . . . .  „ . . .  1 ') 

1 9  

(x' -X2)2 + (y' - Y2)2 + z' 2 = r� 2 
.„„.„.„„ . . • .  „„„„„„„„ ......... „„„ 2 ') . . .  „. A' 

(x' -X3)2 + y• 2 + z• 2 = r� 2 
. . . . .  „ „ „  . .  „.„„ . . . . . . • . • . . . •  „„„„ . .  „ ... „ „  . . .  „ 3')  

Ist  a die Entfern u ng der beiden Satel l iten in  der ersten Lage des Satel l i­
tenpaares, so folgt: 

(x - x')2 + (y - y')2 + (z - z')2 
= a2 

......................... „ „  . . . . . . . . • • • • . •  4) 

Quadriert man in  G leichung 4) d ie  Monome und beachtet man die G lei­
chung 1 )  und 1 '), so fo lgt :  

1 
xx' + yy' + zz' = - (rt + r'1 2 - a) 

2 

Die rechte Seite d ieser G leich ung  ist eine berechen bare Konstante, d ie 
wir C 1  nennen.  Für die zweite und d ritte Lage des Sate l l iten paares erhalten 
wir zwei weitere d ieser G leichung  analoge G le ichungen,  somit ist 

xx' + yy' + zz' = C 1  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  „ . . . . . . . . • . • . . . . . . . . . . • . . . • . • . .  „ ........... ; • . . .  „ . . • • •  4a) 
uu '  + vv' + ww' = C2 ........... „ . . • • • . • . • .  „ . .  „ . . . . • • • • . . • . . . . . . . . . . . • • . . . . . . .  „ . „  . . • • . . . . . .  4b) 
��· + rrr1' + ��· = c3 ...... „ ...... „„ . • . • .  „„ ... „ . • • • • • . . . . . . . .  „ . . • . . • • . . • . .  „.„.„ . • • . • . .  4c) 
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Aus den G leichungen 1 )  2) 3) d rücken wir x und y d u rc h  die gesuchten 
Größen x2, y2 , x3 aus: Wir subtrah ieren 2) von 1 )  und 3) von 1 )  und erhalten 
nach e infacher Rechnung :  

X =  
X3 (x� + YD - X2 (x§ - k3) - k2 X3 

2 Y2 X3 

Darin bedeuten k2 r�  - rf und k3 = n - rf .  x' und y' e rg ibt sich aus X 
bzw. y, wen n  man für  k2 und k3 d ie  entsprechenden G rö ßen k� bzw. k� setzt. 

Schreibt man G leich ung  4a) in  der Form : 

xx' + yy' - C ,  = zz' 

u nd setzt man z aus 1 )  und z '  aus 1 ') e in und q uadriert, so folgt nach Vereinfa­
chu ng: 

Cf + 2 xx' yy' - 2 C , xx' - 2 C , yy' = rf r'1 2 - r'1 2 x2 - r'1 2 y2 - r , x' 2 + y2 x' 2 -
rf y• 2 + x2 y• 2 

Setzt man für x, x' ,  y, y' obige Werte e in ,  so erg ibt s ich e ine algebraische 
Gleichung m it den Unbekannten x2, y2 , X3 . Das zweite und dritte Satel l iten paar 
ergibt zwei analoge G leich ungen .  E in  viertes Satel l iten paar (d ie Aufgabe ist 
damit überbest immt) erg ibt eine vierte analoge G leich ung mit den Unbekan n ­
ten X2 , y2, X3. Nach [6] S .  83 erg ibt s i c h  somit im Pr inz ip d i e  Mög l ichkeit ,  
unsere Aufgabe l inear zu lösen ;  eve ntuel l  auftretende n u merische Schwierig­
keiten  werden sich durch mehr als vier Sate l l itenpaare, die sehr versch iedene 
Lagen aufweisen,  beheben lassen .  

5 .  Fünf Geländepunkte weisen beliebig große unbekannte Höhen auf. 
Ihre Lage-Koordinaten sind bekannt. Aus einer Senkrechtaufnahme wurden 
die Bild-Koordinaten dieser Punkte bestimmt. Gesucht ist der Bild- und der 
Kartennadir. 

Diese Aufgabe kan n  sich in der Praxis ergeben, und zwar bei d er Ergän­
zung von Plänen u nd Karten und bei der Orientierung von Luftaufnah men in  
einfachen Luftbi ldauswertegeräten sowie be i  der Nad irpunkt-Triang u lation  im 
Gebirge.  Oft l iegt ein h i n re ichend genauer Katasterplan (oh n e  Höhen)  oder 
eine Schichten l in ien-Karte vor. In d ieser sind häufig ebenfal ls gut identif izier­
bare Punkte vorhanden,  deren Lage h in reichende Genau igkeit aufweist, 
wäh rend i h re Höhen nur  aus den Sch ichten l i n ien entsprechend ungenau 
interpo l iert werden könnten .  

W ie  erwähnt  wurde, l iegt e i ne  Sen krechtaufnah me vor, d .  h .  d ie Nad i rd i ­
stanz is t  <39. Sodann bi lden d ie  vom B i ldnadir zu den fünf  B i ldpunkten 
gezogenen Strahlen,  bekan nt l ich ein Strah lenbüschel ,  das m it dem entspre­
chenden vom Karten nadi r  ausgehenden Strah lenbüschel (bis auf G rößen 2. 

und höherer Klein heitsord nung)  kon g ruent ist. Wen n  wir von den G rö ßen 2. 

Klein heitsordnung absehen,  besteht  u nsere Aufgabe dari n ,  in der B i ld- und i n  
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der Kartenebene je einen Punkt (Bi ldnad i r  und Karten nadi r) obiger E igen­
schaft zu f inden . Daß diese geometrische Aufgabe besti m mt ist ,  erken nt  man 
wie folgt: Für d iese zwei gesuchten Punkte braucht man vier Koord inaten 
(zwei im Bi ld und zwei in  der Karte). Zu i h rer Bestim m u ng ergeben sich 
tatsäch l ich  vier G leich ungen,  indem man je zwei der maßgebenden Winkel  
einander gleichsetzt. 

Wir betrachten zunächst nur vier in  Karte und Bi ld (Fig. 4) einander 
entsprechende Pu nkte A0, A , ,  A2 ,  A3 und A�.  A', ,  A�. A�. I n  [4] ist auf S .  91 , 
G I .  7) eine für u nsere Belange n ützl iche Bez iehung dargeste l l t .  Die Ableitung 
dieser Gleich ung ist  ganz elementar, jedoch erfordert sie e ine längere Re­
chenarbeit und wird daher an d ieser Stelle n icht  wiederholt .  Diese Gle ichung 
lautet, wen n man geringfügige,  der  F ig .  4 (Karte) entsprechende Änderungen 
der Bezeichnu ngen macht :  

x , - X2 - (Y 1 - Yo) � + (Y2 - Yo) 11 
Y 1 - Y2 + (x , - Xo) � - (X2 - Xo) 11 

X2 - X3 - (Y2 - Yoh + (y3 - YoH 

Y 2 - Y 3 + (X2 - Xo) 11 - (X3 - Xo) � 

wobei � = cot a, 11 = cot ß und � = cot y ist . 

y 

N 

X 

Fig .  4 

Aus obiger G leichung folgt, wenn man die Brüche wegschafft und d ie  aus 
den gegebenen Koordinaten berechenbaren G rößen m it a, b, c . . .  bezeich­
net: 

a + b � + c 11 + d � + e � 11 + f H + g 11 � = 0 

Das ist e ine G leich ung ,  d ie für  jedes Viereck g i lt .  Für  das Luftbild ist 
sodann :  

a' + b' � + c '  11 + d'  � + e '  � 11 + f' � � + g'  11 � = 0 

E l im in iert man aus d iesen beiden G le ichungen �. indem man � aus beiden 
Gle ichungen berechnet und d ie rec hten Seiten einander g leichsetzt, so folgt, 
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wen n man d ie  aus den Koord inaten berechen baren Konstanten wieder 
zusam menzieht :  

K i + K2 � + K3 11 + K4 �2 + K s 112 + Ks � 1 1  + K1 � 112 + K0 11 �2 = 0 „ . „ . „  1 )  

S ind fünf i n  Karte und Luftb i ld  e inander entsprechende Punkte vorhan­
den, so erg i bt sich e ine zweite G le ich ung :  

K i + K2 � + K3 11 + „„„„„„„„„„„„„„„„„ „„„„„„„„„.„„„„„„„„. = O „„ 2) 

Damit ist d ie Aufgabe best im mt;  denn wir h aben zwei G le ichungen m i t  
zwei Unbekan nten � .  11· 

S ind sechs in Karte und Luftb i ld  e inander entsprechende Punkte vorhan­
den (die Aufgabe ist damit ü berbest im mt), so erg ibt s ich eine d ritte G le ich ung :  

R' i + R'2 � + R'.3 11 + „„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„„ . „„„„. = o „„ 3) 

Wir h aben sodann dre i  a lgebra isc he G le ichungen m i t  zwei Un bekannten 
�. 11 . die nach [6] S .  83 l i near berechnet werden können .  

Wären zeh n in  Karte und Luftb i ld  entsprechende Punkte vorhanden,  so 
würden s ich noch vier weitere G le ichu ngen derse lben Art ergeben . Wir h ätten 
dann sieben l ineare G le ichungen mit sieben Unbekan nten :  

Bemerkung : Wir nehmen noch m als an ,  es wären n u r  vier i n  Karte und  
Luftbi ld e inander entsprechende P u n kte vorh anden . Es  besteht  sodann 
Gleich u ng 1 ) . Wäh len wir  i n  d ieser G leichung  �.  d .  h.  man wählt ex, so kan n  
man 11. d .  h .  ß a u s  einer q uad rat ischen Gle ichung berechnen .  Werden n u n  m i t  
zusammengehörigen Wi nkeln ex ,  ß ebene Rückwärtseinschn itte bezüg l ich  der 
Punkte A0, A i .  A2 sowie A�.  A'i . A�  ausgefü h rt ,  so ergeben s ich e inander 
zugeord nete Kurven in  Karte und  Luftbi ld  [7].  

6 .  Eine Doppelwinkel-Schn ittaufgabe. 
Diese in  [1 ] behandelte Aufgabe lautet: In drei Punkten, L, M, N, deren 

gegenseitige Lage bekannt ist, sind die Horizontalwinke/ zu drei Neupunkten 
P, Q, R gemessen. Die Lage der drei Neupunkte ist zu bestimmen (Fig. 5). Wir 
verwenden d ie  i n  ob iger Veröffentl ichung angegebenen Beze ichn ungen . 

Stellt man d ie Bed ing ungen auf, daß s ich i n  den dre i  Neupu n kten je dre i  
Gerade schneiden,  so führt e ine e infache längere Rechnung  zu fo lgenden 
Gle ichu ngen [1 ] S .  293: 

sen . 

c \j; w - c x w + (a - b) x +  b \j; - a w = 0 
A i x t w  + B i x t + C i t w + D i x w + E i x  + F i t + G i w  + H i 0 
A2 x t w  + B2 x t  + C2 t w  + D2 x w  + E 2 x  + F2 t  + G 2 w  + H 2 = 0 

I n  d iesen G le ichungen wu rden d ie  cot-Zeichen vorübergehend weggelas-
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Q 

X 

Fig .  5 

Betrachtet man x t w, x t. t w, x w, x. t. w als U nbekannte, so h aben wir 
drei l ineare Gleichungen m it sieben Unbekannten . Wären jedoch sieben 
Neupunkte auf obige Weise zu best immen,  so hätte man sieben l i neare 
G leichungen m it sieben Unbekan nten .  

Es  läßt s ich zeigen, daß e ine  l ineare Lösung bei vier Neupunkten mög l ich 
ist: Wir e l im in ieren x aus den d rei  ob igen G le ichungen,  indem wir x aus jeder 
der d rei G le ichungen berechnen und die rechte Seite der ersten G leichung 
der rechten Seite der  zweiten und dritten g leichsetzen. Z ieht  man d ie  Kon­
stanten zusammen,  so ergeben sich zwei G leich ungen : 

K 1 + K2 t + K 3 w  + K4 t2 + Ks w2 + K6 w t  + K1 t w2 + K8 t w2 0 
R 1  + R2 t + K3 w + . „ „ „ . „ „ „ „ „ . „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ . „ . „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ .  o 

Ein vierter Neupunkt ergibt e ine dritte Gle ichung :  

K1 + K2 t + R'3 w + „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ . „ . „ „ „ „ „ . „ . „ „ „ . „ „ „ „ „ „ „ „ „ „ .  = o 

Wir h aben also drei  algebraische G le ichu ngen m it 2 Unbekan nten w, t. 
die nach [6] S .  83 zu einer l i nearen Lösung führen .  

U mständl icher ist es ,  d ie  Rec h n u ng b is  zu G leich ung 1 0) [1 ] S .  295 zu  
füh ren .  D ie  zwei entstehenden G le ichungen 4.  G rades könnten bekannt l ich 
l inear gelöst werden . 

Weil  d iese Aufgabe auch praktische Bedeutu ng hat, dü rfte i h re Program­
mierung nütz l ich sei n .  Sind nämlich L, M, N Fig. 5 drei Standpunkte, in denen 
photographische Aufnahmen z. B. bei Verkehrsunfällen gemacht wurden und 
wurden die Seiten des Dreiecks L, M, N etwa mit einem Meßband gemessen, 
so liegt unsere Aufgabe vor. 
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Allgemeine Längsprofile mit Analogauswertegeräten 

Von P. Waldhäusl, Wien 

Vorwort 

Das h ier niedergelegte Gedanke.ngut führte zu einer D iplomarbeit, d ie von Herrn G. Kucher 
am Institut für Elektrische Meßtechnik der Technischen Universität Wien (Vorstand o.  U niv.-Prof. 
Dr. phi l .  R upert Patzelt, Betreuer Dipl . - Ing.  Ch. Aglassinger und Dipl .- I ng. H. Dietrich) i n  Z usam­
menarbeit m it dem Institut für Photogrammetrie ausgeführt wurde. Alle elektrotechnischen Details 
sind seiner Diplomarbeit entnommen. 

1. Elektronische Datenverarbeitung und Photogrammetrie 

Taschen- und Tischcom puter werden heute in der P hotogram metrie zur  
rech nergestützten relativen und absoluten Orientierung e ingesetzt. G roß­
computer d ienen der Photog rammetrie vor al lem zur Bearbeitung d ig italer 
Geländemodelle und zur Berech n u ng von umfangreichen Blockausgleich u n­
gen.  Die prozeßrechnergesteuerte analytische Auswertung führt zu r  Zeit zu 
e iner  Revolut ion im photog ram metrischen Gerätebau ;  sie löst d ie  z u  teuer 
werdenden Präzisionsauswertesysteme ab.  Vie le Zeichent isch e  werden h eute 
schon von Mikroprozessoren gesteuert.  Auch d ie  herköm ml ichen Analogaus­
wertegeräte könnten durch den Ansch luß  von M ikroprozessoren wesent l ich 
aufgewertet werden . Im fo lgenden sol len Vorsch läge dazu näher ausgefü h rt 
werden . 


