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Zur Lésung geometrisch uiberbestimmter Probleme Il. Beispiele
Von Karl Killian, Wien

In vorliegender Zeitschrift ist in Nr. 3/4 1976 eine Arbeit [6] erschienen,
die durch die folgenden Beispiele erganzt wird:

1. Bestimmung der Polh6he und der Zeit aus den Beobachtungen von
drei bekannten Sternen, die in gleicher, nicht gemessener Zenitdistanz
erfolgen. Methode von GauB. Siehe z. B. [2] oder [3].

Bedeutet z die nicht gemessene Zenitdistanz, §,, 3,, §; die bekannten
Deklinationen der drei Sterne, t den gesuchten Stundenwinkel des Sternes S,
und A bzw. A’ die aus den bekannten Rektaszensionsdifferenzen und den
gemessenen Zwischenzeiten bestimmten Stundenwinkeldifferenzen, so er-
gibt die dreimalige Anwendung des cos-Satzes:

COSZ = SiN @SiN J; + COS PCOS &, COS t.uuuriiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeiiiiee, 1)
Ccos z = sin @sin §; + €0S COS 3, COS (t+ A) wovvvviiiiiiiiiiiiiei, 2)
CoS Z = Sin @SN d; + COS PCOS §;CO8 (1 + A") i, 3)

Es ist bemerkenswert, daB man ohne Uberbestimmung auf folgende
Weise drei lineare Gleichungen mit drei Unbekannten erhalten kann. Wir
entwickeln cos (t+ A) und cos (t+ 4A’), dividieren jede der drei Gleichungen
durch cos gpcos t und erhalten:

£ = nsin §, + cos §,
¢ = msind, + cos §,(cos A—{sin A)
¢ = msind; + cos §; (cos A'—¢sin A')

Das sind drei lineare Gleichungen mit den Unbekannten

cos z tan ¢
£= D R "r] =

) f § = tant
cos ¢ cos t cos t
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Daraus wird zuerst t, dann ¢, und wenn es gewiinscht wird, auch z
bestimmt. Wird ndmlich z auch gemessen, so gewinnt man einen Aufschluf3
Uber die Refraktions- bzw. Instrumentalfehler.

Verwendet man in analoger Weise einen vierten Stern, so folgt:

cosz = sin @sin §, + cos pCOS §,COS (t+ A”) iovvviiiiiiiiiiiiiei e, 4)

Entwickelt man wieder in den Gleichungen 1) 2) 3) 4) die cos und dividiert
man durch cos ¢, so folgen vier lineare Gleichungen mit den Unbekannten
cos z: cos ¢, tan ¢, cost und sin t. Es brauchen dann nur die Unbekannten
tan ¢, cos t und sin t berechnet und aus tan ¢ der Wert ¢ und aus cos t und
sin t der Wert t bestimmt werden.

2. Eine andere Aufgabe der sphérischen Astronomie:

Gleichzeitige Polhéhen und Azimutbestimmung ohne Uhr [5]. Bei dieser
Aufgabe werden die Azimutdifferenz und die Zenitdistanzen zweier Sterne
gemessen. Erfolgen die analogen Messungen zu einem dritten Stern, so
ergibt sich eine lUberbestimmte Aufgabe, die zu drei linearen Gleichungen
flhrt.

Bedeuten z,, z,, z; die gemessenen Zenitdistanzen der drei Sterne S,, S,,
S; und e,, ¢; die gemessenen Azimutdifferenzen zwischen S, und S, bzw. S,
und S;, ferner 3,, 3,, §; die aus den Ephemeriden enthommenen Deklinatio-
nen, ¢ die gesuchte Polhdhe und A das gesuchte Azimut von S,, so ergibt die
dreimalige Anwendung des cos-Satzes:

CoS z, 8in p—sSiNz, COS@COSA — SiNd, = 0 .occcceeeiiiiiiiiiiiinnn.n. 1)
COS Z,Sin @—SiN z,CcO0S @ COS (A + &,)—5SiN8, = 0 ooovivviviiiiiiiiiiins 2)
COS Z;3Sin @—5iN 2; COS @ COS (A + &) —SiNd3 = 0 ooovvviiviiiciiiiiiiieeens 3)

Wir entwickeln in den Gleichungen 2) und 3) cos (A +¢,) bzw. cos (A + ¢;)
und setzen

= SN ittt ittt s 4)
M = COS Q COS A iiiiiiiiiiiete ettt e e ettt e e e sttt e e e e sttt et e e e e aee s 5)
£ = COS PSINM A Lot e e e 6)
Damit ist:

{ cos z; —n sin z, —sind; = 0 v, 1a)
tcos z,—msinz,cose, + £sinz,sine,—8iNd, =0 .ccoevvinninnnnnnn 2a)
tcosz;—msinz;cose; + £sinzzsine;—sSind; = 0eeieeniniiiiiencn, 3a)

Aus diesen drei linearen Gleichungen kénnte man §, n und £ bestimmen.
Aus 4) bzw. nach Divisionen von 6) durch 5) wére sodann ¢ bzw. A berechen-
bar.

Die numerische Rechenarbeit wird kiirzer, wenn man folgendermafien
vorgeht: Division der Gleichungen 1a), 2a), 3a) der Reihe nach durch cos z,,
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COs z,, COS z3;, subtrahieren der zweiten und dritten Gleichung von der ersten
Gleichung:

PaM F Qb F o = 0 e e 2b)
PaM F G3f F 3 = 0 o e 3b):

wobei p,, 4., r, und ps, qs, r; einfach berechenbare Koeffizienten sind. Flihrt
man nun aus 5) und 6) die Werte fiir n und £ ein, so folgt:

P2COS @COSA + q,CoSs @SINA + r; = O, 2c)
P3COS @COS A + QzCOS SINA + 3 = 0 oo 3c)

Dividiert man diese Gleichungen durch r, cos ¢ cos A bzw. r; cos ¢
cos A, so ergibt die Subtraktion dieser Gleichungen tan A. Der Wert cos ¢
kann aus den Gleichungen 2c) und 3c) berechnet und kontrolliert werden.

3. Die Koordinaten von vier Festpunkten.-P (X, V1, Z,), Py (X2, Y2,-Z2), Ps (X,
Vs Z3) und P, (x4, ¥4, 24) Sind gegeben. Gemessen werden die Entfernungen r,,
ry, ryund r, (Fig. 1) zu einem Neupunkt P, Seine Koordinaten X,, y, Z, sollen
berechnet werden. Die Aufgabe ist bekanntlich Gberbestimmt und fiihrt zu
vier bzw. drei linearen Gleichungen.

Die Gleichungen der Kugeln mit den Mittelpunkten P,, P,, P;, P, und den
zugeordneten Radienr, r,, r;, r, heiBen:

(X=X1)2 (Y=Y 1)2 F (Z=Z1)2 = 12 e, 1)
................................................................................................................... 2)
................................................................................................................... 3)
(X=Xa)2 F (Y= ¥a)? F (Z=Za)% = 1 e 4)
z Po
Y,
1y T, ' % P4
P 1
Ly
i
)
B
I
1
6

Fig. 1
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Quadriert man die Monome der Gleichung 1) und setzt man die Koordina-
ten des Schnittpunktes der vier Kugeln x,, y,, Z,, so folgt:

X§—2Xe Xy + XF +yi—=2yoy, + ¥ +28-22,2z, + 2z} = 1}
Nun ist:

X5+ y5 + 25 =715 x} + vy + 2} = K,

Setzt man ferner:

—2X1 = a1,_2y1 = b1,—221 = C1

so folgt
A X T byt Cizogt rd =12 =K, 1a)
................................................................................................................. 2a)
................................................................................................................. 3a)
Ay Xo + DaVo 4+ CazZg + 12 = r2=Kuueiiiiiiiieeeee 4a)

Das sind vier lineare Gleichungen mit den Unbekannten: x,, y,, 2, ro.

Eine Vereinfachung entsteht, wenn einer der vier gegebenen Punkte,
z. B. P,, im Ursprung liegt. Sodann haben wir drei lineare Gleichungen mit drei
Unbekannten;denn x, = y, = z, = Oundr, = r,.

Es 143t sich nun eine — hinsichtlich ihrer praktischen Anwendung —
andere Aufgabe formulieren, indem man obige Aufgabe ,,auf den Kopf stellt*':
In Fig. 2 sind 1, 2, 3... mit Lasergeraten ausgerilistete Stationen der Erd-
oberflache. lhre Lagen sind unbekannt und zwischen ihnen besteht keine
Sicht. A, B, C, D sind vier Satelliten. Konnte man von den Stationen 1,2, 3 . ..
die Entfernungen zu den vier Satelliten gleichzeitig messen und kdnnte man

Fig. 2
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im gleichen Zeitmoment auch die sechs Entfernungen zwischen den vier
Satelliten messen [8], so kdnnten die Koordinaten aller Stationspunkte in
bezug auf ein mit den Satelliten festes Koordinatensystem berechnet werden.
Damit wére also die relative Lage der Stationen bestimmt. Diese Berechnung
der Koordinaten erfolgt ganz analog der obigen Aufgabe durch Ldsung
linearer Gleichungen. Eine simultane Messung aller genannten Entfernungen
ist praktisch nicht mdéglich. Jedoch kann eine quasi-simultane Messung
erfolgen, d. h. von jeder Station aus werden zu den Satelliten A, B, C, D alle
Entfernungen laufend gemessen.

Ebenso werden die sechs Entfernungen zwischen den vier Satelliten
laufend gemessen. Da zu allen Messungen die zugeordneten Zeitpunkte
registriert werden, kdnnen alle Messungen auf gewahlte Zeitpunkte reduziert
werden. Sind nur zwei Stationen mit Lasergeraten ausgeriistet, so kann ihre
raumliche Entfernung (= Sehne) bestimmt werden.

Bei dem~beschriebenen Vorgang wird angenommen, dafR die Satelliten-
bahnen unbekannt sind oder daB diese kontrolliert werden sollen. Werden nur
drei Satelliten verwendet, so kann ebenfalls die relative Lage der Punkte 1, 2,
3. .. bestimmt werden, wobei jedoch die lineare Berechnung entfallt.

4. Eine andere Aufgabe der Satellitengeodasie 14Rt sich wie folgt formu-
lieren:

In Fig. 3 sind 1, 2, 3 drei mit Lasergeréten ausgerlistete Stationen der
Erdoberflache. Ihre Lagen sind unbekannt und zwischen ihnen besteht keine
Sicht. A(x,y,2z), A(x,y,2');, B, v,w), B, v,w) und C(& v,% und
C’ (&, v, ) ist ein Satellitenpaar in drei verschiedenen unbekannten Lagen. In
jeder der drei Lagen des Satellitenpaares werden von den drei Stationen aus
die sechs Entfernungen zu beiden Satelliten gemessen. AulBBerdem wird die
Entfernung der beiden Satelliten gemessen. Diese Messungen erfolgen quasi-
simultan (siehe vorhergehende Aufgabe). Die gegenseitige Lage der drei
Stationspunkte soll bestimmt werden. Diese Aufgabe ist geometrisch be-
stimmt:

Zur Bestimmung von n Punkten des Raumes braucht man bekanntlich z
= 3n—6 Stiicke.z = 3 X 9—-6 = 21. 18 Strecken werden von den Stations-
punkten zu den Satelliten gemessen. 3 Strecken werden zwischen den
Satelliten gemessen, also zusammen 21 Stiicke.

Die Satelliten liegen immer in den Schnittpunkten von 3 Kugeln mit den
Mittelpunkten 1, 2, 3 und den gemessenen Radien.

Die Gleichungen dieser Kugel sind:
X2 4 Y2 22 = I e 1)

(X=X2)2 + (Y= V2)2 + 2% = 1 i 2) ... A
(X=X3)2 4 Y2 4 Z2 = I3 e 3)
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X2 4 Y2 202 = 12 17
(X =X2)2 + (Y = ¥2)2 + 22 = 12 e 2) ... A’
(X =X3)2 F Y2+ Z'2 = 132 s e s e 3)

Ist a die Entfernung der beiden Satelliten in der ersten Lage des Satelli-
tenpaares, so folgt:

X=X+ (Y=¥) + (Z—=2)% = A% oo e, 4)

Quadriert man in Gleichung 4) die Monome und beachtet man die Glei-
chung 1) und 1’), so folgt:

1
xx' +yy + 2z = ?(r% + ri2—a)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine berechenbare Konstante, die
wir G, nennen. Fir die zweite und dritte Lage des Satellitenpaares erhalten
wir zwei weitere dieser Gleichung analoge Gleichungen, somit ist

XX WY F ZZ' = O i 4a)
uu’ + w o+ ww' =
€+ + ¢

!
$

Il
(@]
w
P
(¢]
~
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Aus den Gleichungen 1) 2) 3) driicken wir x und y durch die gesuchten
GroBen x,, Y., Xs aus: Wir subtrahieren 2) von 1) und 3) von 1) und erhalten
nach einfacher Rechnung:

X% —Ks X3 (X3 + y3) = X2 (X3 — ks) — k2 X3

3

2 X, 2Y, X3

Darin bedeuten k, = rZ —r? und ks = r3 —r2 x’ und y’ ergibt sich aus x
bzw. y, wenn man fir k, und k; die entsprechenden GréBen k;, bzw. kj setzt.
Schreibt man Gleichung 4a) in der Form:

xX' +yy -C, = zzZ'

und setzt man z aus 1) und z’ aus 1’) ein und quadriert, so folgt nach Vereinfa-
chung:

C: + 2xXyy.=2C, . xx'=2C, yy = r2r2=r2x2=ri2y?—r x'2.4.y2.x2. -
ry? + xy?

Setzt man flr x, X', y, y’ obige Werte ein, so ergibt sich eine algebraische
Gleichung mit den Unbekannten x,, y,, X;. Das zweite und dritte Satellitenpaar
ergibt zwei analoge Gleichungen. Ein viertes Satellitenpaar (die Aufgabe ist
damit iberbestimmt) ergibt eine vierte analoge Gleichung mit den Unbekann-
ten x,, ¥,, xs. Nach [6] S. 83 ergibt sich somit im Prinzip die Mdglichkeit,
unsere Aufgabe linear zu I6sen; eventuell auftretende numerische Schwierig-
keiten werden sich durch mehr als vier Satellitenpaare, die sehr verschiedene
Lagen aufweisen, beheben lassen.

5. Fiinf Geldndepunkte weisen beliebig groBe unbekannte Héhen auf.
Ihre Lage-Koordinaten sind bekannt. Aus einer Senkrechtaufnahme wurden
die Bild-Koordinaten dieser Punkte bestimmt. Gesucht ist der Bild- und der
Kartennadir.

Diese Aufgabe kann sich in der Praxis ergeben, und zwar bei der Ergén-
zung von Pldnen und Karten und bei der Orientierung von Luftaufnahmen in
einfachen Luftbildauswertegerdten sowie bei der Nadirpunkt-Triangulation im
Gebirge. Oft liegt ein hinreichend genauer Katasterplan (ohne Hohen) oder
eine Schichtenlinien-Karte vor. In dieser sind haufig ebenfalls gut identifizier-
bare Punkte vorhanden, deren Lage hinreichende Genauigkeit aufweist,
wahrend ihre H6hen nur aus den Schichtenlinien entsprechend ungenau
interpoliert werden konnten.

Wie erwahnt wurde, liegt eine Senkrechtaufnahme vor, d. h. die Nadirdi-
stanz ist <39. Sodann bilden die vom Bildnadir zu den finf Bildpunkten
gezogenen Strahlen, bekanntlich ein Strahlenbiischel, das mit dem entspre-
chenden vom Kartennadir ausgehenden Strahlenbiischel (bis auf GroBen 2.
und hoherer Kleinheitsordnung) kongruent ist. Wenn wir von den GréBen 2.
Kleinheitsordnung absehen, besteht unsere Aufgabe darin, in der Bild- und in
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der Kartenebene je einen Punkt (Bildnadir und Kartennadir) obiger Eigen-
schaft zu finden. Dal3 diese geometrische Aufgabe bestimmt ist, erkennt man
wie folgt: Fir diese zwei gesuchten Punkte braucht man vier Koordinaten
(zwei im Bild und zwei in der Karte). Zu ihrer Bestimmung ergeben sich
tatsachlich vier Gleichungen, indem man je zwei der maBBgebenden Winkel
einander gleichsetzt.

Wir betrachten zunadchst nur vier in Karte und Bild (Fig. 4) einander
entsprechende Punkte A,, A,, A,, A; und Aj, A4, A AL In [4] ist auf S. 91,
Gl. 7) eine flUr unsere Belange niitzliche Beziehung dargestellt. Die Ableitung
dieser Gleichung ist ganz elementar, jedoch erfordert sie eine langere Re-
chenarbeit und wird daher an dieser Stelle nicht wiederholt. Diese Gleichung
lautet, wenn man geringfligige, der Fig. 4 (Karte) entsprechende Anderungen
der Bezeichnungen macht:

Xi=Xo =i —VYo) & + (Y2—VYo) _ Xo=Xs—=(Yo—=Yo)n + (Ys— Vo) §
Yi—=Y2 + (X; = Xo) £= (X = Xo) Ya=Ys + (X2 = Xo) m— (X5 = Xo) §

wobei £ = cot o, = cotBund{ = cot yist.

y Karte y A Bild
A ‘A)g 2 Al
3 Ay Ao
Még o
N

Fig. 4

Aus obiger Gleichung folgt, wenn man die Briiche wegschafft und die aus
den gegebenen Koordinaten berechenbaren GroBen mit a, b, c ... bezeich-
net:

a+bét+cn+di+etn+fEL+gni=0

Das ist eine Gleichung, die fir jedes Viereck gilt. Fir das Luftbild ist
sodann:

a+bét+cn+di+etn+fPEL+gni=0

Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen §, indem man { aus beiden
Gleichungen berechnet und die rechten Seiten einander gleichsetzt, so folgt,
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wenn man die aus den Koordinaten berechenbaren Konstanten wieder
zusammenzieht: o,

Ki + Kot + Kym+ Ko82 4+ Kem? + Kgém+ K2 + King2=0........ 1)

Sind flinf in Karte und Luftbild einander entsprechende Punkte vorhan-
den, so ergibt sich eine zweite Gleichung:

Ky 4 KoE 4 Kam d e =0.. 2)

Damit ist die Aufgabe bestimmt; denn wir haben zwei Gleichungen mit
zwei Unbekannten £, n.

Sind sechs in Karte und Luftbild einander entsprechende Punkte vorhan-
den (die Aufgabe ist damit liberbestimmt), so ergibt sich eine dritte Gleichung:

Ky 4 KoE 4 Kam F o =0.. 3)

Wir-haben-sodann-drei-algebraische-Gleichungen-mit-zwei-Unbekannten
£, w, die nach [6] S. 83 linear berechnet werden kénnen.

Waren zehn in Karte und Luftbild entsprechende Punkte vorhanden, so
wirden sich noch vier weitere Gleichungen derselben Art ergeben. Wir hatten
dann sieben lineare Gleichungen mit sieben Unbekannten:

£ £ % Em, R

Bemerkung: Wir nehmen nochmals an, es waren nur vier in Karte und
Luftbild einander entsprechende Punkte vorhanden. Es besteht sodann
Gleichung 1). Wahlen wir in dieser Gleichung &, d. h. man wahlt «, so kann
man m, d. h. B aus einer quadratischen Gleichung berechnen. Werden nun mit
zusammengehorigen Winkeln «, B ebene Riickwartseinschnitte beztliglich der
Punkte A, A, A, sowie A;, A}, A, ausgeflihrt, so ergeben sich einander
zugeordnete Kurven in Karte und Luftbild [7].

6. Eine Doppelwinkel-Schnittaufgabe.

Diese in [1] behandelte Aufgabe lautet: In drei Punkten, L, M, N, deren
gegenseitige Lage bekannt ist, sind die Horizontalwinkel zu drei Neupunkten
P, Q, R gemessen. Die Lage der drei Neupunkte ist zu bestimmen (Fig. 5). Wir
verwenden die in obiger Verdffentlichung angegebenen Bezeichnungen.

Stellt man die Bedingungen auf, daB sich in den drei Neupunkten je drei
Gerade schneiden, so fiihrt eine einfache langere Rechnung zu folgenden
Gleichungen [1] S. 293:

cYw—-cxw+ (a=b)x+ by—-aw =0
Axvw+ B xy+Cywo+ D, xow+ E;zx+Fvy+G,w+H =0
AoxVvw+ Byxy + Coyow+ Doxow+ Eox + Fov+ G,o+ H, =0

In diesen Gleichungen wurden die cot-Zeichen voriibergehend weggelas-
sen.
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Fig. 5

Betrachtet man x ¥ «, X ¥, ¥ w, X w, X, ¥, w als Unbekannte, so haben wir
drei lineare Gleichungen mit sieben Unbekannten. Waren jedoch sieben
Neupunkte auf obige Weise zu bestimmen, so hidtte man sieben lineare
Gleichungen mit sieben Unbekannten.

Es laBt sich zeigen, daB eine lineare Ldsung bei vier Neupunkten moglich
ist: Wir eliminieren x aus den drei obigen Gleichungen, indem wir x aus jeder
der drei Gleichungen berechnen und die rechte Seite der ersten Gleichung
der rechten Seite der zweiten und dritten gleichsetzen. Zieht man die Kon-
stanten zusammen, so ergeben sich zwei Gleichungen:

Ki + Kyb + Ky + K2 + Ksw? + Kewy + Kyvw? + KPyw? =0
Ky 4 Ko+ Ka oot =0
Ein vierter Neupunkt ergibt eine dritte Gleichung:

Ky + Ko 4 Ko 4 et =0

Wir haben also drei algebraische Gleichungen mit 2 Unbekannten w, V,
die nach [6] S. 83 zu einer linearen Losung flihren.

Umstandlicher ist es, die Rechnung bis zu Gleichung 10) [1] S. 295.zu
fihren. Die zwei entstehenden Gleichungen 4. Grades kdnnten bekanntlich
linear geldst werden.

Weil diese Aufgabe auch praktische Bedeutung hat, diirfte ihre Program-
mierung niitzlich sein. Sind ndmlich L, M, N Fig. 5 drei Standpunkte, in denen
photographische Aufnahmen z. B. bei Verkehrsunféllen gemacht wurden und
wurden die Seiten des Dreiecks L, M, N etwa mit einem MeBband gemessen,
so liegt unsere Aufgabe vor.
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Allgemeine Langsprofile mit Analogauswertegeraten
Von P. Waldhé&usl, Wien

Vorwort

Das hier niedergelegte Gedankengut fiihrte zu einer Diplomarbeit, die von Herrn G. Kucher
am Institut fir Elektrische MefBtechnik der Technischen Universitdt Wien (Vorstand o. Univ.-Prof.
Dr. phil. Rupert Patzelt, Betreuer Dipl.-Ing. Ch. Aglassinger und Dipl.-Ing. H. Dietrich) in Zusam-
menarbeit mit dem Institut fir Photogrammetrie ausgefiihrt wurde. Alle elektrotechnischen Details
sind seiner Diplomarbeit entnommen.

1. Elektronische Datenverarbeitung und Photogrammetrie

Taschen- und Tischcomputer werden heute in der Photogrammetrie zur
rechnergestitzten relativen und absoluten Orientierung eingesetzt. Grof3-
computer dienen der Photogrammetrie vor allem zur Bearbeitung digitaler
Gelandemodelle und zur Berechnung von umfangreichen Blockausgleichun-
gen. Die prozeBrechnergesteuerte analytische Auswertung flihrt zur Zeit zu
einer Revolution im photogrammetrischen Gerédtebau; sie 18st die zu teuer
werdenden Prazisionsauswertesysteme ab. Viele Zeichentische werden heute
schon von Mikroprozessoren gesteuert. Auch die herkdmmlichen Analogaus-
wertegerate kdnnten durch den Anschluf3 von Mikroprozessoren wesentlich
aufgewertet werden. Im folgenden sollen Vorschldage dazu nédher ausgefiihrt
werden.



