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Vorarbeiten zur Geoidbestimmung in Österreich 

Von K. P. Schwarz, New B ru nswick, Canada, und  H. Sünke/, G raz 

1 .  Klassische Verfahren der Geoidbestimmung 

Um die auf der physikal ischen Erdoberfläche gemessenen G rößen wie 
Azimute, B rechungswinkel , Strecken u .dg l .  in Rechengrößen ,  welche sich auf 
ein vorgegebenes E l l ipsoid beziehen , umwandeln zu können ,  bedarf es der 
Kenntnis des Geoids. Die Best imm ung d ieser F läche konstanten Schwerepo
tentials ist das zentrale Problem der physikal ischen Geodäsie .  Zwei Verfahren 
waren bisher vorherrschend: d ie astrogeodätische und d ie  g ravimetrische 
Geoidbestimmung .  Beide Methoden arbeiten m it I nfo rmationen über den 
Gradienten des Schwerepotentials. 

a) Die Methode der astrogeodätischen Geoid bestimm ung 
Dieses Verfah ren, das m it dem Namen He lmert eng verkn ü pft ist, basiert 

auf der Lotabweichung (�, 'IJ) als R ichtu ngsd iffe renz zwischen tatsäch l ichem 
Schweregrad ienten und Normalgradienten und le itet daraus D ifferenzen von 
Geoidhöhen ab. Als Ergebnis wird ein auf das Tr iangu lat ionsgebiet be
schränktes Geoid gel iefert, dessen re lative Lage  bezüg l ich des E rdschwer
punktes sich in Form von d rei Freihe itsgraden ausdrückt. Liegt daher zusätz
lich noch Information über d rei unabhängige und  bezügl ich des E rdschwer
punktes absolute Größen vor, so ist es pr inz ip ie l l  mög l ich ,  d ieses astrogeodä
tische Geoid in absolute Lage zu bringen . („Abso lut" ist i n  d iesem Zusam
menhang stets mit „geozentrisch"  g le ichzusetzen . )  Nach d ieser Transfo rma
tion wird es vergleichbar m it dem skal ierten g ravimetrischen Geoid .  

b)  Die Methode der  gravimetrischen Geoidbestim m u ng 
Die Rol le der Lotabweichung bei der Bestim m u ng des astrogeodätischen 

Geoids übern immt h ier d ie Schwereanomal ie ßg als D ifferenz zwischen dem 
Betrag des tatsäch l ichen Schwerevektors und dem des normalen Schwere
vektors. Um aus der Schwereanomal ie ßg das Störpotent ia l  und  dam it d ie 
Geoidhöhe gewissermaßen herausfi ltern zu  können ,  ist es theoretisch not
wendig ,  ßg auf der gesamten E rdoberfläche zu kennen  und  dam it zu messen.  
D ie l ntegralformel von Stokes l iefert sodan n e in  Geoid ,  welches s ich im  
Gegensatz zum astrogeodätischen Geoid i n  absoluter Lage bezüg l i ch  des 
Erdschwerpunktes befindet. Durch Horizontalableitu ng des Geoids besteht 
die Mögl ichkeit, ebenfalls auf Grund der Kenntn is von ßg über d ie  l nteg ralfor
mel von Ven ing-Meinesz absolute Lotabweich u ngen zu bestimmen .  Während 
der Maßstab des astrogeodätischen Geoids d u rch d ie Triangu lat ion und 
damit letzten Endes durch den Betrag der Lichtgeschwind igkeit gegeben ist, 
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wird der Maßstab des gravimetrischen Geoids im  wesent l ichen du rch d ie 
Erdmasse zusammen mit dem Schwerepotential in  Meeresniveau bestimmt .  

c)  Vortei le und Nachteile beider Methoden 
Wie bereits erwähnt wurde, ist es m it der  astrogeodät ischen Methode 

mögl ich,  lokale Geoidtei le auf Grund  von ebenfal ls n u r  lokalen Daten zu 
bestimmen . Diese Annehml ichkeit gemeinsam m it der  Tatsache,  daß eine 
derartige Geoidbestimmung bei  e in igermaßen d ichter Daten konfigu ration 
sehr genau ist und selbst noch Detai lstruktu ren des Geoids wiederzugeben 
imstande ist , macht die astrogeodätische Methode zu e inem wichtigen 
Werkzeug für lokale Geoidbestimm ungen .  Neben d iesem erhebl ichen Vortei l  
dürfen wir al lerd ings n icht außer acht lassen ,  daß e in  derart bestim mtes 
Geoid nur  relativ ist in bezug auf seine Lage zum E rdschwerpunkt .  Die 
Zentrierung muß daher auf andere Art geschehen .  

Um e ine einzige Geoidh öhe nach der gravimetrischen M ethode best im
men zu können, ist d ie Kenntnis der Schwereanomal ien auf der ganzen 
Erdoberfläche erforderl ich . Selbst wen n wir  über genügend d ichtes Schwere
material verfügten ,  so wäre eine detai l l ierte Geoidbestim m u ng nach d ieser 
Methode äußerst aufwend ig was Rechenzeit an belangt .  Der wesentl iche 
Vorteil jedoch ist, daß gravimetrische Geoid höhen sowie g ravimetrisch 
bestimmte Lotabweichungen absolut s i nd .  

Al les in  al lem ergänzen sich beide Methoden aufs beste, sodaß eine 
sinnvolle und den Aufwand betreffend vertretbare Lösung dar in besteht, d ie 
Form des Geoids in  kontinentalen Geb ieten m itte ls der  astrogeodätischen 
Methode zu best immen und die Zentrieru ng und  Stab i l is ieru ng  der  g ravimetri
schen Methode zu übertragen .  

d) Verfeinerung be i  der Geoidbestim m ung - d ie  Theorie von Mo lodensky 
Den klassischen Verfahren der Geoidbesti m m u ng l iegt stets d ie vereinfa

chende Annahme zugrunde, daß sich sämtl iche Meßdaten wie Schwereano
malien und astronom ische Lotrichtu ngen auf das Geoid u nd n icht auf d ie 
physische Erdoberf läche beziehen .  Somit  wurde b isher sti l lschweigend ange
nommen, daß die Oberflächen-Meßdaten in bereits reduz ierter Form vorla
gen. Die Redu ktionen jedoch bed i ngen die Kenntn is des Dichteverlaufs 
zwischen Geoid und Erdoberfläche.  Da I nformationen so lcher  Art nu r  m it 
beschränkter Genauigkeit vorl iegen ,  wäre es wünschenswert, e in  geeignetes 
Konzept zur Verfügung zu haben, welches derart ige Red u kt ionen vermeidet 
und völ l ig hypothesenfreie Daten verwendet .  D iese auf Mo lodensky zurückge
henden Verfeinerungen äußern s ich dari n ,  daß pr imär n icht  das Geoid, 
sondern die physikal ische Erdoberfläche in i h rer Bez iehung  zu einer erdober
flächenähnl ichen Normalfläche, dem Tel l u ro id ,  best immt  wird . Der Abstand 
dieser beiden Flächen wird durch e ine le icht mod if iz ierte Stokes'sche Formel 
gel iefert, wobei d ie Modif ikation  darin besteht, daß an die Schwereanomal ie 
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Korrekturen angebracht werden,  welche stark lokalen Charakter besitzen und 
im wesentl ichen den Einf luß der Topograph ie auf d ie Schwereanomal ie 
ausdrücken .  Die gleichen Modif ikationen ,  d ie für  d ie  Höhenanomal ie, den 
Abstand zwischen Tel l u roid und physikal ischer Erdoberfläche gelten ,  gelten 
auch für die Lotabweichung ,  welche s ich nun  wie a l le terrestrisch-geodäti
schen Messungen auf d ie Oberfläche bezieht. 

2. Die Bestimmung eines Fundamentalpunktes 

Auf Grund der im  Absch n itt ( 1 c) vorgebrachten Arg u m ente und in  
Anbetracht der so stark bewegten Topograph ie i n  Österre ich scheidet 
unserer Ansicht nach eine rein g ravimetrische Geoidbestim m ung  für  unser 
Bundesgebiet aus. Unterstützt wird d iese Entscheid ung in hohem Maße du rch 
die Tatsache, daß wir praktisch nur i n  Ost-Österre ich über Schwerematerial 
verfügen. Eine Bestimmung der Geo idhöhe wäre zur Zeit led ig l ich im Wiener 
Bereich m it ansprechender Genauigkeit mög l ich .  D ie Wahl geht also e indeu
t ig zugunsten der astrogeodätischen Methode aus .  Um jedoch das astrogeo
dätische Geoid in absolute Lage zu bringen ,  benötigen wir  - wie schon 
erwähnt - zumindest d rei unabhäng ige abso lute G rößen ; d iese wählen wir als 
gravimetrische Geoidhöhe + 2 Lotabwe ichungskomponenten (�. 'IJ) i n  e inem 
Fundamentalpunkt, den wir auf Grund  der Datenverte i l ung  zwangs läufig 
dezentral im Bereich um Wien wählen m üssen .  

Es  ist also d i e  Aufgabe geste l lt ,  in  e inem Punkt d i e  l nteg ralfo rmeln von 
Stokes und Ven ing-Meinesz auszuwerten .  

Diese eben genannten Integ rale s i nd  du rch mehr  oder weniger stark 
s ingu läre l ntegralkerne gekennzeichnet .  Die S i ngu larität im Aufpu n kt bed ingt 
eine zunehmend dichter werdende Verte i l ung der Schwereanomal ien zum 
Aufpunkt h in .  Die programmgesteuerte nu merische I nteg rat ion ist  aber 
praktisch nur auf der Gru nd lage von Lig -M ittelwerten über „ Rechtecke" 
durchführbar. Das heißt wiederum ,  daß die B lockgrößen m it abneh mender 
Aufpunktdistanz abnehmen müssen .  Eine du rchaus gebräuch l iche U ntertei
lung des I ntegrationsbereiches ( = E inheitskugel)  s ieht vor, daß zum indest für 
den Zweck der Geoidhöhenbestimmung  d rei Zonen geschaffen werden :  eine 
I nnenzone, eine M ittelzone und e ine Fernzone .  Die Fernzone  erstreckt sich 
von ca. 20° bis 1 80° sphärischer D istanz, die B lockgröße w i rd m it 5° x 5° 
festgelegt. Die M ittelzone reicht von etwa 1 °-3° bis 20°, die B lockgröße 
beträgt 1 ° x 1 °. Der krit ische Tei l  wird du rch d ie I nnenzone gebi ldet .  H ier muß 
die Blockgröße noch weiter verm indert werden ,  sodaß auch d ie  lokalen 
Einf lüsse auf die Geoidhöhe entsprechend erfaßt werden können .  Feh lerun
tersuchungen haben gezeigt, daß selbst i n  Geb ieten m it 

_
extrem rauher 

Topographie durch Mittelwertbi ldung über 20' x 20'-B löcke n u r  Fehler im 
Dezimeterbereich zugelassen werden .  
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Auf eine wesentl ich unangeneh mere S ituat ion stoßen wir jedoch bei der 
Bestimmung der Lotabweichungen .  Da d ie Lotabweich ung  als Horizontalg ra
dient aus dem Geoid hervorgeht, ist i h re Rauh igkeit u m  e ine G rößenordnung 
stärker als d ie des Geoids: sie hat d ieselbe Rau h igkeit w ie  d ie  Schwereano
malie. Dies kommt auch du rch den stark s ingu lären Kern im Integral von 
Ven ing-Meinesz zum Ausdruck. Die Konsequenzen sind derart, daß die 
Singularität des Kerns du rch eine stetige  Differenzierbarkeit der Schwereano
mal ienfunktion im Bereich der S ingu larität kom pensiert werden muß .  D ies 
kann erreicht werden,  indem man die d iskreten Werte der I nnenzone durch 
eine differenzierbare Funktion approxim iert .  I n  Sünke l  (1 977 a, b) ist d ies 
mittels bikubischer Spl ine-Funktionen geschehen ,  d ie nach be iden unabhän
gigen Variablen zweifach stetig d ifferenzierbar s i nd .  D iese lokal-polynom iale 
Darste l lung von Lig hat den großen Vorte i l ,  daß die I ntegrat ionen in  der 
Innenzone gesch lossen durchgefü h rt werden können ,  dadu rch e ine erheb
l iche Reduzierung an teurer Computerzeit e rre icht w i rd u nd zusätz l iche 
Fehlerquel len durch dig itale Integrat ion verm ieden werden .  D ie B lockgröße 
variiert seh r stark mit der Topograph ie .  Um eine astronom ischen Messungen 
entsprechende Genauigkeit von 0"5 erreichen zu kön nen ,  darf d ie B lockgröße 
in der Innenzone in Gebieten m it Flach land-Charakter (Wien)  5' x 5' n icht 
übersteigen, im Hügel land bis M itte lgeb i rge  erhalten wir als oberste G renze 
2' x 2' . Im Hochgebirge ist d ie g ravimetrische Bestim m u ng von Lotabwei
chungen n icht mehr prakt ikabel .  

I nsgesamt bewegen s ich opt im ist ische Schätzungen de r  G enau igkeit 
einer Geoidhöhe im  Bereich Wien bei 3 m, d ie e iner  Lotabweich u ng besten
falls bei 0"8. E ine Genauigkeitsste igeru ng ,  welche s ich vor a l lem bei der 
Bestimmung von Lotabweichungen im  H ügel land bis M itte lgeb i rge auswirkt, 
kann  dadu rch erreicht werden,  daß man den M itte lwerten als Treppenfunkt ion 
einen bikubischen Spl ine zuordnet, welcher  die M ittelwerte reproduz iert und 
die ursprüng l iche Funktion gewissermaßen nach Anwendung  e i nes Tiefpass
Fi lters rekonstru iert. 

Es sei an d ieser Stel le bemerkt, daß sämtl iche benötigten P rog ram me zur  
Bestimmung von N, �. 'IJ in e inem vorgegebenen Fundamentalp u n kt in klusive 
detai l l ierter Behandlung der Innenzone von uns  bere its erste l lt w u rden,  sodaß 
einer Berechnung led ig l ich im Wege steht, daß die erforder l ichen  Daten n icht 
im ausreichenden Maß zur Verfügung stehen . 

3. Vorhandene Daten 

Wenn wir an d ieser Ste l le von Daten sprechen ,  so meinen wi r  dam it stets 
Schwerewerte und astrogeodätische Lotabweichungen .  Andere Dateng rup
pen, d ie für d ie Geoidbestimmung in Frage kommen ,  s ind in Abschn itt 4 
behandelt. 
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a) Schwerewerte 
Bei der Beschaffung von Schweredaten standen uns 3 Quel len zur  

Verfügung:  das Bundesamt für E ich- u nd Vermessu ngswesen (BAfEuV), d ie  
österreichische Mineralö lverwaltung AG (ÖMV) und  j üngst d ie Abtei lung fü r 
Gravimetrie und Paläomagnetism us des I nstituts für  Meteoro log ie und Geo
physik der Un iversität Wien (Prof. Stein hauser). 

Die Schweredaten des Bundesamtes ( insg esamt ca. 1 3  000) l iegen 
ausschl ießl ich entlang der Hauptn ivel lement-Li n ien . S ie  d ienen offensicht l ich 
dem Zwecke, geopotentiel le Koten zu best immen .  Dabei ist eine  nahezu 
g leichmäßig dichte Vertei lung ohne Rücksicht auf  topograph ische Verhält
n isse gewählt worden . In den großen , von den N ivel lem ent-Li n ien einge
sch los,?enen Gebieten , l iegen von Seiten des Bundesamtes keine Messungen 
vor (Abb.  1 ) . 

Die ÖMV verfügt über du rchwegs äußerst d ichtes Daten material in  Nord
und Ostösterreich mit seh r homogener Vertei l ung .  In g roßzüg iger Weise 
wurde uns das gesamte Schwere-Basisnetz kosten los zu r  Verfügung gestel lt . 
Es handelt sich dabei um ein Netz homogen vertei lter Punkte (ca. 500) 
Abb. 2). 

Schl ießl ich wurden jüngst von r:>rof.  Stei n hauser ca.  200 Schwerewerte 
im Bereich der öst l ichen Karawanken überm ittelt (Abb .  2). 

Mit H i lfe der ÖMV-Daten, tei lweise ergänzt du rch Bundesamt-Daten , war 
es mögl ich,  im Bereich [<P0 = 47°40', <P1 = 48°50'; /\0 = 1 5°00', /\1 = 1 7°05') 
mittels eines Präd iktionsprogrammes auf der G rund lage der Kol lokation 
Mittelwerte über 5' x 5' zu schätzen (Noe, 1 977). Die Feh lervar ianzen d ieser 
Mittelwerte sind seh r untersch iedl ich und  streuen von ca.  1 mga l 2 bis zu ca. 
60 mgal 2 , wenn man von ein igen wen igen Lücken absieht .  In ähn l icher Weise 
wurden für entsprechend größere Bereiche auch 1 0' x 1 O' [<P0 = 47°00', <P 1 

= 48°50'; /\0 = 1 3°00', /\1 = 1 7°00') m it noch stärker streu enden Feh ler
varianzen bis zu ca. 1 50 mgal 2 sowie im  selben G eb iet 20' x 20'-M ittelwerte 
mit Feh lervarianzen bis zu 400 mgal 2 präd iz iert. D iese g roßen m ittleren Feh ler 
kommen natü rl ich durch äußerst dünne  Datenbedeckung zustande. I n  Gebie
ten m it dichtem Datenmaterial l iegen d ie  Varianzen du rchwegs im  Bereich von 
1 mgal 2 und darunter. Sch l ießl ich wurden im Bereich [<P0 = 47°, <P1 = 49°; /\0 

= 1 3°, /\1 = 1 7°) noch 30' x 30'-M ittelwerte geschätzt, deren Varianzen 
natürl ich wiederum entsprechend der Datenbedeckung stark streuen . 
b) Noch g ravierender ist d ie Situation ,  was astrogeodätische Lotabweichun
gen anbelangt. Auf insgesamt 99 Stationen im Netz 1 .  Ordnung wu rden vom 
Bundesamt die Lotabweichungskomponenten in R ichtung des Meridian 
bestimmt, auf led ig l ich 6 Stationen auch d ie zugehör ige zweite Komponente 
in Richtung des Paral lel .  Al le anderen 'l]-Werte wurden d i rekt aus Az imutmes
sungen abgeleitet und s ind für d ie  G eoidbestim m ung  n icht verwendbar. ( In  
der Schweiz, einem topograph isch m it Österreich verg leichbaren Land, 



62 ÖZfVuPh 66. Jahrgang/ 1 978/Heft 2 

,.; 
� 

{ ) 
i j ) 

"> 
j 
i 
< (i 

t 
( 
i 

r) c1·-· 

\\. . .,..s' 

\ 
} 
\ 
" 
< 
\ " '-·"" " ( 

,...} i 
> 

c Q) Cf) Q) ;;: Cf) O> c ::::> Cf) Cf) Q) 
§ Q) > 
-0 c ::::> 1 
.c 
ü 
ü:i � 
2 Cf) Q) 
"E <ll Cf) Q) -0 c ::::> lll 
Cf) Q) -0 
c Q) 
c;; -0 
� Q) ;;: 

.c 
ü 

(f) 
Q; -0 
O> c ::::> 
"Qj t Q) > 

..ci 
.0 <( 



/
 

r-·- i 
..

.... "'
""-

. 
. 

\.
 

!'·,_
 

( 
--.

..._,.
 . ..

.__ 

1 
·\

 
r·

�
 

· 

. 
\.

. 
( 

'-
. 

(·-
./ 

--n_J'
-->.J

 

-

s 

/„.r
·_.,

,,. 
,- ·

 
r

 
(." \ i... \ ; C:..t

t. 
<"'"

!-
-.,

 
.-

·-1 
·i 

... ,
..

..,,) 
._,.

 
(, 

i 
r-

--
.�

 

·'-)
 

� 

?.
-

."
-i.

....,
.")

 

. ./'-
·; 

r-
..1

 "
''\,

 
( 

'"\ 
.,.,.

. -./
. ->

 

· ,. 
'l 

) 
..

.. _ .
 

) 
i...r"\

 
.-' 

' 
lJ

 

J 

' 

-

' 

�
 

-
� 

' 

-
< 

�
-

\ 

_„
_""

_
 

' 

-
-

--
v

 

'
-

,, 
., 

,
-

-
,

,
 

_
 _,

, 

(... 
,./

· � 
f 

("
 

�
 

-..
 

_ _; 
'·

---
-, 

' 
' 

B 
'-'

 

V 
"-

-
' 

. , _
_ ' "'-

- -
· -

. 
-

- �
 

·-
,v

 

�· �
 

'- ·
-

• . .,.
.,_

 
·-.;, 

, r· 

Ab
b.

 2
 

Ve
rte

ilu
ng

 d
er

 S
ch

w
er

ed
at

en
 

A 
..

. B
as

is
ne

tz
 d

er
 Ö

M
V 

B 
..

. A
bt

. f
. G

ra
vi

m
et

rie
 u

. P
al

äo
m

ag
ne

tis
m

us
 d

er
 U

ni
ve

rs
itä

t W
ie

n 
(P

ro
f. 

St
ei

nh
au

se
r)

 

�
 

�
 

>:
: 

\ � 1 � 

Q:
 

N < c:
 

-0
 

::
::r 

(J')
 ?' '- !l

l 
::

::r 
tO !l

l 
::J

 
CO

 ...._ � CD
 

-J
 

00
 

..
.._ 

::c
 

(!)
 

;:
:: 

1\.)
 

0)
 

(.,)
 



64 ÖZfVuPh 66. Jahrgang/1 978/Heft 2 

wurde das astrogeodätische Geoid m it 1 0-cm-G enau ig keit b estim mt! [E lm i 
ger, 1 969 .]). 

Aus d iesen Gründen haben sich d rei Un iversitäts i nst itute (Prof. Bretter
bauer, Prof. Embacher, Prof. R inner) entsch lossen ,  auf  insgesamt etwa 1 50 
Punkten astronomische Messungen d u rchzufüh ren , sodaß das gesamte 
Bundesgebiet m it einem m ittleren Punktabstand von ca.  25 km überdeckt 
wird . Würden in Ostösterreich zur  Verd ichtung noch zusätz l i che Schwere
messungen durchgeführt, d ie im Bereich d es Fundamen talpunktes ei ne 
Dichte von etwa 1 Pkt/ 1 0  km2 haben m ü ßten , so stünde ein er astrogeodäti
schen Geoidbestimmung m it Orientieru ng du rch N, �. 'l'J im  Fundamentalpunkt 
nichts meh r  im Wege. Die M iteinbez iehung d er Mo lodensky-Korrektu ren 
würde eine starke Verd ichtung des Netzes erfordern (über d erartige Daten 
verfügt d ie  ÖMV bereits!) und sol lte daher erst in ein em zweiten Schritt 
geplant werden . Voruntersuchungen über d ie Schätzung m ittlerer Höhen in 
charakteristischen Gebieten sind bereits du rchgeführt worden . Ein wesentl i 
cher Schritt in d ieser R ichtung wäre die Erstel l ung  ein er Höhendatenbank für 
Österreich .  

4. Neuere Methoden der Geoidbestimmung 

Eine wesentl iche Ergänzung haben d ie  k lass ischen Verfah ren der Geoid
bestimmung in den letzten zwanzig Jah ren du rch  M ethoden erfahren , d ie  
erdnahe Satel l iten a ls  dynamisches Ziel oder als M eßsystem verwenden .  
Auch d iese Methoden kann man untertei len i n  solche, d i e  absolute, und 
solche, d ie  relative Geoidundu lat ionen l iefern .  S ie  ben utzen aber n icht meh r  
aussch l ießl ich den ersten Gradienten des Schwerepotentials zu r  G eoidbe
stimmung ,  sondern eine  Vielfalt von Größen , d ie  m it dem Potential zusam
menhängen .  

a) Globale Satel l iten lösungen für das Störpotent ia l  
H ierbei wird das Störpotential aus Bahnabweichungen des Satel l iten 

best immt, d ie sich im  Bl ick auf ein Referenzfeld erg eben . Der Satel l it wird also 
als dynamisches Ziel benutzt. Beobachtete G rößen s ind R ichtungen im 
Raum, Entfernungen und Entfernu ngsd ifferenzen .  U n b ekan nte s ind die Ku
gelfunktionskoeffizienten der Reihenentwicklung  des Stö rpotentials oder 
Verbesserungen dazu . Im  al lgemeinen n i m mt man d ie  Best imm ung zonaler 
und tesseraler Koeffizienten gesondert vor, da  u ntersch ied l i che  Datengrup
pen zu ih rer Bestim mung herangezogen werden . Fü r  d ie tesseralen Koeffi
zienten höheren Grades werden in immer stärkerem Maße R esonanzeigen
schaften n iedrig f l iegender Satel l iten ausgen utzt. 

Mit der Reihenentwick lung fü r das Stö rpotent ia l  hat man  natürl ich auch 
die Reihenentwicklung des entsprechend en G eoids .  D ieses ist geozentrisch 
gelagert und bezieht seinen Maßstab von der eingefü h rten Erdmasse. Da d ie  
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Reihenentwicklung end l ich ist, geben d ie  Geo idhöhen den g loba len und 
reg ionalen Verlauf im  al lgemeinen gut  wied er, können aber keine lokalen 
Detai ls l iefern. Die Genauigkeit der so best im mten G eoid höhen w i rd in 
Nordamerika und Europa m it ±2 m bis ±3 m angegeben ,  dü rfte aber in  
abgelegenen Gebieten , vor al lem in d en Ozeanen ,  deut l ich sch lechter sei n .  
E i n  Verg leich g lobaler Geoidprofi le für  d ie  versch iedenen Lösungen ist z .B .  in  
Balmino et a l .  (1 976) zu f inden .  

b) Satel l itenalt imetrie 
Dieses Verfahren hat in den letzten Jah ren zunehmend an Bed eutung 

gewonnen , da es gestattet, d ie Genauigkeit des Geo ids i n  den Meeresgebie
ten um nahezu eine Größenordnung zu verbessern .  Die Methode beruht auf 
dem einfachen Prinzip, die Entfernung zwischen Satel l it und Meeresober
fläche zu messen, wobei der Meßstrahl als orthogonal  auf d er Oberf läche 
angenommen werden kann .  Kennt  man die Satel l iten bah n genau und setzt 
man d ie Meeresoberfläche m it dem Geoid g leich ,  so ist eine d i rekte Bestim
mung von Geoidprof i len mög l ich .  Beide Bed ingungen s ind natürl ich nur 
näherungsweise gegeben und d ie Genauigkeit der G eoidbestim m ung kann 
daher nicht einfach der Entfernungsmeßgenau igkeit g leichgesetzt werden . 
Vortei lhaft wirkt sich aus, daß sich in v ielen G eb ieten d ie  Geoid prof i le über
schneiden ,  sodaß Zwangsbed ingungen ei ngeführt werden können ,  m i t  deren 
Hi lfe man die Abhängigkeit von der Satel l itenbahn g rößtenteils ausschalten 
kann .  In Gebieten m it guter Datenbedeckung l iegt d ie i nnere G enau igkeit des 
so best immten Geoids zwischen ±0, 5  m und  ± 0,7 m .  D ie abso luten G eo id hö
hen dürften eine Genauigkeit von ±2 m haben .  E i nen guten E in b l ick i n  d ie 
Methodik und die praktischen Problem e  geben Rum mel und Rapp (1 977). 

Da die Satel l itenaltimetrie in  Geb i rgs ländern n icht anwendbar ist, l iegt 
ihre Bedeutung für die Geoidbest immung  in Österreich im wesent l ichen darin ,  
daß in Zukunft d ie M itlel- und Fernzone in der Stokeschen Form el sehr viel 
genauer best immt werden können . 

c) Gradiometrie 
Bei d ieser Methode werden zweite G rad ienten des Schwerepotentials 

bzw. l ineare Kombinat ionen d ieser G radienten gemessen . D iese G rößen 
haben auf der Erdoberfläche ei nen stark lokalen Charakter und  s ind vor a l lem 
durch topographische Massenunregelmäßig keiten beeinf lußt .  D ie Verwen
dung terrestrischer Gradiometermessu ngen zur  Geoidbest im muhg ist daher 
problematisch ,  wie die Erfahrungen m it der Eötvös'schen Drehwaage zeigen . 
Mit zunehmendem Abstand von der Erdoberfläche  werden aber d ie lokalen 
Antei le  des Störfeldes herausgefi ltert, und  d ie  so erhaltenen Daten lassen 
sich zur  Best immung von Schwereanomal ien und  von Geo id höhen verwen
den .  Zwei Anwendungen s ind bisher vorgesch lagen und  u ntersucht worden :  
Fluggradiometrie und  Satel l iteng rad iometr ie. 
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Bei beiden Verfahren geht man davon aus,  daß du rch entsprechende 
Meßanordnung bel iebige Gradienten bestimmt werden kön n en .  Im al lgemei
nen wird eine Kombination von d rei G rad ienten d ie  besten Resu ltate l iefern . 
Untersuchungen von Schwarz und  Kryr'iski (1 977) haben g ezeigt, daß bei der 
Geoidbest immung m ittels Satel l itengrad iometr ie i nnere Genau igkeiten von 
±0,7  m bis ±1 ,0 m auch in lokal begrenzten G ebieten zu erreichen s ind .  
Al lerd ings muß man außerdem d ie  Genau igkeit des Referenzpotent ia ls sowie 
der Anfangswerte in  Rechnung stel len ,  um d en Fehler der absoluten G eoid
höhen zu schätzen . Dies g i lt i n  g leicher Weise für  d ie  F lug g rad iometrie, bei 
der info lge der n ied rigeren F lughöhe d ie  i nnere G enau igkeit bei etwa ±0,3  m 
l iegt (Schwarz, 1 977). Beide Verfah ren s ind b isher n icht p raktisch erprobt 
worden, da die instrumentelle Entwicklung noch n icht  weit genug vorange
schritten ist. D ie für d ie  F luggrad iometrie benötigte G enau igkeit von ± 1 
Eötvös wird aber inzwischen in Laborato riu .msversuchen reg elmäßig erreicht, 
sodaß mit einer Erprobung in naher Zukunft zu rechnen ist. 

d) Satel l ite-to-Satel l ite Tracking 
Bei d iesem Verfahren besteht das Meßsystem aus zwei Satel l iten , deren 

Geschwind igkeitsd ifferenz mögl ichst kontin u ierl ich  gem essen wird.  Es g ibt 
also eine bevorzugte Meßrichtung ,  d ie  du rch den Vektor zwischen den beiden 
Satel l iten angegeben wird . D ie versch ied enen Ausfüh ru ngen d es Verfahrens 
unterscheiden sich nun du rch Anord n u ng und  Entfernu n g  d er Satel l iten, 
sowie dadurch,  daß zusätz l iche I nformation über Lage u n d  R ichtung des 
Verbindungsvektors exist iert oder n icht .  U m  s icherzustel len ,  daß d ie Ge
schwindigkeitsänderungen nur  vom Schwerefeld abhängen ,  m u ß  man andere 
E inflüsse weitgehend ausschalten . D ie Haup�tschwierigkeiten , d ie  dabei auf
treten , werden in Rummel und  Reigber (1 978) d iskut iert. Untersuchungen von 
Kryr'iski (1 978) haben gezeigt, daß m it d ieser Methode eine  i n nere G enau ig
keit von etwa ± 1 m für die lokale Geoidbestimm ung  erreicht  werden kann .  
Das Verfahren ist in  Versuchsmessungen erp robt worden, u n d  es erscheint 
mögl ich ,  daß ein System d ieser Art in  naher Zuku n ft zur Verfügung  stehen 
wird .  

e) Doppler-N ivel lement 
Dieses Verfahren beruht wied er auf einem sehr ein fach en Pr inz ip .  Die 

dreid imensionalen Koord inaten, d ie s ich aus Posit ionsbest im m u ng m ittels 
Doppler ergeben, können in ein facher Weise du rch E i n füh rung  einer Refe
renzfläche in el l ipsoidische Koord inaten verwandelt werden . Hat man außer
dem den orthometrischen Höhenuntersch ied für  zwei so best im mte Pun kte, 
so erhält man aus der Differenz der el l ipso id ischen und  der o rthometrischen 
Höhenuntersch iede relative G eoidundu lationen .  Da o rthometrisch e  Höhenun
terschiede für Punkte erster Ordnung  entweder vor l ieg en , oder - wenn d ies 
n icht der Fal l ist - praktisch auch aus ein er Verb i ndung  von N ivel lem ent und 
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trigonometrischer Höhenmessung abg eleitet werden kön n en,  wäre eine 
solche Bestimmung relativ einfach du rchzufüh ren . 

Kouba (1 976) hat d ie Genauigkeit der relativen Geo idundu lationen für 
Stationen untersucht, d ie 50 km voneinander entfernt l iegen . Für die derzeit 
übl ichen Dopplerausrüstungen g ibt er eine G enau igkeit von ± 0 ,4 m an ,  hält 
aber bei gewisser instrumentel ler Verbesserung ± 0,2 m für  ei nen real isti
schen Wert. Versuchsmessungen bestätigen den ersten Wert. Es ist a l ler
d ings mögl ich, daß lokale Geoidstöru ngen und  d ie  u ntersch ied l i che G enauig
keit der Bahnvorhersagen in verschiedenen Tei len d er Erde  einen g rößeren 
Einf luß haben als i n  d iesen Werten zum Ausd ruck kom mt. 

f) Trägheitsnavigat ion 
Instrumente, d ie auf dem Prinzip der Träg heitsnavigat ion beruhen,  s ind 

relativ neu in  der geodätischen Praxis. S ie werden heute fast aussch l ießl ich 
zur Positionsbest immung ben utzt. Dabei integ riert man Besch leu n igungen, 
d ie in einem Inertialsystem gemessen werd en, zweifach ,  um die Entfernung 
zwischen zwei Punkten in  einem vorg egebenen Koord inatensystem zu  erhal
ten . Bei der terrestrischen Verwendung d ieser Meßsysteme lassen sich aber 
ebenso Änderungen des Schwerefelds best im men .  D ie Fah rzeuge (Lastwa
gen, Hubschrauber), d ie zum Transport des I nstru ments ben utzt werden, 
stoppen al le 3 bis 4 M inuten, um d ie  Nu l lanzeige  der Besch leu n ig ungsmesser 
zu kontro l l ieren . Aus d iesen Messungen kann man d ie Änderu ng der Lotab
weichungen relativ zum Anfangspunkt best im men .  Untersuchungen in den 
kanadischen Rocky Mountains haben ergeben , daß s ich Lotabweichungsdif
ferenzen zwischen Punkten, d ie  n icht meh r  als ei ne ha lbe Stu nde Fahrzeit 
voneinander entfernt s ind,  m it einer Genauig keit von wen iger als ± 1 "  bestim
men lassen . Da es sich bei  den benutzten I nstrum enten um d ie erste G enera
tion handelt, l iegen in d ieser Entwick lung offensicht l ich g roße Mög l ichkeiten 
für die Lotabweichungsbestimmung  in Hochg ebirgs ländern .  D ie Verwendung 
dieser relativen Lotabweichungen erfolgt i n  der üb l i chen Weise im Rahmen 
der astrogeodätischen Geoidbestimmung .  

5. Datenkombination 

Bei der Fül le der i n  Abschn itt 1 und 4 beschr iebenen Verfah ren sp ielt d ie 
Frage der optimalen Kombinat ion versch iedenart iger Datengruppen ei ne 
wesentl iche Rol le. Dabei ist zu beachten ,  daß s ich das Schwerefeld der Erde  
exakt nur  durch eine  unend l iche Anzahl von  Parametern beschreiben läßt, 
also z. B. du rch eine unendl iche Anzahl von Kugelfunkt ionskoeff iz ienten . Da 
die Anzah l der Meßwerte immer endl ich ist, l iegt im Pr inz ip ei n u nterbestimm
tes Problem vor. Dazu kommt, daß d ie  Meßg rößen im  a l lgemei n en du rch 
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I ntegral- oder Differentialoperatoren verbunden s ind ,  und  dad u rch Approxi
mationen ,  die für eine Datengruppe zu lässig s ind ,  bei einer anderen Gruppe 
wesentl ichen Informationsverlust m it sich b ri ngen . 

I n  den letzten Jah ren hat eine  Methode zuneh m end an Bedeutung 
gewonnen ,  d ie d ie  oben angesproch enen Probleme i n  eleg anter und num
erisch einfacher Weise zu lösen gestattet. S ie ist als Kol lokat ion nach klein
sten Quadraten bekannt geworden und  verei n igt  wesent l iche E igenschaften 
der Ausgleichsrechnung und der Präd i ktion .  I m  folgenden soll keine  Herlei
tung der Methode gegeben werden, sondern led ig l ich  i h re Anwendung auf 
das Problem der Geoidbestimm ung d iskut iert werd en . Es sei  jedoch darauf 
h ingewiesen, daß die Herleitung in  sehr untersch ied l icher Weise erfolgen 
kann, und daß jeder d ieser Ansätze charakterist ische E ig enschaften der 
Methode zur Geltung bringt. E inzel heiten s ind i n  Moritz ( 1 973) zu f inden ,  
einen kurz gefaßten Überb l ick g ibt Moritz ( 1 977 a). 

Das Model l ,  das im folgenden betrachtet werden sol l ,  hat d i e  Form 
x = AX + s + n .  

Der Vektor x enthält d ie beobachteten G rößen , d ie  s ich aus ein em Parameter
anteil AX, dem Anteil des Störfelds s und  dem Feh leranteil n zusammenset
zen . Dabei werden s und n als statist ische G rößen betrachtet, d ie  du rch i h re 
ersten zwei Momente, Mittelwert und Kovarianzfu nktion ,  besch r ieben s ind .  
Die Lösung m it kleinster Varianz der ob igen G leichung  lautet 

X = (A'C 'A) 'A'C.:x. 
s = c,.c.; (x-AX), 

wobei C„ d ie  Autokovarianzmatrix der Beobachtungen ist u n d  c.x d ie Kreuz
kovarianzmatrix zwischen Signal  s und  Beobachtu ng x. D ie E lemente der 
verschiedenen Kovarianzmatrizen s ind d iskrete Werte d er entsprechenden 
Kovarianzfunktionen. Die verschiedenen G rößen des anoma len Schwerefel
des sind durch Differential- und l nteg ralbez ieh ungen streng m iteinander 
verknüpft. I h re Kovarianzfunktionen lassen sich desha lb  von ein er ei nzigen 
Kovarianzfunktion ,  z .  B .  der der Schwereanomal ien ,  her leiten . D ies ist der 
Grund, warum d ie mathematischen Relationen zwischen versch iedenen 
Größen des Störfelds i n  d ieser Methode streng berücks icht igt  werden kön
nen .  Es wird keine Diskretisierung der I nteg ral- oder D i fferent ia loperatoren 
vorgenommen ,  wie z .  B. bei der üb l ichen D iskret is ieru ng d er Stokeschen 
l ntegralformel ,  sondern der entsprechende Operato r wird auf  d ie  Kovarianz
funktion angewendet, und die so entstandene  Funkt ion wird ansch l ießend 
diskretisiert. Die Beziehungen zwischen der Kol lokation nach kleinsten 
Quadraten und den klassischen l nteg ral form eln  w i rd i n  Moritz ( 1 975) d isku
tiert. E inen E inb l ick in die Fragen, die bei der B est imm ung ei ner g lobalen 
Kovarianzfunkt ion auftreten , g ibt Moritz ( 1 977 b). E i ne  D iskussion der Pro
bleme, die sich bei der Bestimmung  d es G eoids in der B u ndesrepubl ik  
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Deutschland m ittels eines mod ifiz ierten Kol lokationsverfah rens ergaben, ist i n  
Lelgemann (1 977) zu  f inden .  

Z u m  Verständnis des Ausgangsmodel ls ist es h i lfreich ,  s ich d i e  Bedeu
tung der versch iedenen Terme für  d ie  vorher d iskut ierten M eßverfah ren klar 
zu machen .  Das Signal s, das im vorl iegenden Fal l  zu  best im m en ist, ist d ie  
Geoidundu lation N .  Die Meßgrößen X;, d ie  zu  seiner Best im m ung  verwendet 
werden, sind Schwereanomalien, Lotabweich u ngen ,  Alt im etermessungen ,  
Gradiometermessungen usw. Der Parameterterm AX u mfaßt a l le systemati
schen Antei le, d ie  in  d iesen Messungen enthalten s ind ,  also z. B. D ri ft und 
Kal ibrierungsfeh ler bei Schwere- und G rad iometerm essungen ,  Feh ler i n  den 
Anfangswerten bei Lotabweichungen und  Gradiometermessu ngen ,  Feh ler 
des Referenzfeldes bei Altimeter- und Dopplerm essungen ,  D i fferenz zwischen 
Meerestopograph ie und Geoid bei Alt imetermessung en .  Der Feh lervektor n 
enthält al les, was nicht in s oder AX enthalten ist, d . h .  d ie  G renzen zwischen 
den drei Termen sind n icht starr. So ist es bei zu neh m ender Verfeineru ng der 
Meßmethoden häufig der Fal l ,  daß systemat ische Antei le i n  den Res iduen 
entdeckt werden, d ie dann durch AX model l iert werden kön nen . Im  a l lgemei
nen wird man bei der Komplexität der in  Abschn itt 4 besprochenen Meßsy
steme davon ausgehen müssen, daß d ie  E lemente des Vektors n n icht  meh r  
unkorrel iert s ind .  

Die Kombination seh r untersch ied l icher Dateng ru ppen bringt natür l ich 
eine Reihe interessanter numerischer Fragen m it s ich .  Da d ie theoretischen 
Vortei le des Modells durch numerische  Instab i l itäten vol lständ ig zun ichte 
gemacht werden können ,  ist es wicht ig ,  d iese Fragen in Voruntersuchungen 
abzuklären . Bei den h ier anfal lenden g roßen Daten mengen em pfiehlt es s ich, 
schrittweise vorzugehen, um zu versteh en, was jede Datengruppe zur  Ge
samtlösung beiträgt und wie eine optimale Konfig u ration auss ieht. Fü r  einen 
Teil der h ier besprochenen Verfah ren s ind d iese G enau igkeitsu ntersuchun
gen in den letzten Jah ren am I nstitut für  Erdmessung  und  phys ikal ische 
Geodäsie in Graz (Prof. Moritz) durchgeführt worden .  D ie Kom b inat ion von 
Kugelfunktionskoeffizienten und Schwereanomal ien ist in  Schwarz (1975) 
behandelt, d ie Kombination von Lotabweichungen und  Schwereanomal ien in  
Lachapel le (1 975), d ie Kombinat ion von G rad iometer- und A lt imeterdaten in  
Schwarz (1 976) und d ie Kombination von Schwereanomal ien und  G radiome
terdaten in Schwarz und Krynski (1 977). D iese U ntersuchu ngen haben 
gezeigt, daß die Datenkonfiguration für  eine stabi le Lösung seh r  wesentl ich 
ist, und daß im al lgemeinen g rößere Daten mengen ohne  Genauig keitsverluste 
durch repräsentative Werte dargestellt werden können . Der G enau ig keitsge
winn ,  der sich bei den einzelnen Kom binationen erg ibt, ist un tersch i ed l ich ,  er 
kann  jedoch bis zu 60% gegenüber den E inzellösungen betragen . Dazu 
kommt die größere Zuverlässigkeit der E rgebn isse, da systematisch e  Feh ler 
einer Datengruppe entweder entdeckt werden oder in d ie  Feh lerschätzungen 
eingehen,  und damit übermäßig optim istische Aussagen verm ieden werden .  
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Versucht man abzuschätzen , welche Rol le d ie  versch iedenen Verfahren 
bei der Geoidbestimmung in Österreich spielen kön n en ,  so kann man leicht 
drei Gruppen unterscheiden .  G lobale Satel l iten lösu ngen und Satel l itenalt ime
trie l iefern ein Referenzfeld höherer Ordnung und  gestatten es, d ie  Mittel- und 
Fernzone in der Stokeschen Formel m it b isher n icht  verfügbarer G enau igkeit 
zu bestimmen .  E ine Kombinat ion von Lotabweichungen und  Schweredaten 
ergänzt durch Dopplern ivel lement wird zum indest in naher Zukunft das 
detai l l ierte Geoid in Österreich l iefern . Dabei sol lte man vor a l lem d ie  Mögl ich
keiten im Auge behalten, die s ich du rch die Verwendung  von l nertia l instru
menten für die Messung von Lotabweichu ngsd ifferenzen erg eben . E ine 
rasche Verd ichtung des gep lanten Lotabweichungsnetzes wäre i n  d ieser 
Weise mög l ich .  Schl ießl ich könnten Grad iometr ie und  Satell ite-to-Satel l ite 
Tracking eine wesentl iche Verstärkung des bis dah in  berec h n eten Geoides 
l iefern , wobei vor a l lem durch F luggrad iometrie weitere Verbesserungen in 
schwer zugängl ichen Geb ieten zu erwarten s ind .  
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Zur Geometrie des normalen Schwerefeldes 

Von Hans Sünke/, Graz 

Zusammenfassung 

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden für ein rotierendes Bezugsell i psoid die 
Beziehungen zwischen Normalschwerel in ien, lsozenithal l in ien und Normal lotl in ien anhand der 
verschiedenen Formul ierungen der Randbedingung der physikalischen Geodäsie gezeigt. Der 
zweite Teil zeigt für ein nichtrotierendes Bezugsel l i psoid die zusammenhänge zwischen Normal
schwerel inien, Äquigravitationslinien und lsozenithal l in ien im gewöhnlichen physikalischen Raum 
sowie im Schwereraum. 

1. Einleitung 

Das letzte Jahrzehnt war für d ie physikal ische Geodäsie zu e inem guten 
Tei l  gekennzeichnet vom Streben nach e iner mathematisch strengen Formu
lierung und Lösung des nun bere its klassischen Randwertproblems der 
physikalischen Geodäsie: der Best imm ung der physikal ischen Erdoberfläche 
bei vol lständiger Kenntnis des Schwerepotentials und des Schwerevektors 
auf d ieser Fläche. Die bisherigen e insch läg igen Arbeiten auf d iesem Gebiet 
sind gekennzeichnet durch Approximationen, welche zwar keinerlei prak
tische Konsequenzen zur Folge haben, jedoch e ine strenge Form ul ierung 
verh indern. Es ist das Verd ienst von T. Krarup (1 973) und P .  Me issl (1 971 ), 
das Randwertproblem streng formul iert und l inearisiert zu haben. Wesentl ich 


