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Vorarbeiten zur Geoidbestimmung in Osterreich

Von K. P. Schwarz, New Brunswick, Canada, und H. Siinkel, Graz

1. Klassische Verfahren der Geoidbestimmung

Um die auf der physikalischen Erdoberfliche gemessenen GroBen wie
Azimute, Brechungswinkel, Strecken u.dgl. in RechengréBen, welche sich auf
ein vorgegebenes Ellipsoid beziehen, umwandeln zu kdnnen, bedarf es der
Kenntnis des Geoids. Die Bestimmung dieser Fldche konstanten Schwerepo-
tentials ist das zentrale Problem der physikalischen Geodésie. Zwei Verfahren
waren bisher vorherrschend: die astrogeodétische und die gravimetrische
Geoidbestimmung. Beide Methoden arbeiten mit Informationen Uber den
Gradienten des Schwerepotentials.

a) Die Methode der astrogeodéatischen Geoidbestimmung

Dieses Verfahren, das mit dem Namen Helmert eng verkniipft ist, basiert
auf der Lotabweichung (¢, m) als Richtungsdifferenz zwischen tatsdchlichem
Schweregradienten und Normalgradienten und leitet daraus Differenzen von
Geoidhéhen ab. Als Ergebnis wird ein auf das Triangulationsgebiet be-
schridnktes Geoid geliefert, dessen relative Lage bezlglich des Erdschwer-
punktes sich in Form von drei Freiheitsgraden ausdrickt. Liegt daher zuséatz-
lich noch Information iiber drei unabhingige und beziiglich des Erdschwer-
punktes absolute GroBen vor, so ist es prinzipiell moglich, dieses astrogeoda-
tische Geoid in absolute Lage zu bringen. (,,Absolut" ist in diesem Zusam-
menhang stets mit ,,geozentrisch* gleichzusetzen.) Nach dieser Transforma-
tion wird es vergleichbar mit dem skalierten gravimetrischen Geoid.

b) Die Methode der gravimetrischen Geoidbestimmung

Die Rolle der Lotabweichung bei der Bestimmung des astrogeodatischen
Geoids Ubernimmt hier die Schwereanomalie Ag als Differenz zwischen dem
Betrag des tatsdchlichen Schwerevektors und dem des normalen Schwere-
vektors. Um aus der Schwereanomalie Ag das Stérpotential und damit die
Geoidhohe gewissermaBen herausfiltern zu kénnen, ist es theoretisch not-
wendig, Ag auf der gesamten Erdoberflaiche zu kennen und damit zu messen.
Die Integralformel von Stokes liefert sodann ein Geoid, welches sich im
Gegensatz zum astrogeodatischen Geoid in absoluter Lage beziiglich des
Erdschwerpunktes befindet. Durch Horizontalableitung des Geoids besteht
die Méglichkeit, ebenfalls auf Grund der Kenntnis von Ag lUiber die Integralfor-
mel von Vening-Meinesz absolute Lotabweichungen zu bestimmen. Wahrend
der Maf3stab des astrogeoditischen Geoids durch die Triangulation und
damit letzten Endes durch den Betrag der Lichtgeschwindigkeit gegeben ist,
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wird der Mafistab des gravimetrischen Geoids im wesentlichen durch die
Erdmasse zusammen mit dem Schwerepotential in Meeresniveau bestimmt.

c) Vorteile und Nachteile beider Methoden

Wie bereits erwahnt wurde, ist es mit der astrogeodatischen Methode
moglich, lokale Geoidteile auf Grund von ebenfalls nur lokalen Daten zu
bestimmen. Diese Annehmlichkeit gemeinsam mit der Tatsache, daf3 eine
derartige Geoidbestimmung bei einigermafBen dichter Datenkonfiguration
sehr genau ist und selbst noch Detailstrukturen des Geoids wiederzugeben
imstande ist, macht die astrogeodidtische Methode zu einem wichtigen
Werkzeug fur lokale Geoidbestimmungen. Neben diesem erheblichen Vorteil
durfen wir allerdings nicht auBer acht lassen, daB3 ein derart bestimmtes
Geoid nur relativ ist in bezug auf seine Lage zum Erdschwerpunkt. Die
Zentrierung muB daher auf andere Art geschehen.

Um eine einzige Geoidhohe nach der gravimetrischen Methode bestim-
men zu kénnen, ist die Kenntnis der Schwereanomalien auf der ganzen
Erdoberflache erforderlich. Selbst wenn wir liber genltigend dichtes Schwere-
material verfiigten, so ware eine detaillierte Geoidbestimmung nach dieser
Methode &uBerst aufwendig was Rechenzeit anbelangt. Der wesentliche
Vorteil jedoch ist, daB gravimetrische Geoidhdhen sowie gravimetrisch
bestimmte Lotabweichungen absolut sind.

Alles in allem ergdnzen sich beide Methoden aufs beste, sodal3 eine
sinnvolle und den Aufwand betreffend vertretbare Losung darin besteht, die
Form des Geoids in kontinentalen Gebieten mittels der astrogeodétischen
Methode zu bestimmen und die Zentrierung und Stabilisierung der gravimetri-
schen Methode zu lbertragen.

d) Verfeinerung bei der Geoidbestimmung — die Theorie von Molodensky

Den klassischen Verfahren der Geoidbestimmung liegt stets die vereinfa-
chende Annahme zugrunde, daB sich sdmtliche MeBdaten wie Schwereano-
malien und astronomische Lotrichtungen auf das Geoid und nicht auf die
physische Erdoberfliche beziehen. Somit wurde bisher stillschweigend ange-
nommen, daB3 die Oberflichen-Mef3daten in bereits reduzierter Form vorla-
gen. Die Reduktionen jedoch bedingen die Kenntnis des Dichteverlaufs
zwischen Geoid und Erdoberfliche. Da Informationen solcher Art nur mit
beschrankter Genauigkeit vorliegen, ware es wiinschenswert, ein geeignetes
Konzept zur Verfligung zu haben, welches derartige Reduktionen vermeidet
und véllig hypothesenfreie Daten verwendet. Diese auf Molodensky zurtickge-
henden Verfeinerungen &uBlern sich darin, daB primdr nicht das Geoid,
sondern die physikalische Erdoberfldche in ihrer Beziehung zu einer erdober-
flichendhnlichen Normalfliche, dem Telluroid, bestimmt wird. Der Abstand
dieser beiden Flachen wird durch eine leicht modifizierte Stokes’sche Formel
geliefert, wobei die Modifikation darin besteht, daB an die Schwereanomalie
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Korrekturen angebracht werden, welche stark lokalen Charakter besitzen und
im wesentlichen den EinfluB der Topographie auf die Schwereanomalie
ausdricken. Die gleichen Modifikationen, die fur die Hohenanomalie, den
Abstand zwischen Telluroid und physikalischer Erdoberfliche gelten, gelten
auch fiur die Lotabweichung, welche sich nun wie alle terrestrisch-geodéti-
schen Messungen auf die Oberflache bezieht.

2. Die Bestimmung eines Fundamentalpunktes

Auf Grund der im Abschnitt (1c) vorgebrachten Argumente und in
Anbetracht der so stark bewegten Topographie in Osterreich scheidet
unserer Ansicht nach eine rein gravimetrische Geoidbestimmung fiur unser
Bundesgebiet aus. Unterstiitzt wird diese Entscheidung in hohem Maf3e durch
die Tatsache, daB wir praktisch nur in Ost-Osterreich iiber Schwerematerial
verfigen. Eine Bestimmung der Geoidhéhe wére zur Zeit lediglich im Wiener
Bereich mit ansprechender Genauigkeit méglich. Die Wahl geht also eindeu-
tig zugunsten der astrogeodéatischen Methode aus. Um jedoch das astrogeo-
datische Geoid in absolute Lage zu bringen, bendétigen wir — wie schon
erwdhnt — zumindest drei unabhédngige absolute GroBen; diese wahlen wir als
gravimetrische Geoidhohe + 2 Lotabweichungskomponenten (&, m) in einem
Fundamentalpunkt, den wir auf Grund der Datenverteilung zwangslaufig
dezentral im Bereich um Wien wé&hlen miissen.

Es ist also die Aufgabe gestellt, in einem Punkt die Integralformeln von
Stokes und Vening-Meinesz auszuwerten.

Diese eben genannten Integrale sind durch mehr oder weniger stark
singuldre Integralkerne gekennzeichnet. Die Singularitdat im Aufpunkt bedingt
eine zunehmend dichter werdende Verteilung der Schwereanomalien zum
Aufpunkt hin. Die programmgesteuerte numerische Integration ist aber
praktisch nur auf der Grundlage von Ag-Mittelwerten uber ,,Rechtecke*
durchfuhrbar. Das hei3t wiederum, daf3 die BlockgroBen mit abnehmender
Aufpunktdistanz abnehmen missen. Eine durchaus gebrduchliche Untertei-
lung des Integrationsbereiches (= Einheitskugel) sieht vor, dal3 zumindest fir
den Zweck der Geoidhdhenbestimmung drei Zonen geschaffen werden: eine
Innenzone, eine Mittelzone und eine Fernzone. Die Fernzone erstreckt sich
von ca. 20° bis 180° sphéarischer Distanz, die BlockgroBe wird mit 5° x 5°
festgelegt. Die Mittelzone reicht von etwa 1°-3° bis 20°, die BlockgréBe
betrdgt 1° X 1°. Der kritische Teil wird durch die Innenzone gebildet. Hier muf3
die BlockgroBe noch weiter vermindert werden, sodaB auch die lokalen
Einflusse auf die Geoidhohe entsprechend erfaBt werden kénnen. Fehlerun-
tersuchungen haben gezeigt, daB3 selbst in Gebieten mit extrem rauher
Topographie durch Mittelwertbildung Uber 20" X 20'-Blécke nur Fehler im
Dezimeterbereich zugelassen werden.
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Auf eine wesentlich unangenehmere Situation stoBen wir jedoch bei der
Bestimmung der Lotabweichungen. Da die Lotabweichung als Horizontalgra-
dient aus dem Geoid hervorgeht, ist ihre Rauhigkeit um eine GréBenordnung
starker als die des Geoids: sie hat dieselbe Rauhigkeit wie die Schwereano-
malie. Dies kommt auch durch den stark singuldaren Kern im Integral von
Vening-Meinesz zum Ausdruck. Die Konsequenzen sind derart, daf die
Singularitédt des Kerns durch eine stetige Differenzierbarkeit der Schwereano-
malienfunktion im Bereich der Singularitdt kompensiert werden mufB. Dies
kann erreicht werden, indem man die diskreten Werte der Innenzone durch
eine differenzierbare Funktion approximiert. In Sinkel (1977 a, b) ist dies
mittels bikubischer Spline-Funktionen geschehen, die nach beiden unabhén-
gigen Variablen zweifach stetig differenzierbar sind. Diese lokal-polynomiale
Darstellung von Ag hat den groBen Vorteil, daB die Integrationen in der
Innenzone geschlossen durchgefiihrt werden kénnen, dadurch eine erheb-
licheReduzierung -an teurer Computerzeit- erreicht-wird-und zusétzliche
Fehlerquellen durch digitale Integration vermieden werden. Die BlockgroBe
variiert sehr stark mit der Topographie. Um eine astronomischen Messungen
entsprechende Genauigkeit von 0”5 erreichen zu kénnen, darf die Blockgrofiie
in der Innenzone in Gebieten mit Flachland-Charakter (Wien) 5 X 5§’ nicht
Ubersteigen, im Higelland bis Mittelgebirge erhalten wir als oberste Grenze
2" X 2'. Im Hochgebirge ist die gravimetrische Bestimmung von Lotabwei-
chungen nicht mehr praktikabel.

Insgesamt bewegen sich optimistische Schidtzungen der Genauigkeit
einer Geoidhéhe im Bereich Wien bei 3 m, die einer Lotabweichung besten-
falls bei 0”"8. Eine Genauigkeitssteigerung, welche sich vor allem bei der
Bestimmung von Lotabweichungen im Hiigelland bis Mittelgebirge auswirkt,
kann dadurch erreicht werden, daf3 man den Mittelwerten als Treppenfunktion
einen bikubischen Spline zuordnet, welcher die Mittelwerte reproduziert und
die urspriingliche Funktion gewissermafBen nach Anwendung eines Tiefpass-
Filters rekonstruiert.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dal3 sdmtliche bendétigten Programme zur
Bestimmung von N, £ 7 in einem vorgegebenen Fundamentalpunkt inklusive
detaillierter Behandlung der Innenzone von uns bereits erstellt wurden, sodafi
einer Berechnung lediglich im Wege steht, daB3 die erforderlichen Daten nicht
im ausreichenden Maf3 zur Verfligung stehen.

3. Vorhandene Daten

Wenn wir an dieser Stelle von Daten sprechen, so meinen wir damit stets
Schwerewerte und astrogeoditische Lotabweichungen. Andere Datengrup-
pen, die fur die Geoidbestimmung in Frage kommen, sind in Abschnitt 4
behandelt.
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a) Schwerewerte

Bei der Beschaffung von Schweredaten standen uns 3 Quellen zur
Verfuigung: das Bundesamt fur Eich- und Vermessungswesen (BAfEuV), die
Osterreichische Mineraldlverwaltung AG (OMV) und jiingst die Abteilung fiir
Gravimetrie und Paldomagnetismus des Instituts fir Meteorologie und Geo-
physik der Universitdt Wien (Prof. Steinhauser).

Die Schweredaten des Bundesamtes (insgesamt ca. 13 000) liegen
ausschlieBlich entlang der Hauptnivellement-Linien. Sie dienen offensichtlich
dem Zwecke, geopotentielle Koten zu bestimmen. Dabei ist eine nahezu
gleichmé&Big dichte Verteilung ohne Ricksicht auf topographische Verhélt-
nisse gewdahlt worden. In den groflien, von den Nivellement-Linien einge-
schlossenen Gebieten, liegen von Seiten des Bundesamtes keine Messungen
vor (Abb. 1).

Die OMV verfugt iiber durchwegs duBerst dichtes Datenmaterial in Nord-
und Ostdsterreich mit sehr homogener Verteilung. In groBziigiger Weise
wurde uns das gesamte Schwere-Basisnetz kostenlos zur Verfiigung gestellt.
Es handelt sich dabei um ein Netz homogen verteilter Punkte (ca. 500)
Abb. 2).

SchlieBlich wurden jingst von Prof. Steinhauser ca. 200 Schwerewerte
im Bereich der dstlichen Karawanken tubermittelt (Abb. 2).

Mit Hilfe der OMV-Daten, teilweise ergdnzt durch Bundesamt-Daten, war
es moglich, im Bereich [¢, = 47°40', o1+ = 48°50; \, = 15°00°, A+ = 17°05"]
mittels eines Pradiktionsprogrammes auf der Grundlage der Kollokation
Mittelwerte liber 5 X 5’ zu schatzen (Noé, 1977). Die Fehlervarianzen dieser
Mittelwerte sind sehr unterschiedlich und streuen von ca. 1 mgal? bis zu ca.
60 mgal?, wenn man von einigen wenigen Licken absieht. In &hnlicher Weise
wurden fur entsprechend gréBere Bereiche auch 10" X 10'[¢, = 47°00', ¢
= 48°50; N\, = 13°00°, v = 17°00'] mit noch stdrker streuenden Fehler-
varianzen bis zu ca. 150 mgal®? sowie im selben Gebiet 20' X 20'-Mittelwerte
mit Fehlervarianzen bis zu 400 mgal® pradiziert. Diese grof3en mittleren Fehler
kommen nattrlich durch duBerst diinne Datenbedeckung zustande. In Gebie-
ten mit dichtem Datenmaterial liegen die Varianzen durchwegs im Bereich von
1 mgal? und darunter. SchlieBlich wurden im Bereich [®, = 47°, ¢ = 49°; \,
= 13°, N1 = 17°] noch 30" x 30'-Mittelwerte geschéatzt, deren Varianzen
naturlich wiederum entsprechend der Datenbedeckung stark streuen.

b) Noch gravierender ist die Situation, was astrogeodatische Lotabweichun-
gen anbelangt. Auf insgesamt 99 Stationen im Netz 1. Ordnung wurden vom
Bundesamt die Lotabweichungskomponenten in Richtung des Meridian
bestimmt, auf lediglich 6 Stationen auch die zugehorige zweite Komponente
in Richtung des Parallel. Alle anderen y-Werte wurden direkt aus Azimutmes-
sungen abgeleitet und sind fir die Geoidbestimmung nicht verwendbar. (In
der Schweiz, einem topographisch mit Osterreich vergleichbaren Land,



OztvuPh 66. Jahrgang/1978/Heft 2

62

uasamsBunssawia ) pun -yoi3 Jn} SA1WEBSIPUNY SBP UdBPaIOMYIS Jap Bunjauapn

L qaqv




63

OztVuPh 66. Jahrgang/1978/Heft 2

(18sneyuIs)g "J0.d) UBIA JBISIBAIUN 18P SNWSI}auBBWOR[Eed "N 8L}BWIABID *4°lQY " "' g

usjepalamyog Jap Bunjisepn g "qqy

.\ﬁ - -

A ..

l) m W M —— S

“ P e

......).\.
N

YU

<

/ S
D ./
e
e
$

AWQ 19p Zjousiseg " " "y

! TR
iy J Ny ~
Y r U~ e
o \\07./.\.(\ R 7 N
(L~ N
-~
b
i
3
— 1
el \
T o P
.y Y ( < \
e Qm ) - ~,
Hcl?.\ ~/ v T AN s
y



64 OzfVuPh 66. Jahrgang/1978/Heft 2

wurde das astrogeodétische Geoid mit 10-cm-Genauigkeit bestimmt! [Elmi-
ger, 1969.]).

Aus diesen Grinden haben sich drei Universitdtsinstitute (Prof. Bretter-
bauer, Prof. Embacher, Prof. Rinner) entschlossen, auf insgesamt etwa 150
Punkten astronomische Messungen durchzufiihren, sodal3 das gesamte
Bundesgebiet mit einem mittleren Punktabstand von ca. 25 km Uberdeckt
wird. Wiirden in Ostosterreich zur Verdichtung noch zusatzliche Schwere-
messungen durchgefiihrt, die im Bereich des Fundamentalpunktes eine
Dichte von etwa 1 Pkt/10 km? haben miBten, so silinde einer astrogeodaiti-
schen Geoidbestimmung mit Orientierung durch N, £, n im Fundamentalpunkt
nichts mehr im Wege. Die Miteinbeziehung der Molodensky-Korrekturen
wirde eine starke Verdichtung des Netzes erfordern (Uber derartige Daten
verfigt die OMV bereits!) und sollte daher erst in einem zweiten Schritt
geplant werden. Voruntersuchungen Uber die Schdtzung mittlerer Hohen in
charakteristischen Gebieten sind bereits durchgeflihrt worden: Ein wesentli-
cher Schritt in dieser Richtung ware die Erstellung einer Hohendatenbank fir
Osterreich.

4. Neuere Methoden der Geoidbestimmung

Eine wesentliche Ergdnzung haben die klassischen Verfahren der Geoid-
bestimmung in den letzten zwanzig Jahren durch Methoden erfahren, die
erdnahe Satelliten als dynamisches Ziel oder als MeBsystem verwenden.
Auch diese Methoden kann man unterteilen in solche, die absolute, und
solche, die relative Geoidundulationen liefern. Sie benutzen aber nicht mehr
ausschlieBlich den ersten Gradienten des Schwerepotentials zur Geoidbe-
stimmung, sondern eine Vielfalt von GréBen, die mit dem Potential zusam-
menhdngen.

a) Globale Satellitenldsungen fir das Storpotential

Hierbei wird das Storpotential aus Bahnabweichungen des Satelliten
bestimmt, die sich im Blick auf ein Referenzfeld ergeben. Der Satellit wird also
als dynamisches Ziel benutzt. Beobachtete Grofen sind Richtungen im
Raum, Entfernungen und Entfernungsdifferenzen. Unbekannte sind die Ku-
gelfunktionskoeffizienten der Reihenentwicklung des Stdrpotentials oder
Verbesserungen dazu. Im allgemeinen nimmt man die Bestimmung zonaler
und tesseraler Koeffizienten gesondert vor, da unterschiedliche Datengrup-
pen zu ihrer Bestimmung herangezogen werden. Fir die tesseralen Koeffi-
zienten hdéheren Grades werden in immer stiarkerem MafBe Resonanzeigen-
schaften niedrig fliegender Satelliten ausgenutzt.

Mit der Reihenentwicklung fir das Storpotential hat man natirlich auch
die Reihenentwicklung des entsprechenden Geoids. Dieses ist geozentrisch
gelagert und bezieht seinen MafBstab von der eingefihrten Erdmasse. Da die
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Reihenentwicklung endlich ist, geben die Geoidhéhen den globalen und
regionalen Verlauf im allgemeinen gut wieder, kdnnen aber keine lokalen
Details liefern. Die Genauigkeit der so bestimmten Geoidhdéhen wird in
Nordamerika und Europa mit £2 m bis *3 m angegeben, dirfte aber in
abgelegenen Gebieten, vor allem in den Ozeanen, deutlich schlechter sein.
Ein Vergleich globaler Geoidprofile fir die verschiedenen Losungen ist z.B. in
Balmino et al. (1976) zu finden.

b) Satellitenaltimetrie

Dieses Verfahren hat in den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung
gewonnen, da es gestattet, die Genauigkeit des Geoids in den Meeresgebie-
ten um nahezu eine GroBBenordnung zu verbessern. Die Methode beruht auf
dem einfachen Prinzip, die Entfernung zwischen Satellit und Meeresober-
fliche zu messen, wobei der MeBstrahl als orthogonal auf der Oberflache
angenommen werden kann. Kennt man die Satellitenbahn genau und setzt
man die Meeresoberfliche mit dem Geoid gleich, so ist eine direkte Bestim-
mung von Geoidprofilen mdéglich. Beide Bedingungen sind natirlich nur
ndherungsweise gegeben und die Genauigkeit der Geoidbestimmung kann
daher nicht einfach der Entfernungsmef3igenauigkeit gleichgesetzt werden.
Vorteilhaft wirkt sich aus, daB sich in vielen Gebieten die Geoidprofile iber-
schneiden, sodaBl Zwangsbedingungen eingefiihrt werden kdnnen, mit deren
Hilfe man die Abhangigkeit von der Satellitenbahn groéBtenteils ausschalten
kann. In Gebieten mit guter Datenbedeckung liegt die innere Genauigkeit des
so bestimmten Geoids zwischen 0,5 m und =0,7 m. Die absoluten Geoidh6-
hen dirften eine Genauigkeit von £2 m haben. Einen guten Einblick in die
Methodik und die praktischen Probleme geben Rummel und Rapp (1977).

Da die Satellitenaltimetrie in Gebirgslandern nicht anwendbar ist, liegt
ihre Bedeutung fiir die Geoidbestimmung in Osterreich im wesentlichen darin,
daB in Zukunft die Mittel- und Fernzone in der Stokeschen Formel sehr viel
genauer bestimmt werden kénnen.

c) Gradiometrie

Bei dieser Methode werden zweite Gradienten des Schwerepotentials
bzw. lineare Kombinationen dieser Gradienten gemessen. Diese GréfBen
haben auf der Erdoberfldche einen stark lokalen Charakter und sind vor allem
durch topographische MassenunregelmaéafBigkeiten beeinfluBt. Die Verwen-
dung terrestrischer Gradiometermessungen zur Geoidbestimmung ist daher
problematisch, wie die Erfahrungen mit der E6tvés’schen Drehwaage zeigen.
Mit zunehmendem Abstand von der Erdoberfliche werden aber die lokalen
Anteile des Storfeldes herausgefiltert, und die so erhaltenen Daten lassen
sich zur Bestimmung von Schwereanomalien und von Geoidhdhen verwen-
den. Zwei Anwendungen sind bisher vorgeschlagen und untersucht worden:
Fluggradiometrie und Satellitengradiometrie.
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Bei beiden Verfahren geht man davon aus, dafl durch entsprechende
MeBanordnung beliebige Gradienten bestimmt werden kénnen. Im allgemei-
nen wird eine Kombination von drei Gradienten die besten Resultate liefern.
Untersuchungen von Schwarz und Krynski (1977) haben gezeigt, daB bei der
Geoidbestimmung mittels Satellitengradiometrie innere Genauigkeiten von
+0,7m bis =1,0m auch in lokal begrenzten Gebieten zu erreichen sind.
Allerdings muf3 man auBBerdem die Genauigkeit des Referenzpotentials sowie
der Anfangswerte in Rechnung stellen, um den Fehler der absoluten Geoid-
hoéhen zu schéatzen. Dies gilt in gleicher Weise fiir die Fluggradiometrie, bei
der infolge der niedrigeren Flughdhe die innere Genauigkeit bei etwa £0,3 m
liegt (Schwarz, 1977). Beide Verfahren sind bisher nicht praktisch erprobt
worden, da die instrumentelle Entwicklung noch nicht weit genug vorange-
schritten ist. Die fur die Fluggradiometrie benétigte Genauigkeit von =*1
E6tvos wird aber inzwischen in Laboratoriumsversuchen regelméBig erreicht,
sodaB mit einer Erprobung in-naher Zukunft zu rechnen ist.

d) Satellite-to-Satellite Tracking

Bei diesem Verfahren besteht das Mefl3system aus zwei Satelliten, deren
Geschwindigkeitsdifferenz moglichst kontinuierlich gemessen wird. Es gibt
also eine bevorzugte Mefrichtung, die durch den Vektor zwischen den beiden
Satelliten angegeben wird. Die verschiedenen Ausfiihrungen des Verfahrens
unterscheiden sich nun durch Anordnung und Entfernung der Satelliten,
sowie dadurch, daB zuséitzliche Information lUber Lage und Richtung des
Verbindungsvektors existiert oder nicht. Um sicherzustellen, da3 die Ge-
schwindigkeitsdnderungen nur vom Schwerefeld abhdngen, muf3 man andere
Einflisse weitgehend ausschalten. Die Hauptschwierigkeiten, die dabei auf-
treten, werden in Rummel und Reigber (1978) diskutiert. Untersuchungen von
Krynski (1978) haben gezeigt, daB mit dieser Methode eine innere Genauig-
keit von etwa =1 m fur die lokale Geoidbestimmung erreicht werden kann.
Das Verfahren ist in Versuchsmessungen erprobt worden, und es erscheint
moglich, daB ein System dieser Art in naher Zukunft zur Verfiigung stehen
wird.

e) Doppler-Nivellement

Dieses Verfahren beruht wieder auf einem sehr einfachen Prinzip. Die
dreidimensionalen Koordinaten, die sich aus Positionsbestimmung mittels
Doppler ergeben, kénnen in einfacher Weise durch Einfihrung einer Refe-
renzfliche in ellipsoidische Koordinaten verwandelt werden. Hat man auBer-
dem den orthometrischen Hohenunterschied fiir zwei so bestimmte Punkte,
so erhdlt man aus der Differenz der ellipsoidischen und der orthometrischen
Hoéhenunterschiede relative Geoidundulationen. Da orthometrische Hohenun-
terschiede fir Punkte erster Ordnung entweder vorliegen, oder — wenn dies
nicht der Fall ist — praktisch auch aus einer Verbindung von Nivellement und
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trigonometrischer Hohenmessung abgeleitet werden koénnen, wére eine
solche Bestimmung relativ einfach durchzufiihren.

Kouba (1976) hat die Genauigkeit der relativen Geoidundulationen fir
Stationen untersucht, die 50 km voneinander entfernt liegen. Fur die derzeit
Ublichen Dopplerausriistungen gibt er eine Genauigkeit von 0,4 m an, héalt
aber bei gewisser instrumenteller Verbesserung 0,2 m fir einen realisti-
schen Wert. Versuchsmessungen bestatigen den ersten Wert. Es ist aller-
dings maglich, dafi lokale Geoidstérungen und die unterschiedliche Genauig-
keit der Bahnvorhersagen in verschiedenen Teilen der Erde einen groBeren
EinfluB haben als in diesen Werten zum Ausdruck kommt.

f) Tragheitsnavigation

Instrumente, die auf dem Prinzip der Trdgheitsnavigation beruhen, sind
relativ neu in der geoddtischen Praxis. Sie werden heute fast ausschlieBlich
zur Positionsbestimmung benutzt. Dabei integriert man Beschleunigungen,
die in einem Inertialsystem gemessen werden, zweifach, um die Entfernung
zwischen zwei Punkten in einem vorgegebenen Koordinatensystem zu erhal-
ten. Bei der terrestrischen Verwendung dieser MeBsysteme lassen sich aber
ebenso Anderungen des Schwerefelds bestimmen. Die Fahrzeuge (Lastwa-
gen, Hubschrauber), die zum Transport des Instruments benutzt werden,
stoppen alle 3 bis 4 Minuten, um die Nullanzeige der Beschleunigungsmesser
zu kontrollieren. Aus diesen Messungen kann man die Anderung der Lotab-
weichungen relativ zum Anfangspunkt bestimmen. Untersuchungen in den
kanadischen Rocky Mountains haben ergeben, daB sich Lotabweichungsdif-
ferenzen zwischen Punkten, die nicht mehr als eine halbe Stunde Fahrzeit
voneinander entfernt sind, mit einer Genauigkeit von weniger als +1” bestim-
men lassen. Da es sich bei den benutzten Instrumenten um die erste Genera-
tion handelt, liegen in dieser Entwicklung offensichtlich groBe Mdglichkeiten
fur die Lotabweichungsbestimmung in Hochgebirgsldndern. Die Verwendung
dieser relativen Lotabweichungen erfolgt in der Ublichen Weise im Rahmen
der astrogeodétischen Geoidbestimmung.

5. Datenkombination

Bei der Fiille der in Abschnitt 1 und 4 beschriebenen Verfahren spielt die
Frage der optimalen Kombination verschiedenartiger Datengruppen eine
wesentliche Rolle. Dabei ist zu beachten, daf3 sich das Schwerefeld der Erde
exakt nur durch eine unendliche Anzahl von Parametern beschreiben |4Bt,
also z. B. durch eine unendliche Anzahl von Kugelfunktionskoeffizienten. Da
die Anzahl der MefBwerte immer endlich ist, liegt im Prinzip ein unterbestimm-
tes Problem vor. Dazu kommt, dafl die MeB3gréBen im allgemeinen durch
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Integral- oder Differentialoperatoren verbunden sind, und dadurch Approxi-
mationen, die fur eine Datengruppe zuldssig sind, bei einer anderen Gruppe
wesentlichen Informationsverlust mit sich bringen.

In den letzten Jahren hat eine Methode zunehmend an Bedeutung
gewonnen, die die oben angesprochenen Probleme in eleganter und num-
erisch einfacher Weise zu |16sen gestattet. Sie ist als Kollokation nach klein-
sten Quadraten bekannt geworden und vereinigt wesentliche Eigenschaften
der Ausgleichsrechnung und der Pradiktion. Im folgenden soll keine Herlei-
tung der Methode gegeben werden, sondern lediglich ihre Anwendung auf
das Problem der Geoidbestimmung diskutiert werden. Es sei jedoch darauf
hingewiesen, dafB die Herleitung in sehr unterschiedlicher Weise erfolgen
kann, und dal3 jeder dieser Ansdtze charakteristische Eigenschaften der
Methode zur Geltung bringt. Einzelheiten sind in Moritz (1973) zu finden,
einen kurz gefaBten Uberblick gibt Moritz (1977 a).

Das Modell;-das im-folgenden betrachtet-werden-soll,-hat-die-Form

Xx=AX+s +n.
Der Vektor x enthélt die beobachteten Groéen, die sich aus einem Parameter-
anteil AX, dem Anteil des Storfelds s und dem Fehleranteil n zusammenset-
zen. Dabei werden s und n als statistische GréBen betrachtet, die durch ihre
ersten zwei Momente, Mittelwert und Kovarianzfunktion, beschrieben sind.
Die Losung mit kleinster Varianz der obigen Gleichung lautet

X
s

(A'C 'A) 'A'C.'x,
C..C.! (x=AX),

i

wobei C,, die Autokovarianzmatrix der Beobachtungen ist und C,, die Kreuz-
kovarianzmatrix zwischen Signal s und Beobachtung x. Die Elemente der
verschiedenen Kovarianzmatrizen sind diskrete Werte der entsprechenden
Kovarianzfunktionen. Die verschiedenen GroBen des anomalen Schwerefel-
des sind durch Differential- und Integralbeziehungen streng miteinander
verknupft. lhre Kovarianzfunktionen lassen sich deshalb von einer einzigen
Kovarianzfunktion, z. B. der der Schwereanomalien, herleiten. Dies ist der
Grund, warum die mathematischen Relationen zwischen verschiedenen
GroBen des Storfelds in dieser Methode streng beriicksichtigt werden kén-
nen. Es wird keine Diskretisierung der Integral- oder Differentialoperatoren
vorgenommen, wie z. B. bei der Ublichen Diskretisierung der Stokeschen
Integralformel, sondern der entsprechende Operator wird auf die Kovarianz-
funktion angewendet, und die so entstandene Funktion wird anschlieBend
diskretisiert. Die Beziehungen zwischen der Kollokation nach kleinsten
Quadraten und den klassischen Integralformeln wird in Moritz (1975) disku-
tiert. Einen Einblick in die Fragen, die bei der Bestimmung einer globalen
Kovarianzfunktion auftreten, gibt Moritz (1977 b). Eine Diskussion der Pro-
bleme, die sich bei der Bestimmung des Geoids in der Bundesrepublik
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Deutschland mittels eines modifizierten Kollokationsverfahrens ergaben, ist in
Lelgemann (1977) zu finden.

Zum Verstandnis des Ausgangsmodells ist es hilfreich, sich die Bedeu-
tung der verschiedenen Terme fir die vorher diskutierten MeBverfahren klar
zu machen. Das Signal s, das im vorliegenden Fall zu bestimmen ist, ist die
Geoidundulation N. Die MeBgréBen x, die zu seiner Bestimmung verwendet
werden, sind Schwereanomalien, Lotabweichungen, Altimetermessungen,
Gradiometermessungen usw. Der Parameterterm AX umfafBt alle systemati-
schen Anteile, die in diesen Messungen enthalten sind, also z. B. Drift und
Kalibrierungsfehler bei Schwere- und Gradiometermessungen, Fehler in den
Anfangswerten bei Lotabweichungen und Gradiometermessungen, Fehler
des Referenzfeldes bei Altimeter- und Dopplermessungen, Differenz zwischen
Meerestopographie und Geoid bei Altimetermessungen. Der Fehlervektor n
enthélt alles, was nicht in s oder AX enthalten ist, d.h. die Grenzen zwischen
den drei Termen sind nicht starr. So ist es bei zunehmender Verfeinerung der
MeBmethoden haufig der Fall, daB systematische Anteile in den Residuen
entdeckt werden, die dann durch AX modelliert werden kénnen. Im allgemei-
nen wird man bei der Komplexitat der in Abschnitt 4 besprochenen Mefsy-
steme davon ausgehen mussen, daf3 die Elemente des Vektors n nicht mehr
unkorreliert sind.

Die Kombination sehr unterschiedlicher Datengruppen bringt naturlich
eine Reihe interessanter numerischer Fragen mit sich. Da die theoretischen
Vorteile des Modells durch numerische Instabilitdten vollstdndig zunichte
gemacht werden konnen, ist es wichtig, diese Fragen in Voruntersuchungen
abzuklédren. Bei den hier anfallenden groBen Datenmengen empfiehlt es sich,
schrittweise vorzugehen, um zu verstehen, was jede Datengruppe zur Ge-
samtldsung beitrdgt und wie eine optimale Konfiguration aussieht. Fur einen
Teil der hier besprochenen Verfahren sind diese Genauigkeitsuntersuchun-
gen in den letzten Jahren am Institut fir Erdmessung und physikalische
Geodasie in Graz (Prof. Moritz) durchgefiihrt worden. Die Kombination von
Kugelfunktionskoeffizienten und Schwereanomalien ist in Schwarz (1975)
behandelt, die Kombination von Lotabweichungen und Schwereanomalien in
Lachapelle (1975), die Kombination von Gradiometer- und Altimeterdaten in
Schwarz (1976) und die Kombination von Schwereanomalien und Gradiome-
terdaten in Schwarz und Krynski (1977). Diese Untersuchungen haben
gezeigt, dal3 die Datenkonfiguration fir eine stabile Losung sehr wesentlich
ist, und daf3 im allgemeinen gréBere Datenmengen ohne Genauigkeitsverluste
durch représentative Werte dargestellt werden kdnnen. Der Genauigkeitsge-
winn, der sich bei den einzelnen Kombinationen ergibt, ist unterschiedlich, er
kann jedoch bis zu 60% gegeniber den Einzelldsungen betragen. Dazu
kommt die groBere Zuverldssigkeit der Ergebnisse, da systematische Fehler
einer Datengruppe entweder entdeckt werden oder in die Fehlerschatzungen
eingehen, und damit ibermé&Rig optimistische Aussagen vermieden werden.
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Versucht man abzuschétzen, welche Rolle die verschiedenen Verfahren
bei der Geoidbestimmung in Osterreich spielen kénnen, so kann man leicht
drei Gruppen unterscheiden. Globale Satellitenldsungen und Satellitenaltime-
trie liefern ein Referenzfeld héherer Ordnung und gestatten es, die Mittel- und
Fernzone in der Stokeschen Formel mit bisher nicht verfligbarer Genauigkeit
zu bestimmen. Eine Kombination von Lotabweichungen und Schweredaten
ergdnzt durch Dopplernivellement wird zumindest in naher Zukunft das
detaillierte Geoid in Osterreich liefern. Dabei sollte man vor allem die Mdglich-
keiten im Auge behalten, die sich durch die Verwendung von Inertialinstru-
menten fur die Messung von Lotabweichungsdifferenzen ergeben. Eine
rasche Verdichtung des geplanten Lotabweichungsnetzes wéire in dieser
Weise mdoglich. SchlieBlich kdnnten Gradiometrie und Satellite-to-Satellite
Tracking eine wesentliche Verstdrkung des bis dahin berechneten Geoides
liefern, wobei vor allem durch Fluggradiometrie weitere Verbesserungen in
schwerzuganglichen Gebieten zu erwarten sind.
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Zur Geometrie des normalen Schwerefeldes

Von Hans Stinkel, Graz

Zusammenfassung

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden fiir ein rotierendes Bezugsellipsoid die
Beziehungen zwischen Normalschwerelinien, Isozenithallinien und Normallotlinien anhand der
verschiedenen Formulierungen der Randbedingung der physikalischen Geodésie gezeigt. Der
zweite Teil zeigt fir ein nichtrotierendes Bezugsellipsoid die Zusammenh&nge zwischen Normal-
schwerelinien, Aquigravitationslinien und Isozenithallinien im gewdhnlichen physikalischen Raum
sowie im Schwereraum.

1. Einleitung

Das letzte Jahrzehnt war fir die physikalische Geodéasie zu einem guten
Teil gekennzeichnet vom Streben nach einer mathematisch strengen Formu-
lierung und L8sung des nun bereits klassischen Randwertproblems der
physikalischen Geodasie: der Bestimmung der physikalischen Erdoberflache
bei vollstdndiger Kenntnis des Schwerepotentials und des Schwerevektors
auf dieser Flache. Die bisherigen einschldgigen Arbeiten auf diesem Gebiet
sind gekennzeichnet durch Approximationen, welche zwar keinerlei prak-
tische Konsequenzen zur Folge haben, jedoch eine strenge Formulierung
verhindern. Es ist das Verdienst von T. Krarup (1973) und P. Meissl (1971),
das Randwertproblem streng formuliert und linearisiert zu haben. Wesentlich



