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Die Sonderfélle der diskreten Kollokation
Von Helmut Wolf, Bonn

Wenn man die Kollokation in ihrer diskreten Ausprdgung, d. h. mit
endlicher Anzahl von unbekannten Parametern, als eine Aufgabe der Aus-
gleichsrechnung ansieht, so kann man aus dem allgemeinen Modell

I=AX+Bs+n 1)
unter der Nebenbedingung
. nTcnnn+5TCsssz min (2)
eine Anzahl von (insgesamt 8) Sonderfédllen erfassen, ohne dafB fiir jeden
einzelnen von ihnen eine eigene Theorie aufzubauen ist.

Vorstehend bedeuten: | den Vektor der Beobachtungen an den vorgege-
benen N Stitzpunkten, X den ausgeglichenen (oder ,,geschéatzten’) Vektor
der u Parameter des deterministischen Anteils, s das Signal und n den Noise.
A und B sind die entsprechenden Koeffizientenmatrizen, dergestalt daB

[A, B] = [gradTl]
bezliglich der Werte x und s. A priori gegeben seien auBerdem die Kovarian-
zen

Css — cov (s), Cnn = cov (n), mit Els} = o,und E{n} =v
worin E den Erwartungswert symbolisiert. Im Sinne einer Interpolation sollen
dann-auf den Neupunkten die entsprechenden Werte
IP=ApX + BpsP ®3)
gefunden werden, wobei die cov(s?) = C, sowie C,, ebenfalls als bekannt
vorausgesetzt werden. Man kann dann im Sinne der Ausgleichungsrechnung
die Losung auf zweierlei Wegen herbeiflihren:

a) liber eine Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen mit Unbekannten:
Ist | die Einheitsmatrix, so kann fiir (1) geschrieben werden:

[1,B] [:]+Aﬁ—|:o @)
Aus (1) folgen mit dem Korrelatenvektor k die Normalgleichungen
Cnn: 0 —_
0,81 (% 2 | BT]k+Ax—I—ol )
ATk, =V
woraus
Xx=(ATC'A)-"ATC'l,undk = C'(I—AX) (6)
mit C Cnn + B Css BT
und aus den Korrelatengleichungen folgt
n :Cnnk =Cnn 6_1 (I_A i) = Cnn(BchBT)_1Bs (7)
§ =CssBTk=CsisBTC'(I—AR) (8)

Zur Bestimmung von sP bedient man sich des Kunstgriffes von Prof.
Moritz (1970), wonach man sf mit in die Bedingung (1) aufnimmt, allerdings
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mit dem Faktor Null. Dadurch dndern sich X, k, n, s nicht, und fiir s erhilt man
aus den Korrelatengleichungen

sP — Csps BTC1(I—AR) =CepsCo' s (9)
so daB nach (3): IP—ApX +BpCepsCoe S

b) diber eine Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen
(mit dem ,,Helmertschen Kunstgriff').

Hierbei wird das Signal s als unbekannter Parameter (= $§) behandelt,
und man erhélt aus den beiden Fehlergleichungen, ohne das Modell zu
andern, sogleich

j—n=AX+Bs—I (10)

| s= 1S§—2, (mitx =v) (11)
mit den zuzuordnenden Gewichten C;! bzw. C;! gemafl (2) die Normalglei-
chungen

ATC.!AX + ATC, ' BS =ATC;I 12)

BTC;A% +(BTC;!B+ C;])§ =BTC;]I
Die Auflésung ergibt mit BTC, !B +C3] =P (13)
X=(ATC,)A—ATC;!BP'BTC, A)-"AT(I—C;!BP-'BT)C;}l (14)
und §=P'B'C (I—A%) (15)
sowie n=(1—BP'BTC;) I—AX) (16)
und sP = Cops CoaP7'BTC (I —AR) an)

Daf (14) mit (6) und (15) mit (8) identisch sind, ist von Dr. Schwarz (1976)
nach einem Vorgang von Liebelt (1967) bzw. Rao (1965) gezeigt worden. Im
Ubrigen ergibt sich aus (10) mit (11), daB — entsprechend dem ,,jiingeren
GauBschen Beweis' — sowohl die Trendkoeffizienten X wie auch die Signale §
minimale Varianzen besitzen und zudem auch erwartungstreue Schatzwerte
sind, vgl. Wolf (1977).

Fehlerrechnung
a) Kontrollformel fiir (2), ndmlich

InNTCln+sTClslmn=2=I"C"(1—AR =1"C;!n (18)
b) Mittlerer Fehler der Gewichtseinheit:
mo =/ Q/(N—u) (19)
c) Mittlere Fehler m, der Parameter %, (j = 1,2,..., u): my = Mo}/ Qupeg

Ox’,x) ist Diagonalelement der Matrix
Exx = (AC'AT)"'=(ATC;!A—ATC,)BP-'BTC;! A’ (20)
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d) Mittlere Fehler der Signale s;

msi = mol/_QSisi ] WOb_el Qsisl aus_
Ess — Cas(C3i—BTC~'B + BTC~'AEATC~'B) Cus )

bzw. Ess = [P-'—BTC; A (AT C;!A)-1ATC;! B]~ (22)

e) Mittlere Fehler der Signale s£:
ms? = mol/ Qshst, aus
Espsp = Cspsp — Csps BTC~' B Cops + Csps BTC'AEx ATC-'BClp,  (23)
bzw. Espsp = Csps C5e [P—BTC, A (ATC;  A)-'ATC, ! B]-'C;! Cly (24)

f) Mittlere Fehler der interpolierten GroBen If:
mP = moYQ&F, aus
Eirip = Bp (Csps — Csps BTC~' B Cl) BE +
+ (Ap—Bp Csps BTC' A) Exx (Al —ATC'B Cl, B}) (25)
bzw.
Eirip = Bp Ceps Coi [P-'—BTC, A (ATC;} A)-1ATC, ! B]~' C Clp, + Ap Exx A}

(Die jeweils an erster Stelle stehenden Formen sind lber die bedingten
Beobachtungen mit Unbekannten gefunden worden, und die an zweiter Stelle
stehenden lber den Helmertschen Kunstgriff.) Dr. Schwarz (1976) hat auch
dargetan, daf3 die beiden Ausdriicke von (20) sowie (21) mit (22) voll identisch
sind,

Ausdriicklich ist zu vermerken, daB wegen (11) die Matrix E_, die Kova-
rianz der GroBe

(s+2)=(s+o0) (26)
ist, wobei dem Wert X = o = —E{s} die Kovarianz C_, zugeordnet wird. Damit
zeigt sich, daB E,, die Kovarianz fir die Abweichungen d der einzelnen’
Signalwerte von ihrem Mittelwert E{s} darstellt: E,;, = E,; wahrend die
einzelnen Signalwerte selbst (ohne Bezugnahme auf ihren Erwartungswert)
die Kovarianzen

Egs = Css— Ess, bzw. Egpsp = csPsP_ EsPsP (27)
besitzen; vgl. hierzu auch Wolf (1968), S. 526, Gl. (433, 7).

Dieses vorstehend beschriebene allgemeine Modell kommt z. B. bei
Winkelmessungen mit dem Theodolit in Frage, indem die Signalwerte s stets
auf den Teilstrich, d. h. auf die Richtung bezogen sind, wéhrend der Winkel |
als Differenz zweier Richtungen sich ausdriickt, so daB in den einzelnen
Zeilen der Matrix B immer die Werte (-1, + 1) stehen.

Dieses verallgemeinerte Modell findet sich bei Rummel (1976) als ,,Modell
1", bei Schwarz (1974) und bei Wolf (1974).

Auf dieser Basis ergeben sich dann als Sonderfélle:
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1. Die klassische Kollokation (B = I):
Modell: I=AX+s+n (28)
Losung: X = (ATC;'A)~'AC;"l, worin Co=Cnn + Css
n=CmC;'(I—AR) — C,nC3ls
s =Css C;'(I—AR), mo)/ITC;T(I1—AR)/(N—u)
sp = Ceps C;'(I—AR) = Csps Ci 8

bzw. (iiber den Helmertschen Kunstgriff), mit P, = C,} + C3!:
X=(ATC,]A—ATC;!P,C;}A)-"AT(1—C ! P;1) C LI
n=(I—P;'C;1)1—AR)
s=P,C;l(1—AR)
sP — Ceps C5i P 'Crl I —AR) = Cops C.' s
AuBer in den Arbeiten von Prof, Moritz findet sich dieses Modell noch bei

Koch (1973, 1977), Lauer (1971), Rapp (1974), Rummel (1976) als ,,Modell I,
Tscherning (1975), Whittle (1963) u. a.

2. Die Pradiktion fiir unterbestimmte (geophysikalische) Probleme:

Man setze A = O und erhélt aus dem Allgemeinfall

sogleich das Modell: 1=Bs+n (29)
Lésung: n=CnnC'1=C,, (BCssBT)-'Bs

s =CssBTC'1, mo)/ITC-"I/N
sP=Csps BTC'1=Ceps Cls
bzw. (iber den Helmertschen Kunstgriff):
n=(I—BP'BTC)I
s—P-'BTCI
sP = Ceps C/ P-'BTC I
Dieses Modell findet sich bei Prof. Moritz (1976) sowie bei Reigber/llk
(1976), Schwarz (1976).

3. Die ,,reine“ Pradiktion (A = O,B = |, C,, = O):

Modell: | = s - (30)
Losung: s” = Ceps €518, n =V, Mo = ITCIIN

Dieses Modell wurde von Prof. Moritz benutzt, dann auch von Kraus
(1970) u. a.



136 OzfVvuPh 65. Jahrgang/1977/Heft 3/4

4. Die Pradiktion mit Noise (A = O,B = |)

Modell:1 ='s + n_ (31)
Losung: n=Cnn C;'l =CnnCats
s = Css C;'1, mo=YITC;TI/N
SP = csPs 651 | = CsPs C;; S
bzw. (iber den Helmertschen Kunstgriff):
S = po CRJ, |
sP =CpsCoy P;'C 1=Ceps C' s
Dieses Modell findet sich gleichfalls in den Arbeiten von Prof. Moritz.

5. Die noisefreie allgemeine Kollokation (C,, = O)

Modell: 1 = AX + Bs (32)
LOSU ng . i = [AT (B Css BT)_1 A]_1 AT (B Css BT)_1 I, n=yv
S = ch BT(B CSSBT)_1 (I _‘A ﬁ)y mo = VIT (B ch BT)_1 (I - A i)/ (N - u)
Sp = CSPS BT (B Css BT)_1 (' _A ’i) = CsPs C;; S
6. Die noisefreie klassische Kollokation (B = I, C,, = O)
Modell: | = Ax + s (33)
Lésung: % = (ATC;J A)-"ATClI
s=(1—AX), mi=VI"CJU(N

sP = CsPs(:gs1 (I—A)?) = CsPs c;; S, h=vVv

7. Noisefreie Pradiktion aus Funktionswerten der Signale (A = O, C,, = O)
Modell: 1 = Bs (34)
LOSUHg .8 = ch BT (B ch BT)_1 I, Mo = VIT (B Css BT)_1 I/N

sp = Csps BT(B CssBT)~"1 =Ceps Co's, n=v

8. Die Bestimmung einer ausgleichenden linearen Funktion (B = 0)

Modell: 1 = A% + n (35)
Lésung: X = (ATC, A)-TATC; ]I
n=I1—AZX

s=0, sP=v, me=VI"C;1(I—AR)/(N—u)

Bei allen noisefreien Systemen existiert die Lésung tUber den Helmert-
schen Kunstgriff nicht, da wegen C_, = O dann C;} nicht definiert ist.

Die mittleren Fehler bzw. die E,,, Eg, Epp E2 E%sp und Epp sind — aus
Platzgriinden — bei den Sonderféllen nicht einzeln angegeben, sie lassen sich
aber mit den pp. Spezialisierungen unschwer aus dem Allgemeinfall entneh-
men.
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Zum 3. Sonderfall (= ,,reine Pradiktion*) ist von Prof. Bjerhammar (1975)
auch die Umkehrung angegeben worden: aus den sP (unter Einfliihrung einer
Hilfsunbekannten y = C.ls) die Signale s zurlickzurechnen und von da aus
auf dritte Werte s9 weiterzuinterpolieren (= ,,reflexive Pradiktion®).

Liegen dabei die sP in liberschiissiger Anzahl vor, so daB man fiir sie die
Residuen n” und die Gewichte P,, = (C?)'in Ansatz zu bringen hat, so erhélt
man aus den diesbeziiglichen Fehlergleichungen

sP + nP = Ceps C.ls, oder n® = Cepsy —sP (36)
geman (nP)TPhnnP = min
die Normalgleichungen (wobei C . vollen Rang besitze) zu

sPs

(C:Ps Pnn Csps) y— C:ps PinsP=v

woraus (als Umkehrung) s = C_y oder
§ = Css (Clpg Pon Csps) ™ Clog P - 87 (37)

Sind dagegen die y (und damit die s) in liberschiissiger Anzahl vorhan-
den, so hat man als neue Bedingungsgleichungen:
Cspsy—sP=v (38)
und man erhélt aus y'Pyy —min
das folgende Normalgleichungssystem mit dem Korrelationsvektor k:
(Csps P, Cip) k—sP = v
und aus den Korrelationsgleichungen schlieB3lich: .
y = P;' Clp k, bzw. s = Cesy = Ces Py" Cipg (Cops Py Clpy) ™' - 8P (39)

Der praktisch-numerische Vorgang bei der ,reflexiven* Prédiktion ist
dann der folgende:

1. Gegeben die n Werte IP = sP,

2. Berechnung der m ,,Zwischenwerte‘ s bzw. y = C:ls, auf den willkiir-
lich zu wéhlenden m ,,Zwischenpunkten‘ geman

Y = (Cgps Pnn Csps) ™1 Clog Pin - P, falls n>m (40)
bzw. y = P," Clpg (Csps P' Cips) ™" - 8P, falls m>n (41)

und bei n = m wird, falls Csps regulér ist:
y=C_l -sP (42)

sPs
3. Die eigentliche Interpolation der Werte s9 auf den k Neupunkten (in die
m Zwischenpunkte) geméan
89 — Cggs C!, bzw. 89 = Csgs ¥ (43)
Erweitert man nun diese Theorie auf den Allgemeinfall (1), so findet man
die ,,verallgemeinerte reflexive Kollokation“ mit den folgenden Relationen
(die mit A, = O und B, = | sogleich wieder in die obengenannten lberge-

hen):
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y=C.'s =(Cl, Bl Pnn BpCsps) ™' CT,_ BT Py (IP — Ap X) (44)
bzw.y = P;‘ Clos Bl (Bp Csps P;1CL, BD (IP— Ap X) (45)
je nachdem, ob n>m oder m>n ist. Bein = m wird

/ y = (Bg CsPs)_1 (IP - AP ﬁ) (46)

sofern (BIC,) regulér ist. Der Wert x 148t sich aus
R = (ATCZ'Ap) ' AR CS1IP
mit Cp = C* + Bp CP_ B (oder auch mit Cp = 1) (47)
berechnen; und die eigentliche Interpolation der k Neupunkte in die (kuinstlich
geschaffenen) m Zwischenpunkte, welche die y-Werte tragen, liefert fir die

Neupunkte: 19 = Ag R + By Cype Y (48)
Aus diesem Allgemeinfall (44) bis (48) kénnen dann wieder Sonderfille
der reflexiven Kollokation bzw. Pradiktion abgeleitet werden.
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