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Zur Bestimmung der Bodendichte aus Schwereprofilen

Von Bruno Bauer, Innsbruck

Zusammenfassung

Die Voraussetzung der unendlichen, horizontalen, ebenen Bouguerplatte bei der Schwere-
reduktion zum Zwecke der Bestimmung eines Vertikalgradienten, der auf die Dichte des Gesteins
im Reduktionswege schlieBen 1a6t, kann im allgemeinen nur sehr aufwendig durch digitale
Gelandemodelle geschaffen werden. Nach umfangreichen Modellrechnungen konnte ein Zusam-
menhang zwischen den Fehlern der Nettletondichte aus nicht topographisch reduzierten
Messungen und der Abweichung des gemessenen Vertikalgradienten vom Normalgradienten
gefunden werden. Mit Hilfe einer einfachen Beziehung 1aAt sich nun die aus den rohen Profilen
gerechnete Dichte mit dem Vertikalgradienten deutlich verbessern.

1. Einleitung

Unbefriedigende Ergebnisse bei der Bestimmung der Gesteinsdichte aus
gravimetrischen Messungen im Bregenzer Wald (Schneckenlochhéhle) ver-
anlaBten den Verfasser zur Untersuchung der ublicherweise verwendeten
Formeln.

Die Messungen waren zundchst nicht zum Zwecke der Dichtebestim-
mung ausgefiihrt worden, diese erwies sich jedoch in Anbetracht des beweg-
ten Reliefs zur spéateren Berechnung bzw. Abschédtzung topographischer
Einflisse als notwendig. .

Um maoglichst gefiihlsfreie Ergebnisse zu erhalten, wurden die aus der
Zusammenstellung in [1] bekannten Verfahren untersucht und eine mdglichst
allgemein gehaltene Version programmiert. An digitalen, theoretischen Gelan-
demodellen konnten Modellrechnungen vorgenommen werden. Sie dienten
zur Erprobung verschiedener verbessernder Formelansadtze, deren Anwen-
dung auf die Praxis bei den oben erwdhnten Messungen in Vorarlberg der
Verifikation diente.

2. Die Bestimmung der Bodendichte aus Schwereprofilen
im kupierten Geldnde

Eine den Methoden in [1] im Ergebnis entsprechende Berechnung kann
bei Verwendung von Rechenanlagen und digital gegebenem Geldnde auch
auf folgende Art (2.1. und 2.2.) erfolgen, wobei sich die Vorstellung am
ehesten an Nettleton anlehnt.

2.1. Nimmt man die Erdoberflache zundchst im Punkt P; horizontal an, so
ist die auf den Vergleichshorizont VH reduzierte Schwere g; im Punkt P,
(Abb. 1)

G, =g, + 03086 H,—2 nk?H,o. (1)
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Abbildung 1

Die Annahme des Vergleichshorizonts an der tiefsten Stelle des MeBge-
biets (dem tiefsten MeBpunkt) ist fir konstante Dichten im MeBprofil nicht
erforderlich. Diese sind aber grundsétzlich eine Voraussetzung der Methoden
bei mehr als zwei MeBBpunkten und Ausgleich.

Mit

Hi = Hi + AH
schreiben wir
Gi = g; + 0.3086 (H;+ AH) — 2 k20 (H; + AH). ()

Die Differenz der Schwerewerte in allen Punkten bei Reduktion auf
verschiedene Horizonte ist damit

g,—g; = 0.3086 H;, + 2 mk2 H; + (0.3086 AH — 2 7 k25 AH) (3)

wobei der rechte Klammerausdruck unter der obigen Voraussetzung nur
mehr konstante Glieder enthélt, alle reduzierten Schwerewerte g; also um
einen konstanten Betrag g;, verschoben werden und die Horizontalgradienten
unveradndert bleiben.

Bei bewegtem Relief — das ja fur das Verfahren unerlaBlich ist — mufBte die
Voraussetzung horizontalen Gelandes durch Berechnung der topographi-
schen Reduktion geschaffen werden:

9" =g+ T,

Dazu kann man nur eine vorlaufige Dichte verwenden.

2.1.1. Alle auf VH reduzierten Schwerewerte sind bei homogenem Unter-
grund (konstantes o) gleich groB. Durch regelméBige Anderung der Dichte mit
der Lange des Schwereprofils erhélt man eine linear veranderliche, reduzierte
Schwere, bei unregelméfigen Dichteschwankungen einen ebensolchen Ver-
lauf der auf den Vergleichshorizont reduzierten Werte.

Daraus ergibt sich auch die schlechte Fehlerfortpflanzung fiur gleichméa-
Big geneigte Hange*), da man dort nicht feststellen kann, ob eine gleichma-
Bige Anderung der Oberflaichendichte oder eine groBrdumige, d. h. tieflie-
gende Storung vorliegt.

*)Vgl. dazu [1], Seite 108
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Die Bedingungsgleichung lautet:
2mk?H;s—0.3086 H,— g; = const. ©))

Da wir mit dem Gravimeter in der Regel nur Schweredifferenzen im Profil
messen, dieses also nicht an das absolute Schwerenetz anschlieBen und das
auch gar nicht nétig haben, ist der Wert g; ein um den Wert Ag’ verschobener
Schwerewert

gi = gi + Ag'.
Bei Zusammenfassung von Ag’ und const kann man schreiben
Ag' + const = Ag.
Somit heiflt die Bedingung
2 1k?Hjo—0.3086 H;— Ag = 0. ' (5)

Bei mehr als zwei MeBpunkten kann man nach der Methode der kleinsten
Quadrate ausgleichen. Man darf dabei jedoch nicht vergessen, daf3 die von
der Annahme und dem MeBgerat herrihrenden systematischen Fehler als
zufédllige angesehen werden. Das kann zu unberechtigtem Vertrauen in die
Resultate fihren.

Diese Art der Berechnung nimmt keine Ricksicht auf die Entfernung der
MeBpunkte. Bei groBeren Punktabstdanden treten mehr stérende Einflisse
(Geratetransport) und damit Mef3fehler auf; es ist jedoch auch die Annahe-
rung an die ohne Berechnung der Topographie vorausgesetzte Bouguer-
platte besser. Dazu kommt die geringere Remanenz im Gravimeter.

2.1.2. Treten regionale Stoérungen auf, kann dieser Ansatz nicht mehr
befriedigen. Ein von der Lange im Profil (a), vom Abstand zu einem Ausgangs-
punkt (b) oder von der Projektion auf eine theoretische Profilgerade (c)
abhangiges Neigungsglied nimmt linear verdnderliche, groBraumige
Schwereanomalien auf. Dazu ist zumindest ein dritter MeBpunkt nétig.

Die Bedingungsgleichung lautet

2 mk?H,0—0.3086 H,— Ag~ S, gy = O, ®6)

wobei gy den positiven Anstieg des regionalen Feldes in Profilrichtung
darstellt.

9 _— Wl212)

M VHI 211}

Abbildung 2

Po P1 P2 Pn
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3. Schwerewirkung geneigter Bouguerplatten

Abbildung 3

Bezeichnungen:

7 ... Normalschwere

k. .. Gravitationskonstante

o ... Dichte der Platte

d ... Plattendicke (dN. cos N)
N ... Plattenneigung

g . .. Resultierende

Die erste Ableitung des Potentials einer unendlichen Platte ist

gp=2nk?cd = 2mk2? .dN . cosN )
Die Resultierende der Summe derbeiden Schwerevektoren ergibt sich zu
g= Vy?+ 9,2 + 2yg,.cosN. (8)
Es ist
gp = Jp.cCcosN. 9
Flrg, < v gilt
gp? = g,2 10)

Damit ist die durch Hinzufligen der geneigten Platte vergréBerte Schwere
genahert:

g=7y+9g, =7+ 2ak?% dN.cos®N. (1)

In Tabelle 1 sind fiir eine Reihe von Féllen die Fehler dieser Ndherung
zusammengestellt. Man sieht, daB sie fiir den normalen Mef3gebrauch unbe-
deutend sind. '
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Tabelle1 5 = 980gal, ¢ = 2.67 g.cm~3, Fehler in pgal.10~3 = mgal.10™

Dicke dN|N=19 d[m]|[N=59 d[m]|N=109 d[m]|N =25 d[m] [N =509 d[m]

im [0.00 1.00|0.00 1.00(0.00 0.99(0.00 0.92| 0.00 o0.71
1i0m |0.00 10.00|0.00 9.97(0.02 9.88)0.08 9.24| 0.16 7.07
100m [0.02 99.99|0.39 99.70(1.53 98.77(7.99 92.39| 15.97 70.71

4. Modellrechnungen

Als praxisbezogenes, anschauliches Beispiel wurde zunédchst ein zwei-
fach symmetrisches Rippengeldnde gewdhit (Abb. 4), danach auch andere
Formen.

Die Anlage der digitalen Geldandemodelle erfolgte in rechteckigen bzw.
quadratischen, stehenden Prismen.

Die Einflihrung einer theoretischen, regionalen Stérung mit linearer
Abhangigkeit von der Ldnge im Profil ist unnétig, da sie genauso wie ange-
nommen bei der Dichteberechnung wieder herausfallen muf3. Aus demselben
Grund wurde auch der Normalgradient von 0.3086 mgal/m als Représentant
einer unter dem Modell angehdngten Erdmasse (Kugel) nicht angebracht.

Die simulierten Schwereprofile wurden entweder an der Kammlinie des
Rickens (Grat) oder in anndhernd horizontal laufenden Linien am Hang bis
hinunter zum Ful angeordnet. AuBerdem wurden Modelle mit zwei nebenein-
ander liegenden Bergriicken untersucht, die es gestatten, Profile im Talgrund
zu legen.

Die aus den umfangreichen Modellrechnungen erhaltenen Erkenntnisse,
die zum groBten Teil erwartet werden konnten, teilweise aber auch liberrasch-
ten, sollen im folgenden kurz zusammengefaf3t werden. Eine Auswahl syste-
matisch geordneter Ergebnisse folgt im Anhang (Tabelle 3).

41. Bei Schwereprofilen symmetrisch Zur Rippenmitte (gleich viele
Hohenminima und -maxima) ist das Ergebnis unabhdngig von der Anzahl der
Punkte. Das gilt auch fiir Profile mit horizontalen Zwischenstiicken (Abb. 6).

4.2. Eine Verfeinerung des Rasters fiir das digitale Gelandemodell wirkt
sich auf die Dichtebestimmung nicht aus.

4.3. Die Unebenheit des Profils in der Langsrichtung (hippung R), die
allerdings erst eine Dichtebestimmung nach (6) ermdglicht, wirkt sich auf die
erhaltene Dichte verkleinernd aus.
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Abbildung 4

Abbildung 5

Abbildung 6
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4.4, Eine Gelandeneigung quer zur Profilrichtung vermindert ebenfalls die
aus den Schwerewerten zuriickgerechnete Dichte.

4.5. Nur bei sehr flachen Rippen und in Hangmitte sehr ausgedehnter
Hange kann die geringere Schwerewirkung einer geneigten Bouguerplatte mit
dem Faktor cos2N bzw. cos?N . cos?R erfolgreich beriicksichtigt werden.

4.6. Die Anbringung der topographischen Reduktion*) verbessert im
allgemeinen die errechnete Dichte von Modellen mit stark kupiertem Gelande.
Wo dies nicht der Fall ist, ist die Ausdehnung des Modells zu gering. Ins-
besondere am Grat wird der dort betrachtliche Fehler absolut stark verrin-
gert.**)

4.7. Die Berlcksichtigung des Vertikalgradienten bringt eine sehr gute
Anndherung an die richtigen bzw. die Werte fir die Dichte, die man mit
topographischer Reduktion erhilt.

5. Dichteverbesserung

5.1. Die Voraussetzungen der Plattenreduktion von (1) bzw. (6) kann man
sich im quergeneigten Geldnde gen&hert durch Verkleinerung der Plattenwir-
kung nach (11) schaffen.

g = ¢ .cos?N . cos?R 12)

wobei ¢’ die nach Formel (6) berechnete Dichte, N die Hangneigung quer zum
Schwereprofil und R die durchschnittliche Ldngsneigung zwischen zwei
benachbarten Punkten darstellt.

Es kommt aber diese Methode nur in Frage, wenn die Rippenneigung
gering ist gegen die Ausdehnung des Hanges ober- und unterhalb des Profils,
da ansonsten die Wirkung der unendlich angenommenen Platte immer noch
groBer ist als die der in der Natur vorliegenden Masse.

5.1.1. Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse in eher glinstigen Féllen. Aus den
Beispielen kann man eindeutig erkennen:

5.1.2. Die Voraussetzung der unendlich ebenen Platte ist am ehesten in
der Mitte erfiillt. Allgemein muB3 das Verhéltnis von Lange zu Dicke, d. h. die
Hangldnge zum Hoéhenunterschied von einem Profilminimum zum n&chsten
Maximum, gentigend grof3 sein.

*) Einebnung des Geldndes durch Hinwegnahme von Material ber und Aufschittung mit dichtegleichem
Material unter dem Niveau des Aufpunktes.
**) Tabelle 3, Beispiele 3 und 4.
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5.1.3. Im unteren Hangviertel, das ist in der Ndhe des Profils, in dem der
Vertikalgradient eines symmetrischen Bergriickens gleich Null ist, bringen die
Profile bei praktisch jeder Kombination von Rippen- und Hangneigung
nahezu richtige Resultate, im oberen Teil des Hanges viel zu geringe Dichten.

5.1.4. Voraussetzungsgemadf bringt die Verkleinerung der Plattenwirkung
einer unendlichen Platte in Hangmitte den gréBten Nutzen. Er wéchst —
absolut gesehen — mit der Neigung des Hanges.

Tabelle 2 Modelldichte = 2.67 g.cm™3, Hang = 136 m, 10 Rippen zu 16 m

Hang- Rippen-

neigung neigung g o g o g o
N % R % '+ Hang ‘> Hang ¥ Hang
10 1 271 274 2.56 2.58 2.38 2.40
10 5 269 2.73 255 259 239 242
10 10 268 2.73 255 2.60 239 2.43
20 1 276 2.87 243 253 205 214
20 5 273 2.85 245 255 212 2.21
20 10 272 285 2.44 256 212 2.28
30 1 2.80 3.05 2.30 2.51 1.71 1.86
30 5 2.76 3.01 2.34 2.55 1.85 2.03
30 10 2.74 3.02 2.34 257 1.87 2.06

5.2. Die in Punkt 4.5. genannte, theoretisch einwandfreie Méglichkeit zur
Verbesserung der erhaltenen Dichte wird nur beschrédnkt anwendbar sein, da
ein ausreichendes digitales Gelandemodell nur photogrammetrisch und damit
meist sehr teuer zu erhalten ist. Sie sollte trotzdem angestrebt werden.

5.3. Betrachtet man die folgenden drei Eigenschaften des Vertikalgra-
dienten der Schwerkraft, so drédngt sich seine Verwendung (Punkt 4.7.) zur
Verbesserung des Verfahrens von Nettleton auf.

5.3.1. Abhangigkeit von der Topographie (0.21 — 0.44 mgal/m*).

*)Nach W. Embacher, OZfV 1970, Seite 175, und eigenen Messungen.
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5.3.2. Lineare Abhangigkeit von der Dichte.
Der Differenzquotient entspricht der praktischen Messung:

k2. M k.M

11
)/ (Ri1=Ra) = kM .(— - —) / (R, - Ry)
R+ R2? R:+®  Ra

VG = (

Fir M = Volumen X Dichte sind alle Ubrigen Faktoren bei der Ableitung nach
der Dichte konstant.

5.3.3. Abhédngigkeit von der dritten Potenz der Entfernung von einer
Masse (Topographie bzw. gesuchte Bodendichte)
G = k™ / R%
VG = dG / dR = —2k2M / RS,

5.4. Bei den heute zur Verfligung stehenden MeBmitteln im Feld kommt
vorlaufig nur ein mittlerer Gradient (VG) Uber das gesamte Profil in Frage*).

Als Ansatz fir die Dichteverbesserung mit Hilfe des Vertikalgradienten
wurde die Form

=0 (1+A4vVG.C) (13)

gewdhlt.

Es bedeuten: ¢ die verbesserte Dichte
o' die aus dem Verfahren nach (6) gewonnene Dichte
AVG die Differenz mittlerer Vertikalgradient-Normalgradient
C eine aus Beispielen zu errechnende Konstante

Die Dimensionen sind: ¢ ...g.cm™3
o ...g.cm™3
AVG ... mgal.m™!

demnach C ... 100.sec?

5.5. Wie aus Tabelle 3 zu ersehen ist, liegt der Wert von C in der Nédhe
von 3. Es wurde daher fir die weiteren Berechnungen dieser Wert gewidhlt,
da es keinen Sinn hat, aus allen berechneten oder gar den hier angefiihrten
Beispielen einen genauen Mittelwert zu bestimmen. Auch ein gewichtetes
Mittel hat keine Berechtigung, da die in der Praxis auftretenden Unregelméa-
Bigkeiten der Gelandeflichen Fehler derselben GrdBenordnung bringen
kénnen.

*) Siehe dazu auch [3], Seite 20ff.
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5.6. Anwendung auf praktische Messungen

Bei homogenem Untergrund (¢ = const. im ganzen Mef- und EinfluBbe-
reich) und geringer Geldndeunebenheit hdngt der mittlere Fehler von ¢ im
wesentlichen nur von der Me3genauigkeit der Schwerewerte und Héhen ab.

Bei Messungen in der Natur werden vor allem zwei Einflisse Fehler von o
bewirken:

5.6.1. Abweichungen der Geldndeform von der horizontalen Platte

Besonders sehr nahe Felsabbriiche oder -anstiege zeigen starke Wir-
kung. Der Vertikalgradient reagiert darauf wegen 5.3.3. sehr empfindlich und
ermdglicht so mit (13) eine Verbesserung der berechneten Dichte.

5.6.2. Anderungen der Bodendichte im Bereich des Schwereprofils

Soweit man das vorhersehen kann, wird eine entsprechende Verldnge-
rung des Profils spater durch-Unterteilung Schliisse auf-die verschiedenen
Dichten und die Stelle oder den Bereich der Anderung zulassen.

6. Fehlerbetrachtung und Diskussion der Modellrechnungen

Auf Grund der vom Verfasser berechneten Modelle kann man sagen, daf}
fir manige Neigungen C keinen groBeren Fehler als 10% seines Wertes hat.
Wie jedoch sehr kleine, stark gestufte bzw. geneigte Modelle gezeigt haben,
kann der Faktor auch einen erheblich groBBeren Fehler aufweisen. Man darf
dabei nicht lUbersehen, daB die Kenntnis von C nicht Selbstzweck, sondern
nur zur Verbesserung der Dichte notwendig ist! Das gelingt aber in allen
Féllen eindeutig. Im Beispiel 3 der Tabelle 3 ist der aus dem Nettletonprofil
erhaltene Dichtewert um 116% seines Wertes zu klein; trotz eines theoreti-
schen Faktors von 4.87 erhdlt man aber bei C = 3 immer noch eine Dichtever-
besserung von 62% des Fehlers.

Die Gradienten wurden, in etwa der praktischen Messung entsprechend,
als Differenzquotienten aus Hohenunterschieden von 1 m berechnet. Infolge
der relativ geringen Ausdehnung der Modelle ergeben Vertikalgradienten, die
aus einem Hohenunterschied von 1 dm berechnet werden, optisch bessere
Resultate*).

Weitere umfangreiche praktische Messungen kdnnten C und seinen
Fehler genauer festlegen oder eventuell eine differenziertere Gesetzmafiigkeit
feststellen. Eine weitere Verbesserung der Dichtebestimmung kann damit
allerdings nicht mehr so gravierend ausfallen.

*)In Beispiel 9 wirdC' = 1.80 und ¢ = 9.68.
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Tabelle 3 Modelidichte =10.0 g.cm~3, Block =116 X 140 m, Rippen zu16m

Bei- Hang- Rippen- Dichte Mittlerer Konstante Verbesserte Verbesserte Bemerkung Ab-
spiel neigung neigung (6) Gradient Dichte Dichte mit bildung
Nr. N % R % a VG1m C’' o mitc=3 Topographie

10 10 722 +0.128 3.01 9.99 9.04 Kamm
20 10 6.92 +0.136 3.27 9.74 8.26 Kamm
20 20 462 +0.239 4.87 7.93 8.10 Kamm
10 10 9.16 +0.031 2.96 10.01 9.29 % Hang
10 10 9.47 +0.018 3.11 9.98 9.40 ‘'hHang
20 10 9.03 +0.030 3.58 9.84 8.89 '2Hang
20 10 10.31 -0.025 1.20 9.54 9.24 'sHang
10 10 9.76 +0.006 2.73 9.94 9.49 ‘sHang
10 10 1047 -0.028 1.60 9.59 9.85 ‘'sHang
10 10 9.57 +0.014 3.21 9.97 9.49 '2Hang

O WO NOOOH WN =
[, 14, I N S S T Rl i

—

7. Praktisches Beispiel

Zur Untersuchung der praktischen Tauglichkeit dienten die in der Einlei-
tung erwdhnten Messungen am Schneckenloch im Bregenzer Wald (Vorarl-
berg). Das Schwereprofil umfaBt die Punkte 44-57 (Abb. 6), welche alle
bis auf eine Ausnahme (50) nahe der Erdoberflache liegen. Im Punkt 50
muBte wegen der ortlichen Gegebenheiten auf einem Baumstrunk mit ca.
70 cm Hohe aufgestellt werden. Obwohl fir diese Untersuchung kaum von
Bedeutung, wurde dieser SchweremeBwert mit dem Freiluftgradienten auf
den durchschnittlichen Bodenabstand hinuntergerechnet.

Als Dichte ergibt sich nach (6)

o = 3.13 £0.24 g.cm™3

was ganz eindeutig zu hoch erscheint.

Die Abbildung 8 zeigt sehr schon die starke Korrelation zwischen Schwe-
remeBwert und Punkthdéhe vor der Plattenreduktion.

Da es aus Kostengriinden nicht méglich war, ein ausreichendes digitales
Gelandemodell zu erstellen, kann die Verbesserung nur nach 4.7. erfolgen.

Es wurden zwei — zun&chst nur interessehalber, und deshalb eher wenige
— Vertikalgradienten der Schwerkraft gemessen. Dabei wurde wie in [2] und
[3] vorgegangen, also mit Stativ und Hohenunterschieden von 1.3 bis 1.5 m.
Damit kdnnen natiirlich nicht die Laborgenauigkeiten von [4], die in jlingster
Zeit durchgeflhrt wurden, erreicht werden.

Im Bereich der Profilmitte ergaben sich die Gradienten zu 0.263 und
0.267, im Mittel also 0.265 mgal/m.
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Nach Anwendung der Formel (13) ergibt sich damit eine Dichte von
g = 272g/cm?3.

Aus mehreren Handsticken wurde durch Herrn Dipl.-Ing. Reinhard
Rostek am Institut fir Bodenmechanik, Felsmechanik und Grundbau der
Universitat Innsbruck (Vorstand Univ.-Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. Walter Scho-
ber) die Dichte mit 2.68 g/cm?® bestimmt. Die Tauchwédgung wurde auf 0.01 g
Genauigkeit vorgenommen und bringt somit einen mittleren Fehler von
+0.02 g/cm?.

Die Ubereinstimmung erscheint ein wenig zu perfekt, da man im Bereich
der Klifte und vor allem nahe der darunterliegenden Hohle aus der gravime-
trischen Bestimmung durch die Integration eine etwas geringere Dichte
erhalten muBte.

Tabelle 4 Schneckenloch Profil |

Punkt Y X H G
44 194.890 357.510 1403.950 30.462
45 188.170 332.700 1404.340 30.433
46 180.400 311.750 1404.460 30.413
47 180.140 289.530 1403.930 30.379
48 181.310 273.460 1399.630 30.986
49 184.580 261.530 1399.210 30.957
50 176.690 246.820 1399.630 30.815
51 171.540 227.400 1400.640 30.591
52 168.450 211.940 1402.420 30.157
53 161.150 188.210 1405.970 29.399
54 151.860 175.870 1403.990 29.659
55 134.460 145.970 1402.800 29.540
56 140.400 131.360 1397.720 30.506
57 138.580 1156.650 1399.520 30.160
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