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Über die Reichweite und Genauigkeit der Formeln 
nach Hristow zur Transformation 

eilipsoidisch-geographischer Koordinaten 

Von Walter Welsch, M ü n c h e n  

1 .  Einführung 

Die Lageänderung eines geodätisc h e n  Netzes wird h ä u fig auf geo m etri­
scher G ru n d lage zweid imensiona l-tra nslativ d u rc h g e f ü h rt .  H i erbei wird d as 
Netz g esch lossen d ifferentiel l  auf  der Rechenf läche ve rsc h o b e n  u n d  ver­
d reht.  Oft wird auch eine Maßstabsän deru n g  u n d  der Überg a n g  von einem 
El l ipsoid auf ein anderes notwe n d i g .  Forme lsysteme f ü r  d e ra rtige Datu ms­
transformationen wurden von Helmert [2], H ristow [3], Ö l a n d e r  [5], Bod e m ü l­
ler [1] u .  a. entwickelt.  

G rund legend für  verm itte lnde Tran sformati o n e n  s i n d  H e l m e rts Differen­
tialg leic h u ngen der geodätischen L i n i e  auf  d e m  R otatio nsell ipsoid [2]. H ri­
stow [3] entwic kelte für sie auf der G ru n d lage d e r  Leg e n d resc hen Reihen 
rechentech n isch g ü nstige Potenzrei h e n ,  d ie  m it h i n re i c h e n d e r  G e n a u i g keit 
für die Transfo rmation g rößerer Netze an gewen d et werden kön nen u n d  als 
translative Lotabweichu ngsg leic h u n g e n  u n d  z u m  Zusa m m en s c h luß von Lan­
d esnetzen z u  einem einheit l ichen Block Bed e u t u n g  gewa n n e n . 

Bei ne ueren Arbeiten besteht das I nteresse, i m  R a h m e n  von Diag nose­
ausgleich u ngen Land esn etze oder ko nt inentale N etze vo r e i n e r  G esamtaus­
gleic h u n g  blockweise zu u nters u c h e n  [4], [7]. A u c h  h ie r  h a b e n  H ristows 
Formeln  d u rch d ie ansc h l ießende A n felderu n g  e i n e  g ewisse Bedeut u n g. 

Bei derart g roßräumigen Unters u c h u n g e n  m uß d i e  Frage g estel lt werden,  
ob es gerechtfertigt ist, auftretende Restklaff u n g e n  als E rg e b n is e iner Trans­
formation aussc h l ießl ich m it der m e h r  oder m i n d e r  g uten Qual ität der zusam­
mengesch lossenen Netze z u  begrü n d e n .  Die Frag e ist  d a n n  b erechtigt,  wen n  
a u f  G ru n d  d e r  Netzausde h n u ngen e i n e  Verfälsc h u n g  d e r  E rg e b n isse d u rc h  
z u  frü hen A b b r u c h  der Entwic kl u n g e n  der  Leg e n d resc h e n  R e i h e n  u n d  i h re r  
Taylorisierung z u  befürchten ist. R estg l iedabschätz u n g e n  z e i g e n ,  daß f ü r  
g rößere Netzausd e h n u ngen eine E rweite r u n g  d es beste h e n d en Formelsy­
stems n otwen d ig wird , wenn d ie  ausgegl ichenen geographischen Koord i n a­
ten u n d  aus i h n e n  abgeleitete Azi m ute m it d e r  ü b l i c h e n  G e n a u ig keit ausg e­
wiesen werd en sol len: 

cp, A.: 1 " . 1 0 -4 
o:: 1 "·1 0 -2 (s=1 00 km) .  . . .  ( 1 ) 

Auf der  G r u n d lage der  weitere ntwickelten Leg e n d resche n Reihen [8] 

wurden deshalb d ie H ristowsc hen Pote n z re i h e n  soweit vora n g etrieben ,  d aß 
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sie bis z u r  6. Ord n u n g  vollstä n d i g ,  in d e r  7 .  O rd n u n g n oct1 i n  i h re n  sph äri­
schen Anteilen vorl iegen [6]. Die abgeleiteten D iffere n tialquotienten unte r­
scheiden sich in e in igen Fäl le n  von den H ristowsc h e n  Form e l n .  Der G r u n d  
l iegt in  d e r  Vernac h lässig u ng e l l i psoid ischer A u sd rücke i n  d e n  G rößen 
3. Ord n u n g  der Legendreschen Rei h e n .  H ierauf hat a u c h  s c h o n  Bod e m ü l ler 
[1] h ingewiese n .  

I m  fo lgenden sei e in  Überb l ick ü be r  d i e  Reic hweite u n d  i m  Zusa m men­
hang mit i h r  über die erzielbare Transfo r m ationsgenau igkeit geg eben . 

2. Glieder höherer Ordnung der Taylorentwick/ung 

Es ist abzuschätze n ,  welcher  Fehler  e n tsteht,  we n n  z u r  Berec h n u n g  der 
differentiel len Änderu ngen 

. . .  (2) 

des zu transformierenden P u n ktes n ur das vol lstä n d i g e  D ifferential  der 
Legendreschen Reihen verwendet wird,  d .  h .  d ie  G l ieder 02 und d ie höhere r  
Ord n u ng b e i  der Taylorentwickl u n g  nach d e n  Verä n de r l i c h e n  

. . .  (3) 

vernach lässigt werd e n .  Die betragsm äßige G röße der  G l ieder 02 hängt 
wesentl ich von der G röße der I n kre m ente (3) a b .  

Von den in  den 2. Ableit u n g e n  a u ftrete n d e n  G rößen n i m m t  der  A u sd ruck 

( daa )2 den g rößten Betrag a n .  M it s = 1 00 0  km als Entfe rn u ng des zu t ransfor­

m ie renden P u n ktes vo m Zentralp u n kt der  Tran sfo rmation ergeben s ich z. B. 
in  e iner Breite von cp = 70° d ie fo lgenden Beträge: 

1 02 (dcp2) 1=I 02 (dA.2) · coscp j = 8" · 1 0 -4, 
1 02 (dcx21 )  · s j = 2" · 1 0 -2. 

. . .  (4) 

Der nächstg rößere Ausdruck m it� · dot l iegt bereits weit u nter d ieser a 
G rößenord n u n g .  

A l s  E rgebnis d e r  A bschätz u ng wird festg estel lt ,  d aß b e i  m ittleren E ntfer­
n u ngen d as vollständige Differential der Leg e n d resch e n  R e i h e n  n icht  g en ügt 
und die G l ieder 02 der Taylorentwickl u n g  n icht  vemach lässigt werden d ü rfen, 
ohne die Genauigkeit ( 1 ) der  Tran sfo rmation e i n z u sc h rän ken . 
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3. Polarkoordinaten 

I n  al len Differentialquotienten d e r  Pote n z re i h e n  der  Transformationsfor­
meln treten Polarkoord inaten in  der Form 

s · sincx, s · coscx . . .  (5) 

auf. H ristow betrachtet z u  i h rer E l i m i n ation d i e  Leg e n d resc h e n  Reihen als 
Potenzreihen d ieser beiden G rößen u nd gewi n n t  für sie Lös u n g e n  d u rc h  
Rei h e n u m ke h r. 

Für Netze mit Radien m ittlerer E ntfern u n g  ist d ieser Weg jedoch n icht 
mehr gang bar, d a  er z u  g roßen U n g e n a u i g keiten fü h re n  w ü rd e ,  wei l  der  
Anwendungsbereich der Leg end resch e n  R e i h e n  i. a .  a u f  k le ine E n tfe r n u n g e n  
besch ränkt ist u n d  den Bereich der  P o l e  ü be rh a u pt n icht  m e h r  e rfaßt . A u ch 
die Gaußschen Mittelbreitenformeln kön n e n  für d e n  g edachten Zweck n icht 
verwendet werden . 

Eine zufriedenstel lende Lös u n g  e rz ie lt e rst d i e  Jord an sche Lös u n g  der 
2. geodätischen Hau ptaufgabe m it H i lfe d es Polard reiecks. 

Abbi l d u n g  1 zeigt d ie  M aximalwerte d smax u nd dcxmax d e r  A bweic h u ngen 
der Polarkoord i n aten von Sol lwerten f ü r  Azim u te von 0° b is 90° in  den 
Breiten 0° bis 90° für s = 1000 km. 
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Abb. 1 Maximale Abweichungen der Polarkoordinaten (s = 1000 km) 
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I n  Abbi ld u n g  2 ist schl ießl ich darg estel lt ,  wie g roß d ie U n g e n a u i g keiten 
der Transformationsformeln u nter dem E i nf luß vo n U n g e n a u i g keiten bei der 
Besti m m u n g  der Polarkoord i n aten m it H i lfe der Jord anschen Formeln  werden 

kön n e n .  

f' 
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i/ / 
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Abb. 2 Unschärfe der Transformationsformeln unter dem Einfluß der Ungenauigkeit 
der Polarkoordinaten (s = 1000 km) 

4. Restgliedabschätzungen 

Für  d ie  G röße der  Differen zialquotienten bzw. f ü r  d e n  Verwe n d u n gsbe­
reich der aus ih nen gebi ld eten Potenzreihen g elte n fo l g e n d e  a l l g e m eine 
Gesichts p u n kte: 

I nfolge i h re r  Abhängigkeit von der geographischen Breite des Bez ugs­
pun ktes der Transfo rmation werden d ie  Reihen i n  d e n  Polen als  s i n g u läre 
P u n kte des Koord inatensyste ms u n brauch b ar; d i e  Konverg e n z  n i m mt bei 
Annäheru n g  an die Pole

· 
deut l ich ab, die G röße der Reiheng l ieder wächst 

über al le G renzen . 
Außer der g eograph isc hen Breite des Bez u g s p u n ktes ist auch noch die 

Entfernung s des z u  transformierenden P u n ktes vom Bez u g s p u n kt m aßge-

bend; der in  al len G l iedern auftretende Faktor �� bewirkt bei wachse n d e m  s 

ganz al lgemein eine Abnah m e  der  Konverg e n z  m i t  e i n e m  G renzwert für  
s _, N .  

Zur Untersuch u n g ,  wie weit d ie R e i h en e ntwi c k l u n g e n  i m  e i n zelnen 
brauch bar s ind,  wird jewei ls das e rste vernach lässigte G l ied jed e r  Reihe als  
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genähertes Restg l ied verwe ndet.  Bezeich net Ri das zu m ax i m ierende Rest­
gl ied,  so g i lt als notwendige Bed i n g u n g  f ü r  d as A u ffi n d e n  e i n e s  M aximalwer­
tes,,wen n  d as Azimut <X bei konstanter Breite u n d  g l e i c h b l e i b e n d e r  E ntfern u n g  
s variieren soll:  

0. . . .  (6) 

Da es sich bei den Restg l iedern u m  F u n ktio nen höherer O rd n u n g  han­
d elt, treten natü rl ich m e h rere Lös u n g e n  f ü r  (relative) Extremwerte auf.  Aus 
i h n en wird dasje nige <X ausgewäh lt, das n ac h  E i n setzen i n  Ri dessen M aximal­
wert erzeugt.  

I n  den fo lgenden Abbi ld u n g e n  3 u n d  4 werd en d iese M aximalwerte der 
Restg l ieder 4. u n d  7. Ord n u n g  (R1v bzw. R v11) darg este l lt .  We n n  m a n  noc h  d ie 
Größe der  I n kremente (3) berücksichtigt,  ka n n  d i e  Genauig keit der  H ristow­
schen Formeln m it H i lfe von R1v u n d  d ie  der  weiterentwic kelten Reihen mit  
Hilfe von R v11 abgeschätzt werd e n .  

5. Beispiel und Anwendungsbereich 

Zwei „identische P u n kte", deren Koord i n aten i n  beiden Systemen be­
kannt s i n d ,  werden vom Bessel- auf d as H ayfo rd e l l i psoid übertrag e n .  

D i e  g eograph ischen Koord inaten d e r  beiden P u n kte s i n d  fo lgen de: 

P u n kt Bessel H ayford 

M ünchen - Frauen kirche <p 48° 8'22,5290" 48° 8'22,2273" 

}-. 11 34 27, 7335 11 34 26,4862 

Schweitenkirchen <p 48 30 26,6625 48 30 26,1736 

}-. 11 36 31,5143 11 36 30,2443 

Die E l l ipsoidd i m ensionen werden angeg eben m it: 

Parameter Bessel Hayford 

Große Halbach se a 6 377 397,155 m 6 378 388,0 m 
Abplattu ng Ol 1 : 299, 1528 1 : 297 
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Ein Verg leich der Koord i n aten g i bt sofort: 

d <p1 = -0,40" 
d}-.1 = -1,26�' 

13 

Die Berec h n u n g  der 2. geodätischen Hau pta u fg abe a u f  beiden E l l i pso­
iden l iefert: 

d a1 2 = -0,24" 

Sf1SB d s  
-- = - = + 6 · 10-6. 

Ss S 

Aus dem Verg leich der E l l ipso idd imen sionen erg ibt s ich:  

af1as d a  
-- = - = 1,6. 10-4; dot.= 2,4. 10-5• 

a8 a 

Diese einem praktischen Beispiel entn o m menen R ich twerte f ü r  d ie  G röße 
der Transformationselemente seien der A bschätz u n g  des Anwen d u ng s berei­
ches z u g ru n d e  gelegt. 

Die Betrachtung der M aximalwerte der Restg l ieder Ri (A b b .  3 u n d  4) zeigt 
in  Verb i n d u n g  mit den oben erm ittelten Transfo r m at ionskonsta n ten,  d aß a ls 

kritischer Wert die G röße i30
ß: · a • cosqi · 

d
a
a 1 anz u sehen ist, weil  sie als erste 

d ie geforderten Genau igkeiten (1) ü bersch reitet. Da der Wert u m  etwa eine 

Zeh nerpotenz g rößer ist als der nächstfolgende j aßr.. 
• cosqi· dO(., j , kann mit 

30L 
sei ner Hi lfe der Anwen d u ngsbereich B111 b is Bv11 entsprechend der 5. b is 
6. O rd n u n g  der Rei henentwickl u ngen abgeschätzt werden . 

Abbi ldung 5 zeigt d ie Verwen d u n gsm ög l i c hkeit der Tra nsfdrmationsfor­
mel n in versch iedenen E ntwickl u ng sstufe n .  Als E rg e b n i s  wird festgestel lt,  d aß 
bei der Transformation geodätischer Netze i n  u nseren B reiten (M itteleu ropa), 
in denen m ittlere E ntfern u n gen auftrete n ,  d ie Reihenentwickl u n g  der D ifferen­
tialquotienten bis zur 6. Ord n u n g ,  z u m i n dest aber b is  z u r  5. O rd n u n g ,  erfor­
derl ich ist. 

Für  geringere Genau igkeitsansprüche, näml ich 

1" . 10-3 . . .  (7) 

<p, },.: 
1" . 10-2 . . .  (8) 

für B reite und Länge anstelle vo n (1 ) ,  zeigt Abbi ld u n g  6 den Anwend u ngs be� 
reich der bis z u r  6. Ord n u n g  entwickelten Transfo rm ationsformel n .  
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6. Sehfußbetrachtung 

Die Unters u c h u n g  der zweid i mensional-tran s lativen Tran sformatio nsfor­
meln n ach Hristow zeigt, daß bei der Übertrag u n g  g roßräu m iger Netze d ie 
Genauigkeit der Reihenentwickl u n g  d u rc h a u s  eine bedeuts a m e  R o l le sp ielen 
kan n .  Es wird ei n Diag ram m vorgestel lt ,  m it dessen Hi lfe abgeschätzt werden 
kan n ,  bis zu welcher Ord n u n g  d ie Potenzreihen entwickelt sein m üssen, u m  
ein Netz m ittlerer Ausdeh n u ng i n  Abhäng igkeit von der geog raph ischen 
Breite des Zentralpu nktes ohne Genau igkeitsverlust ü bertragen zu kön nen. 
Auch d ie Abschätz u n g ,  m it welchen Genau igkeitsverl u sten bei der Transfor­
mation von Netzen g roßer Ausdeh n u n g  gerech net werden m uß, ist m it Hi lfe 
eines Diag ram ms mög l ich.  

Die Betrachtungen machen auch deutl i c h ,  daß im S i n ne heutiger G roß­
rau mvermessu ngen die G renzen rei n  geometrischer Dat u m stra n sfo rmationen 
klassischer Man ier sch nell erreicht s i nd. 
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