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Uber die Reichweite und Genauigkeit der Formeln
nach Hristow zur Transformation
eilipsoidisch-geographischer Koordinaten

Von Walter Welsch, Miinchen

1. Einflihrung

Die Lageédnderung eines geodatischen Netzes wird haufig auf geometri-
scher Grundlage zweidimensional-translativ durchgefiuhrt. Hierbei wird das
Netz geschlossen differentiell auf der Rechenflache verschoben und ver-
dreht. Oft wird auch eine MaBstabsidnderung und der Ubergang von einem
Ellipsoid auf ein anderes notwendig. Formelsysteme fir derartige Datums-
transformationen wurden von Helmert [2], Hristow [3], Olander [5], Bodemiil-
ler [1] u. a. entwickelt.

Grundlegend flr vermitteinde Transformationen sind Helmerts Differen-
tialgleichungen der geodatischen Linie auf dem Rotationsellipsoid [2]. Hri-
stow [3] entwickelte fur sie auf der Grundlage der Legendreschen Reihen
rechentechnisch glinstige Potenzreihen, die mit hinreichender Genauigkeit
fur die Transformation groBerer Netze angewendet werden kdnnen und als
translative Lotabweichungsgleichungen und zum Zusammenschluf3 von Lan-
desnetzen zu einem einheitlichen Block Bedeutung gewannen.

Bei neueren Arbeiten besteht das Interesse, im Rahmen von Diagnose-
ausgleichungen Landesnetze oder kontinentale Netze vor einer Gesamtaus-
gleichung blockweise zu untersuchen [4], [7]. Auch hier haben Hristows
Formeln durch die anschlieBende Anfelderung eine gewisse Bedeutung.

Bei derart groBraumigen Untersuchungen muf die Frage gestellt werden,
ob es gerechtfertigt ist, auftretende Restklaffungen als Ergebnis einer Trans-
formation ausschlie3lich mit der mehr oder minder guten Qualitat der zusam-
mengeschlossenen Netze zu begriinden. Die Frage ist dann berechtigt, wenn
auf Grund der Netzausdehnungen eine Verfalschung der Ergebnisse durch
zu frihen Abbruch der Entwicklungen der Legendreschen Reihen und ihrer
Taylorisierung zu befirchten ist. Restgliedabschatzungen zeigen, daB fur
groBere Netzausdehnungen eine Erweiterung des bestehenden Formelsy-
stems notwendig wird, wenn die ausgeglichenen geographischen Koordina-
ten und aus ihnen abgeleitete Azimute mit der tblichen Genauigkeit ausge-
wiesen werden sollen:

@ N 17107
@ 17-10"2 (s = 100 km). ()

Auf der Grundlage der weiterentwickelten Legendreschen Reihen [8]
wurden deshalb die Hristowschen Potenzreihen soweit vorangetrieben, daf3
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sie bis zur 6. Ordnung vollstandig, in der 7. Ordnung noch in ihren sphari-
schen Anteilen vorliegen [6]. Die abgeleiteten Differentialquotienten unter-
scheiden sich in einigen Fallen von den Hristowschen Formeln. Der Grund
liegt in der Vernachlassigung ellipsoidischer Ausdriicke in den GroéfBen
3. Ordnung der Legendreschen Reihen. Hierauf hat auch schon Bodemiiller
[1] hingewiesen.

Im folgenden sei ein Uberblick iiber die Reichweite und im Zusammen-
hang mit ihr Giber die erzielbare Transformationsgenauigkeit gegeben.

2. Glieder hoherer Ordnung der Taylorentwicklung

Es ist abzuschatzen, welcher Fehler entsteht, wenn zur Berechnung der
differentiellen Anderungen

d(pz, d}\Q, dO(21 ce (2)

des zu transformierenden Punktes nur das vollstandige Differential der
Legendreschen Reihen verwendet wird, d. h. die Glieder O2 und die h6herer
Ordnung bei der Taylorentwicklung nach den Veranderlichen

ds da
dcph d)\1) d(l12, —S——, _a—) dot LR (3)

vernachlédssigt werden. Die betragsmaBige GroBe der Glieder O2? hingt
wesentlich von der GrdBe der Inkremente (3) ab.

Von den in den 2. Ableitungen auftretenden GroBen nimmt der Ausdruck

dal2
<—§ den groBten Betrag an. Mits = 1000 km als Entfernung des zu transfor-

mierenden Punktes vom Zentralpunkt der Transformation ergeben sich z. B.
in einer Breite von ¢ = 70° die folgenden Betrége:

| 02(dg,)| =| O2(dN,) - cosg| = 8" 104,

| 02 (day) - S| = 2"-102 - (4)

Der nachstgrofBere Ausdruck mit—g:—- dot liegt bereits weit unter dieser
GrofBenordnung.

Als Ergebnis der Abschatzung wird festgestellt, da3 bei mittleren Entfer-
nungen das vollstandige Differential der Legendreschen Reihen nicht geniigt
und die Glieder O? der Taylorentwicklung nicht vernachlassigt werden diirfen,
ohne die Genauigkeit (1) der Transformation einzuschranken.



8 OzftvuPh 65. Jahrgang/1977/Heft1

3. Polarkoordinaten

In allen Differentialquotienten der Potenzreihen der Transformationsfor-
meln treten Polarkoordinaten in der Form

S Sing, S * CoSa ‘ ...(5

auf. Hristow betrachtet zu ihrer Elimination die Legendreschen Reihen als
Potenzreihen dieser beiden GroBen und gewinnt fur sie Losungen durch
Reihenumkehr.

Fir Netze mit Radien mittlerer Entfernung ist dieser Weg jedoch nicht
mehr gangbar, da er zu gro3en Ungenauigkeiten fiihren wirde, weil der
Anwendungsbereich der Legendreschen Reihen i. a. auf kleine Entfernungen
beschrankt ist und den Bereich der Pole iberhaupt nicht mehr erfaBt. Auch
die GauBschen Mittelbreitenformeln kénnen fiir. den.gedachten Zweck nicht
verwendet werden.

Eine zufriedenstellende Lésung erzielt erst die Jordansche LOsung der
2. geodatischen Hauptaufgabe mit Hilfe des Polardreiecks.

Abbildung 1 zeigt die Maximalwerte ds,ax und da,ax der Abweichungen
der Polarkoordinaten von Sollwerten fir Azimute von 0° bis 90° in den
Breiten 0 ° bis 90° firs = 1000 km.
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Abb. 1 Maximale Abweichungen der Polarkoordinaten (s = 1000 km)
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In Abbildung 2 ist schlie3lich dargestellt, wie grof3 die Ungenauigkeiten
der Transformationsformeln unter dem EinfluB von Ungenauigkeiten bei der
Bestimmung der Polarkoordinaten mit Hilfe der Jordanschen Formeln werden
kénnen.
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Abb. 2 Unscharfe der Transformationsformeln unter dem Einflu3 der Ungenauigkeit
der Polarkoordinaten (s = 1000 km)

4. Restgliedabschédtzungen

Fir die GroBe der Differenzialquotienten bzw. fir den Verwendungsbe-
reich der aus ihnen gebildeten Potenzreihen gelten folgende allgemeine
Gesichtspunkte:

Infolge ihrer Abhangigkeit von der geographischen Breite des Bezugs- .
punktes der Transformation werden die Reihen in den Polen als singulare
Punkte des Koordinatensystems unbrauchbar; die Konvergenz nimmt bei
Annadherung an die Pole deutlich ab, die GroBe der Reihenglieder wachst
tber alle Grenzen.

AuBer der geographischen Breite des Bezugspunktes ist auch noch die
Entfernung s des zu transformierenden Punktes vom Bezugspunkt maBge-

bend; der in allen Gliedern auftretende Faktor ,3—?, bewirkt bei wachsendem s
ganz allgemein eine Abnahme der Konvergenz mit einem Grenzwert fir
s —» N.

Zur Untersuchung, wie weit die Reihenentwicklungen im einzelnen
brauchbar sind, wird jeweils das erste vernachlassigte Glied jeder Reihe als
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gendhertes Restglied verwendet. Bezeichnet R; das zu maximierende Rest-
glied, so gilt als notwendige Bedingung fur das Auffinden eines Maximalwer-
tes,. wenn das Azimut « bei konstanter Breite und gleichbleibender Entfernung
s variieren soll:

R,

aa=0. ...(6)

Da es sich bei den Restgliedern um Funktionen héherer Ordnung han-
delt, treten natiirlich mehrere Losungen fiir (relative) Extremwerte auf. Aus
ihnen wird dasjenige a ausgewahlt, das nach Einsetzen in R; dessen Maximal-
wert erzeugt.

In den folgenden Abbildungen 3 und 4 werden diese Maximalwerte der
Restglieder 4. und 7. Ordnung (R,y bzw. Ry,) dargestellt. Wenn man noch die
GroBe der-Inkremente (3) beruicksichtigt,"kann-die Genauigkeit der Hristow-
schen Formeln mit Hilfe von Ry und die der weiterentwickelten Reihen mit
Hilfe von Ry, abgeschéatzt werden.

5. Beispiel und Anwendungsbereich

Zwei ,,identische Punkte", deren Koordinaten in beiden Systemen be-
kannt sind, werden vom Bessel- auf das Hayfordellipsoid ubertragen.
Die geographischen Koordinaten der beiden Punkte sind folgende:

Punkt Bessel Hayford
Miinchen — Frauenkirche | ¢ 48° 8'22,5290” 48° 8'22,2273”
A 11 34 27,7335 11 34 26,4862
Schweitenkirchen ) 48 30 26,6625 48 30 26,1736
A 11 36 31,5143 11 36 30,2443

Die Ellipsoiddimensionen werden angegeben mit:

Parameter Bessel Hayford

Grof3e Halbachse a 6 377 397,156 m ‘ 6 378 388,0 m
Abplattung ot 1:299,1528 1:297
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Abb. 3 Die GroBe der Restglieder Ry,
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OzfvuPh 65. Jahrgang/1977/Heft 1 13

Ein Vergleich der Koordinaten gibt sofort:
de; =-0,40"
dh\y = -1,26”
Die Berechnung der 2. geodétischen Hauptaufgabe auf beiden Ellipso-
iden liefert: ,
daq, =—0,24"

St _ 35 6100
- .

Sg
Aus dem Vergleich der Ellipsoiddimensionen ergibt sich:

a—a da
il B=?z1,6<10—4; dot~ 2,4 - 1075,

ag

Diese einem praktischen Beispiel entnommenen Richtwerte fiir die Grof3e

der Transformationselemente seien der Abschatzung des Anwendungsberei-
ches zugrunde gelegt.

Die Betrachtung der Maximalwerte der Restglieder R; (Abb. 3 und 4) zeigt
in Verbindung mit den oben ermittelten Transformationskonstanten, daB als

kritischer Wert die GrtSBela

AN da . g

5a  a°Cosg- ;Ianzusehen ist, weil sie als erste

die geforderten Genauigkeiten (1) uberschreitet. Da der Wert um etwa eine

Zehnerpotenz groBer ist als der néchstfolgendel%A—)l~ cosg-dot|, kann mit
oL

seiner Hilfe der Anwendungsbereich B, bis By, entsprechend der 5. bis
6. Ordnung der Reihenentwicklungen abgeschatzt werden.

Abbildung 5 zeigt die Verwendungsmaoglichkeit der Transfdrmationsfor-
meln in verschiedenen Entwicklungsstufen. Als Ergebnis wird festgestellt, daf
bei der Transformation geodatischer Netze in unseren Breiten (Mitteleuropa),
in denen mittlere Entfernungen auftreten, die Reihenentwicklung der Differen-
tialquotienten bis zur 6. Ordnung, zumindest aber bis zur 5. Ordnung, erfor-
derlich ist.

Fur geringere Genauigkeitsanspriiche, namlich
1"-1073 )]

@, N
17102 ...(8)

fur Breite und Léange anstelle von (1), zeigt Abbildung 6 den Anwendungsbe-
reich der bis zur 6. Ordnung entwickelten Transformationsformeln.
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Abb. 5 Anwendungsbereich der Transformationsformeln fiir B, bis By,
bei Genauigkeitsforderungen nach (1)
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Abb. 6 Anwendungsbereich der bis zur 6. Ordnung entwickelten Transformationsformeln bei
Genauigkeitsforderungen nach (1) ,nach (7)————und (8) =+
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6. SchluBbetrachtung

Die Untersuchung der zweidimensional-translativen Transformationsfor-
meln nach Hristow zeigt, daB bei der Ubertragung groBrdumiger Netze die
Genauigkeit der Reihenentwicklung durchaus eine bedeutsame Rolle spielen
kann. Es wird ein Diagramm vorgestellt, mit dessen Hilfe abgeschétzt werden
kann, bis zu welcher Ordnung die Potenzreihen entwickelt sein missen, um
ein Netz mittlerer Ausdehnung in Abhangigkeit von der geographischen
Breite des Zentralpunktes ohne Genauigkeitsverlust tibertragen zu konnen.
Auch die Abschatzung, mit welchen Genauigkeitsverlusten bei der Transfor-
mation von Netzen groBer Ausdehnung gerechnet werden muf, ist mit Hilfe
eines Diagramms maglich.

Die Betrachtungen machen auch deutlich, daf3 im Sinne heutiger Grof3-
raumvermessungen die Grenzen rein geometrischer Datumstransformationen
klassischer Manier-schnell-erreicht-sind-
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