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Zur Losung geometrisch iiberbestimmter Probleme
Von Karl Killian und Peter Meiss!

Geometrische Probleme der Geodisie, der Photogrammetrie und der sphéri-
schen Astronomie sind bekanntlich fast ausschlieBlich iiberbestimmte Probleme.
Die liberschiissigen Messungen miissen ja einerseits gegen grobe Fehler absichern,
andererseits 146t sich der EinfluBl zufélliger MeBfehler mittels Ausgleichung herab-
mindern und Aufschliisse iiber die Genauigkeit des Resultates kénnen erbracht
werden.

Bei der Ausgleichung eines iiberbestimmten nicht linearen Problemes wird
mittels Tayloransatz ein lineares System hergeleitet und ausgeglichen. Dazu sind
Niaherungslésungen auf irgend eine Art bereit zu stellen. In der Folge wird nun ge-
zeigt, dal Naherungslésungen aus dem geometrischen iliberbestimmten Problem
durch geschlossene Rechnung abgeleitet werden konnen. Dieser Weg wurde fiir
spezielle Aufgaben bestritten, siche z B. H.v. Sanden (1908), K. Rinner (1956),
die das Problem der gegenseitigen Orientierung und K. Killian (1955), der das Riick-
wirtseinschneiden im Raum behandelte.

Gedanklich am einfachsten ist wohl folgender Weg., Angenommen die Unbe-
kannten x, y repriasentieren die Losung eines geometrischen Problemes, welches sich
durch Gleichungen der Form

a1 @1 (x,Y) + a1z e2(x, ») + ... awn @al(x, y) = b1
as1 ¢1(x,») + as2 e2(x,y) + ... aza ¢u(x,y) = b2

am1 91 (x, .V) + ame P2 (X, y) + ... aGmn cpn(x, y) = bnp
beschreiben 146t. Dabei sind a5, b; bekannte Konstante und ¢1 (x, y), ... ¢n (x, )
Funktionen bekannter Bauart der Unbekannten x, y. Jede der oben angeschriebenen

Gleichungen repréisentiert einen geometrischen Ort, auf dem die Lésung liegen muf.
Falls es geniigend viele geometrische Orter gibt, falls also m > n ist, so 14Bt sich u. U.
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obiges System, welches linear in den Hilfsunbekannten ¢1(x,»), ... ¢a(x, y) ist,
nach diesen Hilfsunbekannten aufldsen. In einem zweiten Schritt widren dann aus
einer Anzahl der Hilfsunbekannten die eigentlichen Unbekannten riickzurechnen.
Dieser zweite Schritt ist manchmal nicht nétig, wenn ndmlich x. y selbst unter den
Hilfsunbekannten vorkommen.

Ein Beispiel moge dies verdeutlichen. Nehmen wir an, die geometrischen Orter
seien Kreise und es seien drei davon vorgegeben.

¥ +y2tax+by+c=0
x2+y2tax+by+c=0
x4 y2+ax+by+c=0

Diese drei Kreise sollen sich in einem Punkt schneiden. Es liegt also eine Uber-
bestimmung vor. Wenn man die Hilfsunbekannten ¢1(x, y) = x2 + »2, ¢2(x, y) = X,
93(x, y) = y einfiihrt, so resultiert ein lineares System in den drei Unbekannten
01, 92, 3. Seine Auflésung liefert u. a. 2 = x und ¢3 = y. Auf diese Weise konnte
man etwa einen liberbestimmten Bogenschnitt 16sen.

Bei geschickter Wahl der Hilfsunbekannten lassen sich manchmal groBe Ver-
einfachungen erzielen. Hier sei insbesondere auf die Arbeit von K. Rinner verwiesen,
in der die gegenseitige Orientierung von zwei Strahlenbiindeln bei dreifacher Uber-
bestimmung auf ein lineares System zuriickgefiihrt wird. Seine Untersuchungen
wurden von Van den Hout (1961) und Van den Hout und Stefanovic (1976) im Hin-
blick auf ihre Nutzanwendung in der Photogrammetrie weiter verfolgt.

Der Weg, den K. Killian eingeschlagen hat, ist allgemeinerer Art. Er 146t im
Prinzip die Losung beliebig komplizierter algebraischer Systeme bei nur einer Uber-
bestimmung zu. Wir wollen im folgenden diese Methode beschreiben und an einem
Beispiel erldutern.

Killian hat das Verfahren an solchen Aufgabenstellungen erprobt, die sich
durch eine einzige algebraische Gleichung in einer Unbekannten formulieren lassen.
Sei

apx® 4+ ap-1x* 14 ... aix+ao=0

eine solche Gleichung (nach eventuellem Durchmultiplizieren mit dem Nenner).
Aus der Uberbestimmung folgt eine weitere Gleichung, etwa

AnXx® + ap-1x" 14+ ...aix+ao=0

Falls beide Gleichungen genau eine einzige Lésung £ gemeinsam haben, so ist
(x — &) der grofite gemeinsame Teiler der beiden Polynome, der sich z. B. durch
Euklidische Kettendivision ermitteln 14B8t. Killian hat einen etwas anderen Weg
beschritten. Er multipliziert die Gleichungen einmal mit an, —ay und addiert (Weg-
schaffen der héchsten Potenz von x). Dann multipliziert er mit ao, —ao und addiert
(Wegschaffen des konstanten Gliedes). Dividiert man die zweite der erhaltenen
Gleichungen durch x, so folgen zwei neue Gleichungen.

én—l xn—1 4 én—z xn=2 4 .., élx + éo =0
bu—1 x4+ by oxn=2+4 ... b1x+bo=0

Die Gleichungen sind im Grad um mindestens 1 niedriger und miissen die ge-
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meinsame Losung & haben. Daher kann man analog wie oben verfahren. Auf diese
Weise gelangt man schlieBlich zu zwei linearen Gleichungen

rx+ro=20
rix4+ro=0

welche Vielfache voneinander sein miissen. I. a. liefert jede davon die Losung
E= —rofri. = —rofr1.

Das geschilderte Verfahren 1468t sich ohne weiteres auf ein System von m + 1
Gleichungen mit m Unbekannten ausdehnen. Ein solches System ergibt sich bei
einer Aufgabe mit einer einzigen liberschiissigen Messung. Nehmen wir bei folgender
Darstellung den Fall 72 = 2 an und ordnen wir die Gleichungen nach fallenden
Potenzen von x:

én(y) X"+ zin—l()’) x4 4 /il(y) x4+ éo(y) =0
Au(3) %" + Ay 1 () 01 4 L 4 D) x + Ao() = 0
An(Y) X* 4+ A1) x* 1 4 ... + A1() x + Ao(y) =0

Dabei sind 45(y), 45(»), Z(y) Polynome in y. Nun fithren wir entweder den Euklidi-
schen Algorithmus durch, oder behandeln die Gleichungen analog der Killian’schen
Verfahren. Im letzteren Falle kénnen wir etwa die erste Gleichung mit A, (), die
zweite mit — A,—1(y) multiplizieren und addieren (Wegschaffen der héchsten Potenz
von x) und dann die erste Gleichung mit 4o(y) multiplizieren und die zweite mit
— Ao(p) und nach dem Addieren durch x dividieren. Wir erhalten zwei Gleichungen

gn—l(y) x4, El(}’) x+ EO(J’) =0
Bup1(p) x* 1+ ... Bi(y) x + Bo(y) =0

Auf diese Weise fortfahrend gelangt man schlieSlich zu zwei Gleichungen, die linear
in x sind:

Ri(%) + Ro(3) = 0

Ri(y)x + Ro(») =0

Ein weiterer Schritt liefert zwei polynomiale Gleichungen in y:

T(y) =0
T(y»)=0

Davon kann man eine nehmen, bzw. auch den gemeinsamen Teiler der beiden.
Sei U(y) = 0 die ausgewéhlte Gleichung,

Verfdhrt man analog mit zwei anderen der urspriinglichen drei Gleichungen,
so erhilt man eine weitere Gleichung U(y) = 0 und man kann wie friiher die ge-
meinsamen Nullstellen von U(y), U(y) bestimmen.

Wir illustrieren dies am Falle von drei Kegelschnitten, welche durch einen
gemeinsamen Punkt gehen. Eine solche Aufgabenstellung entsteht z. B., wenn von
einem Punkt drei Streckendifferenzen nach gewissen AnschluBpunkten gemessen
werden. Jede Streckendifferenz legt eine Hyperbel fest, auf der der Punkt liegen mulB.
Konfiguration und angenommene MeBdaten sind aus der Abbildung zu ersehen.



84

A3
Y PRGN
\ - \
- A
- AN
\ P \
L \
AN \
- A o A
2 -7 \"\‘, . - AN
4y \3 c°“:/ - \
| Ve, o \
i \’v\ Rv 7 \
I \\’ - A z/
] v
\_“___-dpz-dpﬁcoﬁs.!_.___ _/.-
T
i
)
I
]
!
!
i
AN
1
x
Messung AnschluBpunkte
Nr. Wert Nr. x y
) 1 150,00 150,00
1 —936 2 20000 650,00
) 2 200.00 650,00
1181 3 850,00 950,00
3 850,00 950,00
3 —%,14 4 1050,00 550,00

a = dps — dp1, b = €2 — a2 gegeben. Die Gleichungen der drei Hyperbeln sind:

0,02481071 x2 — 0,19801980 xy — 0,95538731 y2 +
+ 70,524172 x + 79,896331 y — 163848,41 = 0

— 0,79999712 x2 — 0,76097561 xy — 0,15121663 y2 4+
+ 1448,7775 x + 641,45880 y — 633838,48 = 0

— 0,15184270 x2 4 0,80000000 xy — 0,75184270 y2 —
— 311,49887 x 4 367,76405 y 4 12342,350 =0

Wir ordnen die beiden ersten Gleichungen nach Potenzen von x:

0,02481071 x2 + (— 0,19801980 y + 70,524172) x +
+ (— 0,95538731 y2 + 798,96331 y — 163848,41) = 0

— 0,79999712 x2 + (— 0,76097561 y + 1448,7775) x +
+ (— 0,15121663 y2 4 641,45880 y — 633838,48) = 0

Nun schaffen wir einmal die héchste und einmal die niedrigste Potenz von x weg,

es resultieren zwei Gleichungen:

(0,00000000 2 + 0,17729562 y — 92,364333) x
4+ (0,00000000 »3 + 0,76805889 y2 — 655,08340 y + 146804,24) = 0
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(—0,76805889 y2 + 655,08340 y — 146804,24) x
+ (— 0,69708255 y® +- 1854,4492 y2 — 1111453,8 y 4 192678950) = 0

Eliminiert man daraus x, so folgt:
0,46632477 y* — 613,113968 y3 4 286302,01 y2 — 55518221 y + 3754822000 = 0

Indem man die Hyperbelgleichungen 2 und 3 analog behandelt, erhédlt man
0,85834943 y4 — 2010,6461 y3 + 1750739,2 y2 — 671132910 y + 95507074000 = 0.

Eliminiert man aus den beiden zuletzt angeschriebenen Gleichungen einmal die
héchste und einmal die niedrigste Potenz, so folgt

411,34806 y3 — 570665,87 y2 4 265311870 y — 41314365000 = 0

41314365000 y3 — 5,1007103 . 1013 y2 + 2,0770154 . 1016 y —
— 2,7823982. 1018 =0

wiederholt man dies, so folgt

— 2,5950255 . 1015 y2 + 2,4174291 . 1018 y — 5,6234267 . 1020 =0
5,6234267 . 1020 y2 — 5,1950637 . 1028 y + 1,1990244 . 1026 = 0

Nach dem néichsten Schritt erhdlt man zwei lineare Gleichungen, die erste da-
von ist

1,1291259 . 1037 y — 5,0793910. 1039 =0
Sie liefert
y = 449,85160

Setzt man in eine der obigen Gleichungen ein, welche linear in x ist, so folgt

x = 598,31180

Damit ist die gesuchte Naherungslésung gewonnen.

Es sei daran erinnert, dal man rationale Ausdriicke trigonometrischer Funk-
tionen in mannigfacher Weise in rationale Funktionen umwandeln kann (z. B. iiber
die Moivre’sche Formel oder liber die bei der Auswertung von Integralen verwendete

Transformation # = tan %) Ferner sei erinnert, daf3 die Gleichungen vieler alge-

braischen Kurven im ,itranszendenten Gewand‘ vorkommen. Jede durch Polar-
koordinaten dargestellte Kurve ist algebraisch, wenn in der Gleichung

p = F(yp) ¢ ... Radiusvektor
¢ ... Anomalie (Polarwinkel)

nur in der Form F(sin n¢, cos m¢) auftritt.

Es soll nicht verschwiegen werden, daf3 die angeflihrten Methoden zur Be-
stimmung von Naherungslésungen geometrisch liberbestimmter Probleme nume-
rische Schwierigkeiten mit sich bringen kénnen. Wenn der Grad des algebraischen
Systems zu hoch ist und die Anzahl der Unbekannten zu groB3 ist, so kann die nume-
rische Rechnung infolge zu groBen Aufwandes oder infolge von Rundungsfehlern
versagen. AuBerdem ist es moéglich, daB numerische Ausnahmefille vorkommen
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— sie sind nicht identisch mit den dem Problem anhaftenden gefdahrlichen Ortern —,
die ebenfalls die numerische Rechnung unmdéglich machen.

Es ist vorgesehen, in nachfolgenden Untersuchungen eine Anzahl wichtiger
Probleme zu diskutieren und ihre numerischen Ausnahmefille zu analysieren.
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Uber die Schwankung der Tageslinge und deren EinfluB
auf die Schwerkraft

Von Eckart Lindinger, Schiarding

Die Schweremesser, ganz gleich welcher Art, liefern den Wert
g=298.,... .. cmsec~2,

Dieser Betrag setzt sich zusammen aus der Gravitation und aus der Fliehkraf't.
Die Gravitation wieder setzt sich zusammen aus der Anziehung der terrestrischen
Massen und aus der variablen Form der extraterrestrischen Gezeitenwirkungen im
Sonnensystem. Ich erinnere mich auch an einen Vortrag, der in den dreiliger Jahren
von einem Wiener Geophysiker an der Universitit Graz gehalten worden ist, in
welchem dieser im Erdinneren Geschwindigkeiten postulierte, die an die in der
Atmosphidre vorkommenden Geschwindigkeiten heranreichen, was betrdchtliche
Unruhe im Auditorium hervorgerufen hatte. Wenn aber Massenverlagerungen vor-
kommen, wie diese die Plattentheorie mit ihren Zentimetergeschwindigkeiten vor-
schreibt, so mu3 auch der Anteil der Gravitation zusammen mit den an sich vari-
ablen Gezeiten variabel sein.

Der Anteil der Gravitation ist aber nicht Gegenstand der folgenden Unter-
suchungen.
Der Einfluf3 der Fliehkraft
Die folgende Skizze stellt den Axialschnitt durch den Erdkérper dar.

Darin ist
p der Parallelkreisradius
N der Normalkriimmungsradius und
¢ die Geographische Breite



