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Geophysikalische Anwendung eines Algorithmus
zur Berechnung von Polynomen

Von Herbert Lichtenegger, Graz

Summary

The paper presents a general algorithm for the computation of polynomials of arbitrary
dimension and degree respectively. Some applications are demonstrated in selected numerical
examples in the field of geophysics.

0. Zusammenfassung
Es wird ein Algorithmus zur Berechnung von Polynomen, wobei Grad und
Dimension beliebig sind, dargestellt und die Anwendung an Hand ausgewihlter
geophysikalischer Beispiele gezeigt.
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1. Vorbemerkung

In den geophysikalischen Theorien und MeBmethoden finden hidufig Polynom-
darstellungen zur Beschreibung eines Zustandes oder Vorganges Verwendung.
Dabei sind jeweils die Koeffizienten des Polynoms aus Messungen des Funktions-
wertes an diskreten Stiitzstellen zu ermitteln.

Die vorliegende Arbeit, welche auf eine Idee von Prof. Dr. K. Rinner aufbaut und
auf seine Anregung hin geschrieben wurde, zeigt einen allgemeinen Algorithmus zur
Berechnung derartiger Polynome.

Nach Darstellung der Theorie wird die Anwendung an praktischen Beispielen
gezeigt.

2. Problemstellung

Es sei ein n-dimensionales Polynom v-ten Grades gegeben:
S, xe. o0 x0) = 24 . ka7, k Xitxedo ¥ i i+ k=v ... (1)

Die unbekannten Koeffizienten ay, ;... sind aus Messungen des Funktionswertes /
an vorgegebenen Stiitzstellen x1, X2...x, zu bestimmen. Dabei kénnen die Stiitz-
punktparameter x wiederum Funktionen darstellen.

Sei s die Anzahl der MeBwerte und v die Anzahl der unbekannten Koeffizienten,
so ist fiir s = u das Polynom gerade bestimmt. Fiir s > u liegt im Sinne der Aus-
gleichungsrechnung ein Interpolationsproblem mit fehlerfreien Stiitzpunktparametern
vor. Der Grad und die Dimension des Polynoms ist aus der Problemstellung oder
etwa aus instrumentellen Laboruntersuchungen bekannt.

3. Losung

Zur Ableitung eines Algorithmus wird vorerst vom eindimensionalen Polynom
ausgegangen und anschlieBend eine Verallgemeinerung ausgefiihrt.
Gegeben sei das Polynom
fi=mi+v=ao+ aixi+aexi®+ ... + auxi®*= B ayx¥ ... (2a)
v=0

m; = MeBwert
¥; = Verbesserung des MeBwertes

Die Verbesserungsgleichungen

f=m+v=Aa ... (2b)
mT = (mymz ... ) aT = (ap, a1 ... au)
vI = (v, Vg ... Vs) A ={l,x,x2 ... x%};

fiihren nach Minimierung von vTv auf das Normalgleichungssystem

(ATA)a = ATm ... (3a)

mit der Lésung
a = (ATA)"1ATm = N-1] ... (3b)
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Die quadratische (#'+ 1, u + 1) Matrix N kann ebenso wie der (v + 1) zeilige
Spaltenvektor 1 schematisch berechnet werden.

N = {[xM + N]}
1 = {[x"m ]} - (4a)
M = Zeilennummer N = Spaltennummer M,N=0..... u

Die eckige Klammer bedeutet das Gaullsche Summationszeichen.

Werden an Stelle von Funktionswerten Funktionsdifferenzen Afi; gemessen
(z. B. Gangbestimmung eines Gravimeters), dann werden N und 1 gerdndert und es
ist zu setzen:

N = {[Axi;M AxyN AxiF = (xF — xiF

it resiepvt (ot /i SRS S PR
Dabei wurde vorausgesetzt, dal v; — v; zu einer Verbesserung vy zusammengezogen
wurden.

Afyg=my+ v —mi —vi = Amy + vy

Im mehrdimensionalen Fall werden die Elemente (M, N) wiederum Matrizen.
Die Zeilenzahl m dieser Submatrizen ergibt sich aus der Anzahl der Koeffizienten
M-ten Grades, die Spaltenzahl n aus der Anzahl der Koeffizienten N-ten Grades.
Die Elemente der Untermatrizen ergeben sich durch zeilen- und spaltenweise Va-
riation des Hauptelementes nach den Parametern.

Zur Erlauterung betrachte man das zweidimensionale Polynom:

f(x,8) = aoo + arox + ao1y + azox2 + arixy + ao2y2 + ...
Nach Gleichung 4a hat das Hauptelement (2,1) folgende Form:

Matrix N -~ [x3]
Vektor 1 - [x2m]

Nach Anwendung der obigen Regel ergeben sich die Submatrizen fiir N und 1 mit
m=3und n =2

Matrix N — ] [x3] [x2y]
[x%y] [xy?]
l [xy2] [»%]
[x2m]
[xym]
[y2m]
Die Inversion der symmetrischen Matrix N (Gl. 3b) kann in bekannter Weise
(etwa nach der Methode von Cholesky) erfolgen. Sédmtliche Fehleraussagen, wie
Kovarianzen der Koeffizienten usw., konnen nach bekannten Regeln abgeleitet
werden, doch soll darauf nicht ndher eingegangen werden.

Vektor 1 —

4. Beispiele
4.1 Bestimmung des Gangpolynoms eines Gravimeters

Bekanntlich sind GravimetermeBwerte aus verschiedenen Griinden mit einem
zeitlichen Gang behaftet, der meist in Form eines Zeitpolynoms angesetzt wird und
dessen Koeffizienten aus hinreichenden Wiederholungsmessungen bestimmt werden.
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Im vorliegenden Beispiel wurde die Messung in Form eines Sternes 1 —2—3—1—
3—4—1—4—2—1 (Fig. 1) durchgefiihrt. Die Gangfunktion soll als Parabel zweiter
Ordnung

g = ao + ait; + ast?
berechnet werden.

2
o

,° °3
Fig. 1

Sollte die Gangfunktion von weiteren Parametern (z. B. Temperatur) abhéngig
sein, so kann sie zu einem mehrdimensionalen Polynom erweitert werden.

MeBwerte: a) Einheit mgal
b) Schwerewerte auf Punkt 1 (Basispunkt) bezogen, damit wird ao per
definitionem zu Null gesetzt.
c) t; bedeutet Zeit(einheits)intervall, bezogen auf 1. Messung im Punkt 1.

Punkt g Punkt # g Punkt # g
1 0 10.000 3 4 15.544 4 7 9.650
2 1 13.906 4 5 9.710 2’ 8 13.801
3 2 15.544 " 6 10.000 | M 9 9.865
Iy 3 10.045

Damit sind aus der Messung Funktionsdifferenzen Ay bekannt. Die Berechnung
erfolgt nach GI. 4b.

Linie Agyy (n gal) t t
1 -1 45 0 3
2 =2 —105 1 8
3 =3 0 2 4
I —1” — 45 3 6
4 — 4 — 60 5 7
-1 —135 6 9
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Normalgleichung:
N = [ [(ty — 1) ] =84  [(ty — i) (12 — t:2)] = 756 ]
[(ty — t:) (152 — t:2)] [(12 — 2)?] = 7524
1 = [ (1 —t) Agi] = —1260]
[172 — t:2) Agi] = —14940

Inversion ergibt die Losung:
ar = 30 pgal/Zeiteinheit
az = — 5 pgal/(Zeiteinheit)?2

Die gesamte Berechnung wurde mit Hilfe eines Taschenrechners HP 45 durch-
gefiihrt und dauert rund fiinf Minuten.

4.2 Bestimmung eines Regionalfeldes

Es liegt das Problem der Interpolation eines zweidimensionalen Polynoms in
das Schwereanomalienfeld vor. Die Abweichungen des Polynoms vom Anomalien-
feld konnen als Restfeldanomalien gedeutet werden.

In [1], [2] sind Tabellen fiir bestimmte Rasteranordnungen enthalten, allgemein
ist die Losung durch GL 3b gegeben.

Wird das Regionalfeld als Ebene betrachtet, so gilt:
f(x, ) = aoo + aiox + aony =m + v = Ag

x,y Koordinaten der Rasterpunkte
m Regionalfeld, v Restfeld, Ag Schwereanomalie

N={[s [ b 1. L= 1[[m] .
[x] %] [%)] [xm]

0l [xy] (2] [ym]
Bei Ubergang auf Schwerpunktskoordinaten %, 7 gilt:
~ [x] | ~ [¥]
X=X P y=Yy 5

[X]=1[J]1=0
Werden weiters Rasteranordnungen symmetrisch zur x- und/oder y-Achse
angenommen, so gilt auch
[X7] = 0.
Damit zerfallt das Normalgleichungssystem, die Losung kann sofort angegeben
werden:

aoo = ['—:]; _ [Eml _ Dm]

TT~o7 1 IO
[%2] R
4.3  Bestimmuny der Dichte s nach dem Verfahren Nettleton

Dabei werden die profil- (oder flichen)méBig durchgefiihrten Schweremessungen
auf ein gemeinsames Niveau reduziert. Bei Wahl der richtigen Dichte darf sich keine
Korrelation mit der H6he in den Anomalien zeigen.
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4h;

U

5 Reduktionsniveau

Fig. 2

8+ dgrop — dgp +dgr + ao + ais:

Yi =
dgTop = TiO'
dgp = 2wk Ao
dgr = 0,3086 Al

Yi Normalschwere
8t gemessene Schwere
a; Koeffizienten eines Regionalfeldes.

Obige GleichungldBtsichin Form eines zweidimensionalen Polynoms schreiben:

Ji= (Yt — & — dgr) = aoo + arox; + ao1y; = my + v
aoo % aop;  dio % ai; an=oc
x = s g = (Ty — 2=k Aly)

Die Losung wird, wie bereits unter 4.2 beschrieben, erhalten.
Unter der Annahme, dall das Regionalfeld vorher abgespalten wurde und nach

Ubergang auf Schwerpunktswerte, ergibt sich unmittelbar die bekannte Formel von
Parasnis

ol

N

[m]

m=m——
S

00020 '}/:y_

[y ]
(2]

g =

5. Schlufbemerkung

Bei Anwendung eines aus der Theorie der Ausgleichungsrechnung bekannten
Algorithmus zur Interpolation von Polynomen kdnnen eine Reihe von geophysika-
lischen Problemstellungen mit Hilfe handlicher Taschenrechner schneller, sicherer
und vor allem mit groBerer Genauigkeit gelost werden, als mit den bisher iiblichen
graphischen Verfahren oder Tabellen. Dies wird an Hand von ausgewé#hlten numeri-
schen Beispielen gezeigt.
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Die internationale Assoziation fiir Geodisie*)
Von Helmut Moritz, Graz

Zusammenfassung:

Nach einem Uberblick iiber die Geschichte der internationalen geoditischen Vereinigungen
wird die gegenwirtige Struktur der IAG beschrieben. Mit dem Problem der geoditischen Parameter
und Bezugssysteme wird ein Beispiel fiir die wissenschaftliche Arbeit dieser Assoziation gegeben.
SchlieBlich wird die Stellung Osterreichs innerhalb der TAG betrachtet,

1. Einleitung

Fiir den Vermessungsingenieur ist es oft schwer, sich von der Arbeit innerhalb
internationaler geodédtischer und geophysikalischer Organisationen oder i{iberhaupt
unter internationaler Erdmessung etwas Rechtes vorzustellen. Man hat auf der
Hochschule eine Vorlesung tiber Erdmessung gehabt; man hat von einer Oster-
reichischen Schule der Erdmessung mit Namen wie Hopfner und Ledersteger gehort;
aber die tégliche Praxis der meisten von uns liegt doch auf ganz anderem Gebiet.

Unwillkiirlich driingen sich Fragen auf: was hat ein so kleines Land wie Oster-
reich mit der internationalen Erdmessung zu tun? Welchen Nutzen hat es von
internationaler Zusammenarbeit, und kann es iiberhaupt sinnvoll an Aufgaben der
Erdmessung mitwirken ?

Der vorliegende Aufisatz soll einen Uberblick iiber die Internationale Assoziation
fiir Geodésie (IAG) geben, iiber ihre Geschichte ebenso wie iiber ihre gegenwértigen
Aufgaben und Arbeiten. SchlieBlich soll versucht werden, die Stellung Osterreichs
innerhalb der IAG zu erkennen und zu sehen, welcher Nutzen und welche Pflichten
Osterreich aus der Mitgliedschaft an dieser Assoziation erwachsen.

2. Geschichtlicher Uberblick

Die Internationale Assoziation fiir Geodisie ist die dlteste internationale wissen-
schaftliche Vereinigung iiberhaupt. Bereits im Jahr 1862 erkannten einige weit-

*) Nach gleichnamigen Vortriagen im Rahmen des Osterreichischen Vereins fiir Vermessungs-
wesen und Photogrammetrie in Graz am 30. Oktober 1975 und in Wien am 17. Dezember 1975.




