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Trigonometrische Hohenmessung: Genauigkeitsstufen,
Fehlergrenzen, Gewichte

Von Josef Zeger, Wien

Bei der Auswertung von Hohenwinkelmessungen verwendet man im allgemeinen
einheitliche Fehlergrenz- und Gewichtsformeln. Bei einer Hohenwinkelmessung
zwischen zwei Berggipfeln ist allerdings die Unsicherheit in der Refraktion wesent-
lich geringer als bei einer bodennahen Visur in ebenem Geldnde. Trotzdem zieht
man meistens nicht die entsprechende Konsequenz bei den Fehlergrenzen und Ge-
wichten.

Um die Verschiedenheiten in der Unsicherheit der Refraktionskonstanten be-
riicksichtigen zu koénnen, erscheint es als zweckméBig, die Hohenwinkelmessungen
in mehrere Genauigkeitsstufen einzuteilen, abhidngig vom Bodenabstand der Visur.
Eine solche Unterteilung wird immer eine gewisse Willkiir mit sich bringen. Zu-
sitzlich wird die vom Beobachter im Geldnde durchzufiihrende Abschitzung, ob
ein. Hohenwinkel noch in die eine Genauigkeitsstufe eingereiht werden soll oder ob
er bereits in die Nachbarstufe gehort, nicht immer leicht sein und daher gleichfalls
in manchen Fillen eine Willkiir beinhalten.

Es wird nun vorgeschlagen, die Hohenwinkelmessungen vier Genauigkeits-
stufen zuzuordnen, fiir die liber mehr als die Hilfte der jeweiligen Visurldnge folgende
Bodenabstinde maBgebend sind:

Stufe 1: mehr als 150 m;

Stufe 2: zwischen 30 m und 150 m;
Stufe 3: zwischen 5 m und 30 m;
Stufe 4: bis héchstens 5 m.
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Fiir diese vier Genauigkeitsstufen sind nun die entsprechenden Werte fiir die
Unsicherheit der Refraktionskonstanten anzunehmen:
Stufe 1: my; = + 0,05;
Stufe 2: mpy = + 0,15;
Stufe 3: mrg = 4+ 0,25;
Stufe 4: my, = + 0,50.

Es sei hier ausdriicklich festgehalten, dal3 sowohl die Abgrenzung der vier Ge-
nauigkeitsstufen als auch die Annahme der entsprechenden Werte fiir die Unsicher-
heit der Refraktionskonstanten vorerst nur einer Abschidtzung entstammen. Die auf
diesen Annahmen aufzubauenden Untersuchungen kénnen mdglicherweise eine
Verschiebung der Grenzen zwischen den Genauigkeitsstufen und eine Verdnderung
der Werte fiir my bedingen. Es ist aber kaum zu erwarten, daf solche Verdnderungen
eine hieflir wesentliche GréBenordnung haben werden.

Die Auswertung der Hohenwinkelmessungen erfolgt in der Triangulierungs-
abteilung des Bundesamtes fir Eich- und Vermessungswesen in Wien mit nach-
stehender Formel:

. 1 —k s%243B
A = . . — — .
Hi p=sa,p.tanoq, 5+ (ia zp) + 2 R costons €))
o Hyr yar? )
SA,B—SA,B-(I“*‘*R ) R (2
s'4, B ... Punktentfernung aus Koordinaten
sS4, 8 ... Punktentfernung im Vermessungshorizont, befreit von der Pro-
jektionsverzerrung
Har ... .. Mittelwert der Meeresh6hen der Streckenendpunkte
Moo Mittelwert der Ordinaten der Streckenendpunkte
O evnnnns gemessener Hohenwinkel
hz ..., Instrument-, ZielhGhe
k ..., Refraktionskoeffizient, nach Hartl:
k = 0,1470 — 0,000 008 . Hin m) . (3)
R = 6379409 m .... Radius der Gaul¥’schen Bildkugel fiir die

Mittelbreite von ¢ = 47°45’,
Mit der Einfiihrung der durch die Gleichung (4) definierten Schriigstrecke s
kann man die Formel fiir die Berechnung des Hohenunterschiedes, die Fehlergrenz-
und die Gewichtsformeln etwas vereinfachen:

sS4 B=—""—. e @

Die so definierte Schrigstrecke s ist fiir Hin- und Riickvisur im allgemeinen
nicht gleich, da sowohl die gemessenen Hohenwinkel als auch die Instrument- und
ZielhShen verschieden sein werden:

S4,B ¥ 5B, 4. oo (5)
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Fithrt man die durch (4) definierte Schragstrecke s ein, erhélt die Gleichung (1)
folgende Form:

- , . 11—k _
AHyp=354,B.5Incy 5+ (isa — zB) + 27(..?,1,32. ... (6)

Den mittleren Fehler eines Hohenunterschiedes erhilt man durch Differenzieren
der Gleichung (1), wobei nach Auswahl der fiir die Fehlergrenzermittlung wesent-
lichen Glieder der Ubergang zu mittleren Fehlern gemacht wird:

4 2
M2 SA B 1,2 SA. B
MAR? = . . — | —— mg-»2. ... (7

Al 4. R2 (cos a.A,B) + p2 COS o4, B + ma-a ™

Die Gleichung (7) wird durch Einfiihren der Schrigstrecke s vereinfacht:

my2 me? _
2 . 4 2 2
mAg? = 4 Ro sS4, B* + o2 .84, B% + mg.p2. oo (8)
Die Fehlergrenze erhdlt man wie iiblich aus dem dreifachen Wert des mittleren

Fehlers:

mp® Mg e

2
FAH=3.]/Z'R§-SA,B4+( oce ) -EA,BZ+"7(1-Z)2- v (9)

Trifft man die weitere Annahme my = 3" = 9¢¢ = 0,000015 (Bogenmaf3) und
mu-2)% = 0,0002 m2, ergeben sich fiir die vier Genauigkeitsstufen folgende Fehler-
grenzformeln:

Stufe 1: FAmom = 3. /0,00001536 . 5.4, pgm)® + 0,000225 . 5.4, emy? + 0,0002

... 9a)
Stufe 2: FAr@m) = 3. V0,000138 22 . 54, Bmy? + 0,000225 . 5.4, Bxm)2 + 0,0002

... 9b)
Stufe 3: FAr@m) = 3 .V0,000383 94 .54, Bemy* + 0,000225 . 54, By2 + 0,0002

... 9¢)
Stufe 4: FArm) = 3. 1/0,001 53575 . 54, Bakmy* + 0,000225 . 54, k)2 + 0,0002 .

.. (9d)

Berechnet man den mittleren Fehler eines Hohenunterschiedes fiir verschiedene
Seitenldngen in den vier Genauigkeitsstufen (ein Drittel des durch die Gleichungen
(9) definierten Wertes), so zeigt sich, daB3 bei einer Seitenlinge von 0,5 km fiir alle
Genauigkeitsstufen praktisch noch die gleiche Genauigkeit besteht. Allerdings
treten bei groBeren Entfernungen bereits beachtliche Unterschiede auf.

mAg in m-Einheiten flir ein s von

Stufe 0,5 km 1,0 km 2,0 km 3,0 km 4,0 km 5,0 km
1 0,016 0,021 0,037 0,059 0,088 0,124
2 0,016 0,024 0,058 0,116 0,198 0,304
3 0,017 0,028 0,085 0,183 0,320 0,496
4 0,019 0,044 0,160 0,356 0,630 0,983
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Diese Tabelle zeigt auch sehr deutlich, da3 es unter den getroffenen Annahmen
sinnlos ist, bei bodennahen Visuren eine Hohenwinkelmessung iiber eine Entfernung
von mehr als 2 km durchzufiihren. Dies ist ein Ergebnis, das in der Praxis bestétigt
wird durch die Schwierigkeiten, die bei der Auswertung von Hohenwinkelmessungen
in einem Gebiet mit einer Vielzahl von bodennahen Visuren immer wieder auftreten,
wie z. B. im Seewinkel, im Marchfeld oder in der Rheinebene. Die in solchen Gebieten
auftretenden Differenzen in den Héhenunterschieden zwischen der Hin- und Riick-
messung und auch die Differenzen zwischen den aus den Hohenunterschieden ab-
geleiteten Meereshohen der Neupunkte, aus denen die ausgeglichenen Meeresh6hen
ermittelt werden, zeigen sehr deutlich, daB die fiir die Genauigkeitsstufe 4 getroffene
Annahme nicht unberechtigt ist.

Zusétzlich tritt auch noch die Frage nach der GréBe der Refraktionskonstanten
auf, unabhéngig von der GroBenordnung ihrer Unsicherheit. Hier zeigt sich, daf3 der
Hartl’sche Wert fiir den Refraktionskoeffizienten bei verschiedenen Landschafts- und
Geldndeformen den tatsdchlichen Gegebenheiten nicht entspricht. So mufite z. B.
bei der Triangulierung von GroB-Wien (Triangulierungsoperat N-120/1948 —1953)
der Refraktionskoeffizient k = 0 gesetzt werden, wodurch die in diesen Fall sy-
stematisch auftretenden grofBen Differenzen zwischen den aus gegenseitig gemessenen
Hohenwinkeln abgeleiteten Hohenunterschieden weitgehend verringert werden
konnten. Dieses Problem soll hier allerdings ausgeklammert bleiben.

Die Einfiihrung der Genauigkeitsstufen ist in analoger Weise auch bei der Ab-
leitung von Gewichtsformeln von Bedeutung. Jedem Hohenunterschied AH 4, B
ist anldBlich der Berechnung ausgeglichener Meereshéhen ein Gewicht p 4, p zu-
zuordnen. Allgemein ist dieses Gewicht definiert durch

C
p= AR ... (10)

Der mittlere Fehler eines Hohenunterschiedes ist durch die Gleichung (7) ge-
geben. Fiihrt man die Gleichung (7) in die Gleichung (10) ein und multipliziert man
Zihler und Nenner von Gleichung (10) mit 4 . R?/m2, erhdlt man im Zahler eine
neue Konstante C. Fiihrt man wiederum die Schrigentfernung s nach Gleichung (4)
ein, ist das Gewicht durch die folgende Gleichung gegeben:

[
mete )2 4. Ragm)®
Pcc mkz

P4, B= .
4. R(km)2 ’

mp?

... D

Die Konstante C kann z. B. so bestimmt werden, daB einheitlich fir alle vier
Genauigkeitsstufen fiir eine bestimmte Entfernung, z. B. fiir s, = 0,5 km, das Be-
zugsgewicht angenommen wird, etwa p, = 100. Unter den fiir die numerischen
Fehlergrenzformeln (9) geltenden Voraussetzungen erhélt man dann folgende Ge-
wichtsformeln: '

sS4, Bgm)t + 54, Baemy? ( + M- 2) ey ® -

1674,82

- - : ... (12a
S, eyt + 14,65 . 54, Bamy® + 13,02 (122)

Stufe 1: pa, B =
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191,65
Stufe 2: = > ... (12b
e < pa. b S4, eyt + 1,63 . 54, ey + 1,45 (125)
Stufe 3: pa, B = 72,9 ..o (12¢)

EA, B()L'm)4 + 0;59 . EA, B(km)2 + 0:52

22,93 _
EA, B(Ic-m)4 + 0,15 . EA, B(lx‘.m)2 +,0a13

Stufe 4: pa, p = o (124d)

Das Ausmall der Gewichtsunterschiede zwischen den vier Genauigkeitsstufen
zeigt am besten eine Tabelle, in der wiederum fiir einige Entfernungen die Gewichte

zusammengestellt wurden:

Gewicht p4, p fiir eine Entfernung 54, g von

Stufe 05km 10km 20km 30km 40km  50km
1 100,00 58,41 19,11 7,41 3,33 1,67
2 100,00 46,97 8,00 1,97 0,68 0,29
3 100,00 34,64 3,87 0,84 0,27 0,11
4 100,00 17,96 1,37 0,28 0,09 0,04

Die fiir die trigonometrische Hohenmessung vorgeschlagene Einfiihrung von
vier Genauigkeitsstufen hat aulerdem auch einen EinfluBl auf den mittleren Fehler
einer horizontierten Schréigstrecke, vor allem beim Vorhandensein gréBerer Héhen-
winkel:

ng? v 4. mz? 52
p2 52 4.R

Mspor2 = ms2 + s2.8in2 (@ + ¢+ ¢). ( o mkz) .o (13)

Hierin ist ms der dem StreckenmeBmittel entsprechende mittlere Fehler. Der
Winkel ¢ beinhaltet die Zentrierung des Hohenwinkels auf die Streckenmessung, der
Winkel ¢ den EinfluB3 von Erdkriimmung und Refraktion. Im allgemeinen sind daher
beide Werte nicht von Bedeutung. Unter der fiir die elektrooptische Streckenmessung
giiltigen Annahme von ms = + 0,01 m und m; = + 0,01 m wurde die Gleichung
(13) fiir 4 verschiedene H6henwinkel und fiir die in den vorhergehenden Tabellen
verwendeten Schréigentfernungen s ausgewertet: (siehe Tabelle auf Seite 174)

Es wurden in dieser Tabelle Fehlerwerte auch fiir Strecken ausgewiesen, die in
der Praxis unter diesen Umstdnden nicht mehr gemessen werden kénnen, z. B. wird
es keine Strecke geben, die liber eine Entfernung von 5 km eine bodennahe Visur bei
eéinem Hohenwinkel von 409 haben kann. Diese Werte sollen aber nur illustrieren,
welche Auswirkung die verschiedenen Werte fiir n1; sogar auf die Streckenmessung
haben.

Es zeigt sich auch hier wiederum, da3 erst ab einer Entfernung von etwa 0,5 km
die vier Genauigkeitsstufen eine praktische Auswirkung auf den Streckenfehler haben.
Bei groBeren Entfernungen und gréBerem Hohenwinkel ergeben sich jedoch be-
trachtliche Genauigkeitsunterschiede zwischen den einzelnen Stufen.
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Ms0ry in m-Einheiten fiir ein s von
Stufe o9 05km 1,0km 20km 3,0km 40km 50km

10 0,011 0,011 0,012 0,014 0,017 0,022
1 20 0,012 0,013 0,016 0,021 0,029 0,040
30 0,014 0,015 0,021 0,029 0,041 0,058
40 0,016 0,018 0,026 0,037 0,053 0,074

10 0,011 0,011 0,014 0,021 0,033 0,049
2 20 0,012 0,013 0,021 0,038 0,063 0,095
30 0,014 0,016 0,029 0,054 0,091 0,139
40 0,016 0,019 0,037 0,070 0,118 0,180

10 0011 0011 0,017 0030 0,051 0,078
3 20 0012 0014 0,028 005 0,099 0,153
30 0,014 0018 0,040 0,084 0,146 0,225
40 0016 0021 0,051 0,108 0,188 0,291

10 0011 0012 0,027 0057 0,09 0,154
4 20 0,012 0017 0,05 0111 0,19 0,305
30 0015 0023 0073 0,163 0,287 0447
40 0,017 0029 0095 0210 0372 0,579

Mitteilungen

0. Professor Dr. Karl Rinner — Ehrendoktor und Akademiemitglied

Kurz nacheinander wurden o. Prof. Dipl.-Ing. Dr. tec/m. Karl Rinner, Vorstand
des Instituts fiir Landesvermessung und Photogrammetrie an der Technischen Hoch-
schule in Graz, zwei hohe Ehrungen zuteil.

Die Osterreichische Akademie der Wissenschaften hat in ihrer Sitzung vom
14. Mai 1974 Prof. Rinner zum korrespondierenden Mitglied der naturwissenschaft-
lichen Klasse gewéhlt.

Die Technische Hochschule Darmstadt verlieh ihm am 12. Juli 1974 die Wiirde
eines Doktor-Ingenieurs Ehren halber (Dr.-Ing. E. h.); sie begriindete dies mit der
Anerkennung seiner richtungsweisenden wissenschaftlichen Arbeiten auf dem Ge-
samtgebiet der Geodésie und Photogrammetrie.

Das Gesamtwerk des Geehrten wurde bereits anlaBlich seines 60. Geburtstages in dieser Zeit-
schrift (Mai 1973) kurz gewiirdigt. Daher soll hier ein Riickblick besonders auf das photogramme-
trische Schaffen Prof. Rinners gegeben werden, das in seinem Lebenswerk eine wichtige Rolle ein-
nimmt.

Das Interesse an photogrammetrischen Orientierungsproblemen begleitete bereits Rinners
erste geometrische Untersuchung, die zur Doktordissertation ,,Beitrdge zur Wienerschen Imaginér-
projektion‘ fithrten; diese Arbeit war so bedeutend, dal sie Aufnahme in die Sitzungsberichte der
Osterreichischen Akademie der Wissenschaften fand.

Ab 1939 beschiftigte sich Rinner in Veroffentlichungen mit den aktuellen Problemen der
Photogrammetrie. Gemeinsam mit seinem Lehrer Prof. Zaar publizierte er Beitrdge zur Zweimedien-
photogrammetrie; seine Leistung auf diesem Gebiet wurde 1969 durch die Verleihung des Talbert
Abrams Award seitens der Amerikanischen Gesellschaft fiir Photogrammetrie anerkannt.

Im Jahr 1948 veroffentlichte er erstmals iiber die Geometrie des FunkmeBbildes im Anzeiger
der naturwissenschaftlichen Klasse der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften; es folgten



