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Beitrag zur analytischen Nahbildmessung

Von Josef Jaln, Wien

Vorwort

Die vorliegende Arbeit soll eine Mdglichkeit aufzeigen, wie man das Problem
der Nahbildmessung mit analytischen Methoden 16sen kann. Analytische Methoden
sind hauptsédchlich deshalb von Bedeutung, da sie relativ leicht fiir den Computer-
Einsatz adaptiert werden kénnen.

An Anwendungsgebieten fiir die Nahbildmessung bietet sich eine Vielfalt von
Moglichkeiten an; um nur einige anzufiihren:

a) Verkehrsunfallsvermessung,

b) Vermessen von architektonischen Objekten,

¢) Vermessen spannungsoptischer Versuche,

d) Erkennen von anatomischen Verdnderungen und dergleichen mehr.

Abstract

This paper presents a method for the analytical treatment of the problem of ‘‘close-range-
photogrammetry”. Analytical methods are especially suitable because they can be adapted to high-
speed computers. This makes this method of ‘“close-range-photogrammetry”” applicable in numerous
technical and scientific disciplines, for example:

a, surveying of traffic accidents

b. architectural photogrammetry

c. experiments on stress birefringence

d. diagnostic of anatomical abnormalities.

1. Problemstellung

Gegeben sind ein 3-dimensionales Objekt und mindestens 2 Photographien dieses
Objekts. Gesucht sind weitere Objektpunkte aus der Kenntnis der entsprechenden
Bildpunkte. Um den Vorgang einer photographischen Abbildung mit mdéglichst
tibersichtlichen mathematischen Formeln zu beschreiben, sind wir gezwungen, ein
idealisiertes Modell der physikalischen Realitidt zu verwenden. Es moge daher folgende
Korrespondenz bestehen:

Realitét Idealisierung
Linsensystem der verwendeten Kamera Exakte Zentralprojektion

mit simtlichen optischen Fehlern

Photographie Exaktes perspektivisches Bild

Weiters soll angenommen werden, dall zu den gegebenen Photos keinerlei
weitere Informationen gegeben sind iiber

a) die innere Orientierung, d. h. Kammerkonstante c, Lage des Bildhauptpunktes,

b) die Lage der Kamera in bezug auf das Objekt.

Es mégen also primér, wie wir es kurz nennen mogen, ,,Amateuraufnahmen*
des Objektes vorliegen.



8ILD 1

2. Die allgemeine Kollineation im Raum

OBJEKTRAUM

P(XY,2)

BILD 2

Abb. 1.1
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Zwei zueinander kollineare Punkte P (X, ¥, Z) und P (x, y, z) sind im 3-dimen-

sionalen Raum durch folgende Transformationsformeln verkntipft

J):

ayX+apY+azZ+tagy

ay X +aqY +as3Z +aqq
a1 X +anY +aZ+ay

ayp X +ag2Y +as3Z +ay
ay1X+ a3 Y+ azZ+as,

anX +ag¥ +a3Z+agy

20

Damit diese Abbildung umkehrbar eindeutig ist, muf3 gelten

det (4) =

a
azi
asi
a1

a2
azz
as2
asn

as
azs
ass
as3

aiq
az4
as4
a44

+0 (2.2

Verwendet man homogene Koordinaten d. h. P(X, Y, Z, T) und P(x,y, z, 1),
so 1aBt sich die Abbildungsgleichung (2.1) auch schreiben

X
y

t

ar
asi
asi
a4

a2
azz
asz
a42

oder kurz in vektorieller Schreibweise

x=4-

as
az3
ass
as3

a14
az4
a34
a44

X

23

NN~

.o (2.4)
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Die inverse Abbildung lautet dann
X=A1x .25

Damit diese liberhaupt existiert, muB3l 4—! existieren und daher det(4) 4 0
sein, was bereits in (2.2) gefordert wurde.

3. Die Abbildungsgleichungen der Zentralprojektion
P(X, Y, Z) sei ein Raumpunkt und P (x, y) der zugehérige Bildpunkt, die
Gleichungen der Zentralprojektion lauten dann

x — b11X+b12Y+bljZ+b14
b1 X + b3 Y + b33Z + bay

ER)
y = ba1 X + by Y+ b33Z + by
b3t X+ b32Y + b33Z + b3y

Die b;; sind die Koeffizienten der Transformation; diese 12 Koeffizienten kénnen
wieder durch Division auf 11 wesentliche reduziert werden, indem man etwa durch
b4 dividiert.

Gleichung (3.1) lautet dann
. = by X+bY+b13Z+4byy
b31X+ b32Y+ b332 + 1

... (3.2)
) = b1 X 4+ b22Y + b33Z + bay
b1 X+ b3,V + b33Z + 1
mitb,j=bb—3i i=1,23  j=1(1)4

Man kann zeigen, daf3 diese 11 wesentlichen Parameter in 3 Matrizen zerlegt
werden kénnen und zwar in:

Cy -eCy Xo a1 412 ap3 1 0 0.-X,
0 Cy Yo || a1 az az 01 0 -Y,
0 0 1 dy; dizp disz 001 -Z,

1. Matrix: 5 Parameter der inneren Orientierung:
Cq, Cy sind zwei Kammerkonstante fiir die Koordinaten x und y,
Xo, Vo sind die Hauptpunktskoordinaten und
e ist ein Faktor, der die Abweichung von der Orthogonalitit in den Bildko-
ordinatenachsen angibt;
2. Matrix: 3-parametrige orthogonale Matrix,
3. Matrix: 3 Translationsparameter.
Diese Zerlegung ist aber im allgemeinen nicht eindeutig,.

Bemerkungen

1. Geometrische Uberlegungen zeigen, daB bei der Zentralprojektion jedem
Raumpunkt P genau ein Bildpunkt P entspricht aber nicht umgekehrt, denn jedem
Bildpunkt P entsprechen alle o! Punkte der Geraden g = OP.
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P(XY,2)

Abb. 3.1

2. Man kann die Gleichungen (3.1) als singuldren Sonderfall der Gleichung
(2.3) betrachten, indem man in der Matrix 4 die 3. Zeile der 4. Zeile identisch setzt,
was zu det (4) = O fiihrt.

Bei Verwendung homogener Koordinaten, also P (U, V, W, T) und P (u, v, t),
kann man (3.1) schreiben

u by bz by by Y
|: v ] = {bzl b22 b23 b24:| . V cee (33)
by1 b3y b3z bay w

T
oder in Kurzform

u=B.U, ... (3.9)

wobei B jetzt keine quadratische Matrix mehr ist. Klarerweise existiert jetzt keine
Umkehrabbildung mehr, da B—! nicht existiert, was anschaulich schon vorhin er-
lautert wurde. Das heifit mit anderen Worten, daf} ein 3-dimensionales Objekt nicht
aus einem Photo rekonstruiert werden kann.

4. Die verallgemeinerte Inverse einer Matrix

Aus der Definition der Inversen 4~! einer Matrix A folgt, daB eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz von 4—1 die ist, dal 4 quadratisch ist. In der Praxis
kommen bei Fehlergleichungssystemen rechteckige Matrizen vor und man {iberlegt
sich, wie man den Prozel des Invertierens auf solche Matrizen sinnvoll verallge-
meinern kann, ’

Gegeben sei ein iiberbestimmtes System

A-X =B, @D

wobei A eine (m, n)-Matrix, m = n und rang (4) = n

X e%ne (n, r)- Matrl.x > 1 ist.
B eine (m, r)- Matrix
Symbolisch zeigt dies Abb. 4.1.
n .x
i 4 TP abk 41
r
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Hiaufiger Sonderfall » = 1, d. h. die Matrix X der Unbekannten degeneriert
zum Unbekanntenvektor x der Ldnge n und die Matrix B der rechten Seiten de-
generiert zum Vektor b der Linge m und man hat dann

Ax =b. . (4.2)

Bei Ausgleichung des iliberbestimmten Systems (4.1) nach der Methode der
kleinsten Quadrate erhilt man aus (4.1) durch Multiplikation mit A7

ATAX = ATB, e (43)

daraus X = (ATA)~1 A"B. (49
Man bezeichnet in diesem Fall mit

A= = (ATA)-1 AT .o (45)

die verallgemeinerte Inverse der (m, n)-Matrix A.
Ist A quadratisch, so sollte, damit die Definition von A verniinftig ist, gelten

A—-= A1, ... (4.6)
was auch der Fall ist, denn in diesem Fall gilt
A= = (ATA)"1AT = A-1(AT)~ 14T = A1 [ = A1,

Das Konzept der verallgemeinerten Inversen kann auch bei unterbestimmten
Systemen Verwendung finden. Es hat ndmlich, bei geeigneter Definition, jede be-
liebige Matrix A (singuldr oder nichtsinguldr, quadratisch oder nichtquadratisch)
eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte Inverse 4.

In unserem Fall wollen wir uns auf iiberbestimmte Systeme beschridnken.

Im folgenden werden zwei Probleme behandelt:

a) Das Problem der Intersektion,
d. h. gegeben seien die Parameter zweier Bilder und die Bild-Koordinaten ent-
sprechender konjugierter Punkte. Gesucht sind die Koordinaten des Objektpunktes

b) Das Problem der relativen Orientierung,
d. h. gegeben sind die Koordinaten konjugierter Bildpunkte und gesucht ist die
Beziehung zwischen beiden Photos.

5. Das Stereo-Bildpaar

Ein Stereo-Paar besteht aus zwei Photos (Bildern) eines Objektes. Jedes Bild
wird durch eine Gleichung der Gestalt (3.3) beschrieben. Die Indizes 1 und 2 bei
den Bildkoordinaten u, v, t und bei den Transformationsmatrizen B mogen die
Zugehorigkeit zum entsprechenden Bild angeben. Aus (3.3) folgt
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- U
: S v
fiir das 1. Bild Vi = by W
1 i T ]
... (5.1
- U
‘ Us 1%
fiir das 2. Bild vy = By - w
1) T |
oder kiirzer in Vektornotation
U = By U und u® = B, U . (52)
Faf3t man beide Gleichungen aus (5. 1) zu einem System zusammen, so erhélt man
"
vy B, U un [Bl] U
t |= [ } .| V | oder einfach u@ | | By |V oo (53)
2] B2 w w
Vo T T
bzw. vektoriell
u=B-U. oo (5.9

Die Matrix B ist eine (6, 4)-Matrix mit rang (B) = 4; daraus folgt, da man zu
B die verallgemeinerte Inverse B— konstruieren kann, ndmlich
B— = (BTB)~1 BT .. (59

Bezeichnen wir der Einfachheit halber die Matrix B~ mit C = (¢;), i = 1 (1) 4
und j = 1 (1) 6, so gilt

Uy

U €11 C12 C13 Ci4 C15 C16 V1
14 ["“)} _|eat €2 ca3 caq cas 6| | U | ... (5.6)

w CLu® €31 €32 €33 €34 €35 C36 Uz

T C4l C42 C43 C44 C45 C46 )

)

Kehrt man von den homogenen Koordinaten zu cartesischen zuriick mit 1{ = ¢,
und dividiert man durch die letzte Zeile, so erhidlt man

c11X1 + cr2y1 + c13 + c1ax2 + ¢15¥2 + Cis6

X =

D

y _ CatX¥1t CapliF Ca3 F CaaXa + Cas¥a F C26 T
D

7 — GX + €32)1 + €33+ €34X3 + C35)2 + €36
D

mit D = cg1 X1 + cq4291 + c43 + caax2 + c4502 1 C46
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Die Gleichungen (5.7) sind die Intersektionsgleichungen. Sie stellen eine Trans-
formation des 4-dimensionalen Bildraumes (bestehend aus zwei 2-dimensionalen
Bildern) mit den Koordinaten xi, yi, X5, ¥, in den 3-dimensionalen Objektraum
mit den Koordinaten X, Y, Z dar. Es liegt hier also ein Analogon zu Gleichung
(3.1) vor, wo der 3-dimensionale Raum mit Hilfe der Zentralprojektion in die Bild-
ebene (2-dimensional) abgebildet wurde.

6. Verallgemeinerung bei mehreren Photos

Man muB sich nicht unbedingt auf ein Bildpaar beschrinken, sondern kann
mehrere (s = 2) Bilder zur Ermittlung des Objektes heranziehen.
Seien etwa s Bilder vorhanden, so erhédlt man durch Verallgemeinern von (5.1)

u v u v vu | | v
1 2 s
14 V vV
[:1]:B1 W [A;’2:|:Bz' W ...... {;’s]IBs‘ W ‘.s(6.1)
! T 2 _ T | : T
Zusammenfassen aller Teilbeziehungen ergibt
T
Vi
e By U
. V
- W
Us _Bs_ T
Vs ... (6.2)
oder wieder vektoriell
u=HB-U..
Man bildet wieder B~ = (BTB)—! BT und erhilt
U= B—u. . (6.3)

Bezeichnet man mit C = (cj), i = 1 (1) 4, j = 1 (1) 3s wieder die allgemeine
Inverse B~ so hat C folgende Bauart

Ci1 C12 C13 Ci4 C1s C1e «c--- C1,3s-2 C1,3s-1 C1,3s
c c c c c Corf s+ 100 C2, 3s- C2, 3s- €2,3

C — 21 €22 €23 Ca4 C25 C26 2,352 €2,35°1 5 ... (6.49)
€31 €32 €33 C34 C35 C36 «+vvn €3,35:2 C3,35-1 €3,3s

C41 C4q2 C43 C44 C45 C46 +- .- C4,352 C4,3s5:1 C4,3s

Aus (6.4) erhidlt man wieder die linear gebrochene Form, wenn man ¢; = t, =
= .. = {s setzt und dividiert



_epxitepyitezt -

C1,35—2%Xs + €17 35— 1Vs + €1, 35

C21X1 + €Y1 + €23+ ...

N

€2, 35—2Xs + €2,35—1Vs + €2, 35

Y:

7 =

c3tXy + ¢y +c33+ ...

N

€3,35—2Xs + €3,35— 1 Vs + €3, 35

N

mit N: = c41 X1 + c42y1 + 43+ o €4 35— 2Xs + €4, 35— 1Vs + C4. 35

oder komprimierter in Summenschreibweise

X =

Y

Z

1
WZ (c1, 3p—2xp + €1, 3p— 1 Yu + €1, 3p)
n
1
_]\72 (€2, 3p— 2% + €2, 30— 1 Yp + €2 3p)
n

1
— 3 (c3, 3p—2xp + €3, 30— Yp + €3,30)
Ny

7. Die relative Orientierung

Hierbei geht es um folgendes Problem:
Gesucht ist der funktionelle Zusammenhang zwischen den beiden Bildern des Stereo-
Paars. Wir gehen von Gleichung (5.3) aus, ndmlich

—lll— _
Vi U U
nol_ B v_ v
115} B w w
v, . T | | T
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.. (6.5

.. (1)

B ist bekanntlich eine (6, 4)-Matrix, die sich symbolisch folgendermaflen zu-

sammensetzt

X X X X
X X X X

2 [&]_ X X X X
B, X X X X

X X X X

X X X X

Nun aber unterteilen wir B neu, und zwar in eine (4,4)-Matrix 4 und in eine

(2,4)-Matrix D in folgender Weise

- [4]-

X XX X X X
X XX X X X
X XX X X X
X XX X X X
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Die Matrix A4 ist quadratisch und im allgemeinen nicht singuldr. Das System
(7.1) zerfallt nun in zwei Systeme

uy U U
121 |4 vy 14

— =D . .. (7.2
0 |74 w | v [rz] W 7.2
Uy T T

Da A reguldr ist, existiert A—! und es gilt die Umkehrung

U 251
| 4 Y1

= 41 . ... (1.3
W " (7.3)
T Uy

Gleichung (7. 3), in den zweiten Teil von (7.2) eingesetzt, ergibt

115}
v v
t2 f

up

Mit der Abkiirzung E = (ej) = DA-!1, i=1,2, j=1(1) 4 erhidlt man

Uy

BEg
12 t

Uy
oder ausfiihrlich

vy =eqil; + e1avy + e1af + eqqliz (1.4)
f2 = eyl + ezvy + ez3fy + exqiy

Kehrt man von den homogenen Koordinaten zur linear gebrochenen Trans-
formation zuriick, indem man (u, v, t) = (x, y, 1) wihlt, so gilt

_enX1+ ey + eyt enqxs, (1.5)

)
€1X1 + €221 + €23 + €24X2

Gleichung (7.5) stellt den allgemeinen Zusammenhang der relativen Orientierung
dar. Die acht Parameter e, ... ep4 konnen wieder auf sieben wesentliche reduziert
werden. Setzt man Gleichung (7.5) in Gleichung (5.7) ein, so kann dadurch die
Singularitdt von (5.7) eliminiert werden.
Mit anderen Worten heifit das:

Um den Punkt P (X, Y, Z) zu bestimmen, geniigtes, P; (x, ¥1) und P, (x5, .) zu
messen (also nur 3 der 4 meBbaren Daten), denn die 4. Koordinate y, ist abhéngig
von den ersten drei Koordinaten x;, y;, x, durch Gleichung (7.5). Ganz analog
kann natiirlich jede andere Koordinate durch die restlichen drei Koordinaten dar-
gestellt werden. Aus Sicherheits- und Kontrollgriinden wird man in der Praxis
natlirlich alle vier Koordinaten messen und die Genauigkeit tiber (7.5) kontrollieren.
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8. Ermittlung der Transformationskoeffizienten

Bei allen bisherigen Uberlegungen wurde stets die Kenntnis der Trans-
formationsparameter by, ... big fiir die entsprechenden Bilder voraus-
gesetzt. Nun soll die Frage behandelt werden, wie man die by ermittelt. Mit anderen
Worten, gegeben seien zwei (oder mehrere) Bilder beliebiger Art eines Objektes,‘
wieviele PaBpunkte mufl man kennen, damit man die b;; berechnen kann. Wir gehen
von den Gleichungen (3.2) aus, die folgendermaflen lauteten

oo buX b Y+ bi3Z + big
Y byt X +b32Y + b33 Z+ 1

boy X + by Y + b33 Z + byy
b3t X + b3 Y + b33Z + 1

Daraus sieht man, dafl man fiir jedes Bild 11 Unbekannte by, ... b33 hat.
Pro PaBpunkt erhédlt man 2 Gleichungen, woraus folgt, dall man mindestens 6 PaB3-
punkte benétigt, um die by zu bestimmen. Das Gleichungssystem zur Berechnung
der bj erhdlt man aus obigen Gleichungen, indem man mit dem Nenner multi-
pliziert.

X (b3 X + b32Y + b33Z + 1) =bp X + b12Y + b13Z + by4

... (8.1
Y (b31 X+ bya ¥+ b33Z + 1) = byt X + bya Y + b3sZ + b @1
Durch Umordnen ergibt sich
bl X+ b Y + b13Z + b1y — b3 xX — byyxY — by3xZ = x ©.2)
byt X 4 b2 Y + b23Z + bay — b31yX — bazyY — byzyZ =y O
In Matrizenform erhilt man
"X, Y, Z 1, 0,0,0 0 —xX, —xY,—xZ]| [ b6, ] [ x"
0: 0: 0: 0: X, Ya Za 1; _}’X, _yY: "‘)’Z b12 y
bi3
b4
b3y
by | =] . ... (8.3)
ba;
ba4
b3y
b3z

Ein PaBpunkt liefert 2 Zeilen obiger Matrix; damit das System nicht unter-
bestimmt ist, brauche ich daher mindestens 11 Zeilen, also 6 PaBpunkte. Ist das
System iiberbestimmt, so gleicht man wieder nach der Methode der kleinsten Qua-
drate aus.

Hat man nun auf diese Artdie Transformationskoeffizienten der beiden Amateur-
photos ermittelt, so geht man zur Rekonstruktion des gesuchten Objektes iiber, wie
es in Abschnitt 5 beschrieben wird.
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9. Der Einfluf der Fehler

Ausgehend von den Formeln (5.7) wollen wir die Frage untersuchen, wie sich
ein Fehler ¢ in den Bildkoordinaten xj, ¥y, x,, ¥, auf die neuzuberechnenden Raum-
koordinaten X, Y, Z auswirkt. Wir nehmen dabei an, dal3 der Fehler bei den Koeffi-
zienten ¢; vernachldssigbar bzw. bekannt sei. Das heiit, wir untersuchen nur die
Auswirkung eines Fehlers ¢ beim Messen der Bildkoordinaten. Wie genau die
Koeffizienten ¢; bekannt sind, héngt natiirlich von den verwendeten PaBpunkten
und der Kondition der Matrix des Systems (8.3) ab. Eine Fehlerdiskussion in dieser
Richtung md&ge hier nicht erdrtert werden.

Allgemein gilt fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f(xy, .. Xu)
S+ e Xn + en) 2 f(x ‘)+[~a-— +o ]-f 9.1)
X1 Iy + ¢+ Xn €n) X Xy oo Xn aXI €1 ..ax" €n (

Spezialfall 7 = 4, also f = f(x1, y1, X2, ¥2) und
ei=¢,1=1(1)4 so gilt
S+ eyt ex2+ eyt ©) 2 S (x1, 01, X2, 02) +

8f , 3/ 3f »af]_
T [ax1+8y1 dx, 3y, €. 9.2)

Dieser Sachverhalt liegt bei uns vor, denn wir haben aus (5.7), mit geeigneten
Abkiirzungen, die Funktionen
K (X1, ¥1, X2, y2) |
D (x1, y15 X2, 12)
L (x1, y1, X2, 12)
D (X1, 1, X2, 72) - 03
M (x1 y15 X2, ¥2) |
D (xy, 1, X2, ¥2)

X=X 01 X2 ¥2) =

Y=Y (xy, 1, X2, y2) =

Z=2Z(x1,y1, X2, ¥2) =

Daraus erhilt man weiter durch partielle Differentation

aX_Dcll—KC41 aX_Dclz—KC41
9 D ¥y D2
c (9.4)
aX_DC14—KC41 aX*Dcls—KC‘;l
3,\*2_ D2 ayz— D2

Ganz analog erhélt man die partiellen Ableitungen der Funktionen Y (xj, yy.
X2, yo) und Z (xy, y1, X2, ¥2). Definiert man schlieBlich die Fehlerfunktionen Ex,
Ey, Ez durch

Ex = X(xl + €, )V + €, X2 + g, Y2 —I_ E) - X(Xl’ Vi, X2, J'Z)
EY:Y(X1+E,)’1+8, .\'2+E,J’z-l—5)_Y(x1,y1,x2,y2) e (95)
Ez = Z (Xl + g )1 + €, X2 + g, )2 + 8) —Z (Xl, Y1, X2, yZ)

und verwendet die Ndherung (9.2) in (9.5), so erhidlt man, nach elementaren Rech-

nungen, durch Ex, Ey, Ez, die gesuchten Auswirkungen der MeBfehler in den
Raumkoordinaten X, Y, Z.
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Trigonometrische Hohenmessung: Genauigkeitsstufen,
Fehlergrenzen, Gewichte

Von Josef Zeger, Wien

Bei der Auswertung von Hohenwinkelmessungen verwendet man im allgemeinen
einheitliche Fehlergrenz- und Gewichtsformeln. Bei einer Hohenwinkelmessung
zwischen zwei Berggipfeln ist allerdings die Unsicherheit in der Refraktion wesent-
lich geringer als bei einer bodennahen Visur in ebenem Geldnde. Trotzdem zieht
man meistens nicht die entsprechende Konsequenz bei den Fehlergrenzen und Ge-
wichten.

Um die Verschiedenheiten in der Unsicherheit der Refraktionskonstanten be-
riicksichtigen zu koénnen, erscheint es als zweckméBig, die Hohenwinkelmessungen
in mehrere Genauigkeitsstufen einzuteilen, abhidngig vom Bodenabstand der Visur.
Eine solche Unterteilung wird immer eine gewisse Willkiir mit sich bringen. Zu-
sitzlich wird die vom Beobachter im Geldnde durchzufiihrende Abschitzung, ob
ein. Hohenwinkel noch in die eine Genauigkeitsstufe eingereiht werden soll oder ob
er bereits in die Nachbarstufe gehort, nicht immer leicht sein und daher gleichfalls
in manchen Fillen eine Willkiir beinhalten.

Es wird nun vorgeschlagen, die Hohenwinkelmessungen vier Genauigkeits-
stufen zuzuordnen, fiir die liber mehr als die Hilfte der jeweiligen Visurldnge folgende
Bodenabstinde maBgebend sind:

Stufe 1: mehr als 150 m;

Stufe 2: zwischen 30 m und 150 m;
Stufe 3: zwischen 5 m und 30 m;
Stufe 4: bis héchstens 5 m.



