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Das Wesen der Ausgleichung nach der Methode der kleinsten
Quadrate, wenn Ausgangsgrofien vorhanden sind

Von Wiadimir K. Hristov, Sofia

1.

Bei jeder Ausgleichung haben wir unbedingt: 1. gesuchte Grofen, 2. beobachtete
Grdflen und 3. ein mathematisches Modell, das die gesuchten GréBen mit den be-
obachteten GroBen verbindet, wobei das mathematische Modell unbedingt addquat
sein mubB, selbstverstidndlich in den Grenzen der Genauigkeit, mit der wir ausgleichen.

Das Modell zwischen den gesuchten und den beobachteten Groéflen kann auch
andere Grofen enthalten — wir werden sie parasitische Groflen nennen — z. B. die
Parameter in dem Gesetz der systematischen Fehler.

Die gesuchten und die parasitischen GroBen zusammen sind unsere Unbe-
kannten.

Zuletzt kénnen wir auller den unbekannten und den beobachteten Gréfen auch
gegebene Ausgangsgrofien haben, die von einer vorhergehenden Ausgleichung erhalten
worden sind.

Das Modell, das eine mathematische Relation ist, wird in der Regel linearisiert,
so daB wir im folgenden nur lineare Relationen haben,

2,
Die Ausgleichung wird in zwei groBe Gruppen eingeteilt, die einen wesentlichen
Unterschied zeigen: -
A. Ausgleichung ohne gegebene Ausgangsgrofien,

B. Ausgleichung mit gegebenen Ausgangsgrifien.
Die Ausgleichung A ohne gegebene Ausgangsgroflen hat a priori sechs ver-
schiedene Arten, die jedoch nur auf zwei verschiedene Arten zuriickgefiihrt werden.
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A a) Ausgleichung direkter Beobachtungen
Die Technik der Ausgleichung ist das verallgemeinerte Mittel.

Ab) Ausgleichung direkter Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den Un-
bekannten

Die iibliche Technik der Ausgleichung ist Ausgleichung nach Bedingungs-
gleichungen (Korrelaten). Es ist unrichtig von Ausgleichung nach bedingten Be-
obachtungen oder von bedingter Ausgleichung zu sprechen, da solche Ausgleichungen
nicht existieren.

Ac) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen

Ein sehr verbreiteter Fall. Einen Spezialfall haben wir, wenn die Beobachtungs-
gleichungen nur eine Unbekannte enthalten — nédmlich Ausgleichung direkter
Beobachtungen, d. h. A a).

A d) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den
Unbekannten

Verallgemeinerung des Falles Ac). Einen Spezialfall haben wir, wenn die Be-
obachtungsgleichungen in Gruppen eingeteilt werden kénnen, die je eine Unbekannte
enthalten — ndmlich Ausgleichung direkter Beobachtungen mit Bedingungen zwi-
schen den Unbekannten, d. h. Ab).

Ae) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit mehreren beobachteten
Grifien

Hier miissen wir unterstreichen, da3 die als Beobachtungen bezeichneten Gréfen
sich in einem Diapason zwischen den urspriinglichen Beobachtungen und den verall-
gemeinerten Beobachtungen befinden. Betrachten wir beispielsweise das Messen von
Winkeln mit einem Mikroskoptheodolit. Als urspriingliche Beobachtungen kénnen
wir einmal die Koinzidenz des Fadenpaares mit dem zugehdrigen Teilstrich auf-
fassen, wir kénnen aber auch durch stufenweise Reduktion und Mittelbildungen
auf das arithmetische Mittel des Winkels aus Hin- und Riickgang libergehen, und
endlich kénnen wir sogar das arithmetische Mittel aller Messungen des gegebenen
Winkels bilden.

Wir fiithren hier die verallgemeinerten Beobachtungen

Ly = fith + frele + ... + fisls

[1] Ly = forlh + fasls + ... + fosls

Ln :fnlll +fn2[2 + e fns[s
und die verallgemeinerten relativen Verbesserungen

Vi=fiivi +fizve + ... + fis s

] Vo =fo1 v1 + foa va + ... + fas Vs

Va=/fu1vi+ /o2 ve+ ... + fus vs,

an, wo die Bezeichnungen keiner Erkldrung bendétigen, und reduzieren den Fall
auf Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen
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asx + bay + ... + met =Las + Vo

ax+by+ ... +mt=L1+ "N
o |

anX + bay + ... + mat = Ly + Va.

Af) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit mehreren beobachteten Grdfien
und mit Bedingungen zwischen den Unbekannten.

Hier haben wir den Fall der Gleichung [3], wozu wir die Bedingungen

nx+qy+ ...+ qut+q0=0

x+pey+ ... +pwt+po=0
(4] {

zix+zy+ ... +zmt +20=0,

hinzufiigen, d. h. das Ganze haben wir auf die Ausgleichung vermittelnder Beobach-
tungen mit Bedingungen zwischen den Unbekannten zuriickgefiihrt.

In der Literatur wird der Fall Ae) unrichtig als Ausgleichung bedingter Be-
obachtungen mit Unbekannten und auch als der allgemeinste Fall bezeichnet, was
ebenfalls nicht richtig ist, da dieser nicht den Fall Af) als Spezialfall enthélt.

Demnach, wenn AusgangsgroBen fehlen, haben wir nur die beiden Fille A c)
und Ad), die wir bezeichnen werden mit:

A1) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen, wenn das Modell die Un-
bekannten und die beobachteten GroéBen enthilt;

A2) Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungen zwischen
den Unbekannten, wenn das Modell a) die unbekannten und die beobachteten
Gro6Ben und auBlerdem b) nur die unbekannten GréBen enthilt.

3.

Wir gehen zur Betrachtung des Falles B) Ausgleichung mit gegebenen Ausgangs-
groBen tber, die, wie gesagt wurde, aus vorhergehenden Ausgleichungen herriihren,
als Verallgemeinerungen von Fall A) Ausgleichung ohne gegebene AusgangsgréBen.
Es kommen die folgenden vier Fille vor:

B1) — wird aus A1) erhalten, indem die gegebenen GréBen hinzugefiigt werden;

B2) — wird aus A?2) erhalten, indem die gegebenen GréBen nur zu den Be-
obachtungsgleichungen hinzugefiigt werden;

B3) — wird aus A2) erhalten, indem die gegebenen GréBen nur zu den Be-
dingungen hinzugefiigt werden;

B4) — wird aus A?2) erhalten, indem die gegebenen GroBen sowohl zu den
Beobachtungsgleichungen als auch zu den Bedingungen hinzugefiigt werden.

Die moéglichen Modellrelationen zwischen den verschiedenen GréfBen sind nur
die obigen sechs Félle: A1), A2), B1), B2), B3) und B4).

Es muB stark unterstrichen werden, daf3 gleichwertig der Methode der kleinsten
Quadrate, wenn AusgangsgroBen fehlen — A1) und A 2) —, die beiden Forderungen
sind:

a) die Forderung, daB3 die Unbekannten unverschobene Abschéitzungen haben,
was zu unendlich vielen Losungen fihrt;
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b) die Forderung, daB3 die Unbekannten nicht nur unverschobene Abschétzungen,
sondern auch Abschidtzungen mit kleinsten Dispersionen haben, was zu eindeutigen
Losungen fiihrt.

4.

Mogen wir eine Ausgleichung haben, die zu den folgenden Beobachtungs-
gleichungen mit den entsprechenden Korrelationsmatrizen fiihrt:

A x = I + Vv, K/
n.m m.1 7.1 n.1l1 n.n
[5] 1 1/
B x + C oy = 1"+ V', K~
qg.m m.1 q.p ».1 q.1 q.1 qg.q
Wir werden die folgenden drei Ausgleichungen betrachten:
A) Gemeinsame Ausgleichung
Das System der Normalgleichungen der gemeinsamen Ausgleichung lautet
( A* Kyt A 4+ B* Kyl B ) . x4 +
m.n n.n n.m m.q q.q q.m! m .1
+ B* K1 C ya = A¥ Kyl ' + B* Ky 1"
m.q q.q qQ.DP D.1 n.n n.n 7.1 m . q q.q q.1
(6] C* Kyt B . xa + C* Kp'l C . yq =
D.q q.q q.m m.1 D.q q.q qQ.? .1
= C* Kp-1 ",
p.g a¢.¢ q.1
Die Losung fiihrt zu
[ A* Kyl A + B* Kyl B — B* K;-1 C
m.n n.n n.m m.q q.q qQ.m m.q q.q q.D
. ( c* Kyl C )'1 Cc* K-l B ] . X4 =
[7] D.q q.q q.? D.q q.q q.m m.1
= A% Kp-1 ' + B* Ky | -
m . n n.n 7.1 m . q q.q q.1
. C:}: Klll -1 B ( C* Kl” -1 C ) -1 C* Kl” -1 III
p.¢ q¢.¢ aqa.m p.¢ q¢.4 q¢.D p.¢ ¢.¢ q.1
[ c* Kyl C — C*¥ Kyl B ( A* Kyl A +
D.q q.q q.D D.q q.q q.m m.n n.n Nn.m
J,_ B* Kl// -1 B )-l B* Kl” -1 C ] .oya4 = C* Kl// -1 [” —_
[8] m.q Qq.q q.m m.q q@.q¢ q.D p.1 ».q ¢.49 q.1
— C* K1 B ( A* Kyl 4 + B¥ K1 B ) -1
D.q q.q q.m m.n n.n Nn.m m . q q.q q.m
( A* Kyl I 4+ B¥ Kyl " ) .
m . n n.n 7.1 m.q qQ.q q.1
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B. Ausgleichung nach Ordnungen

Die Ausgleichung nach Ordnungen widerspricht dem Geiste der Methode der
kleinsten Quadrate. Sie ist aber praktisch notwendig.

Ausgleichung der ersten Ordnung

Als erste Ordnung werden wir die erste Gruppe der Beobachtungsgleichungen
[5] betrachten.

[9] A xg = I + v, Ky

n.m m .1 7.1 7.1 "n.n
Das System der Normalgleichungen ist

[10] (A* Kyl 4 ) xg = A* Kyl I
2

m . n n.n n.m m . 1 m.n n.n 7.1

mit der Losung

m .

[11] X o= (A0 Kl A )T A KL T
1 n.m i

m.n n.n n . n n.n 7.1

die natiirlich von [7] verschieden ist.

Ausgleichung der zweiten Ordnung

Wir setzen [11] in die zweite Gruppe Beobachtungsgleichungen [5] und erhalten
mit modifizierten Absolutgliedern

(12] C yg =(1” — B xs ) + v
q.p »p.1 q.1 q.m m.1 q.1

Die Werte dieser Absolutglieder kénnen auch unmittelbar erhalten werden,
wenn sie, nachdem die Ausgleichung der ersten Gruppe Beobachtungsgleichungen
durchgefilihrt worden ist, berechnet werden.

Ausgleichung der zweiten Ordnung nach der klassischen Weise.

Die Ausgleichung der zweiten Ordnung nach der klassischen Weise geschieht
nach [12] mit Korrelationsmatrix mur fiir /"

[13] C ¥YB :(l” — B XB ) + v”B' Kl”-
q.p .1 q.1 q.m m.1l q.1 q.q

Demnach lautet die Normalgleichung

(14] (C* Kyl C ) yg = C* Kyl (l” — B xB)
q.1 1

D.a q.4q q.D p.1 D.q q.q q.m m.

mit der Lésung

[15] Y = (C* K-l C )'1 c* Ky-1 (/” — B XB ),

p.1 P.q¢ 4q.4q q.D D.q q.q q.1 qg.m m.l

die zweifelsohne verschieden von [8], d. h. von jenen Werten ist, die man nach der
gemeinsamen Ausgleichung erhdlt und die mit minimalen Dispersionen verbunden
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sind. AuBlerdem haben die nach der klassischen Weise erhaltenen mittleren Fehler
keinen Sinn.

Ausgleichung der zweiten Ordnung nach der vom Verfasser vorgeschlagenen
richtigen Art

Die Griinde, weshalb die Ausgleichung nach der vom Verfasser vorgeschlagenen
Art richtig genannt wird, sind aus dem folgenden zu ersehen.

Wir gehen ebenfalls von den Beobachtungsgleichungen [13] aus, jedoch mit
einer Korrelationsmatrix, die sich auf die vollstindigen Absolutglieder bezieht:

[16] C YB1 = ( " — B XB ) + V"Bl
¢.p ?.1 q.1 g.m m.1 7.1

mit

(171 K@’ -Bsp) = Ky» + B Kep B* =

q.4q q.q q.m m.m m.q

=Ky + B (A* Kyl 4 )'1 A* Kyl . Ky . Kyl
m

q.q q. m.n n.n n.m m.n n.n n.n n.n

A (A* e Am>.l oo Bm(fﬁ< K )_lB*,

n.m m.n n.n n. m.q q.q q. m.n n.n Nw.Mm m.q

wobei wir [11] benutzt haben.
Demnach lautet die Normalgleichung

[18] C* [Kz” 4+ B (A’ Kyl A4 )'1 B* ]‘1 C . yp1 =
m »

».q ta.q q. m.n n.n  Nn.m m . q.D ».1

= C* [Kl’ 4+ B (A” Kyl 4 )'1 B*p]'l.

D.q qa.q q.m m . n n.n n.m m .

.[l” — B (A* Kyt A )'1 A*¥  Kp-l ﬂl’l],

q.1 a.m m . n n.n n.m m.n n.n

wozu wir ebenfalls [11] benutzt haben.
Nun vergleichen wir die Koeffizienten vor y4 und yg; in [8] und [18]

C* [Kw'l — Kyl B (A* Kyl 4 +

».q q.4q q.q q.m m.n n.n n.m

+ B* Kol B >—1 B* Klu-l] o
m.q qg.q gq.m m.q q.4q q.Dp

(19]

C* [Klu + Bm(A* Kyl A )-1 B*p]-l C

p.qltaqg.q q. m.n n.n n..m m . q.D

Hier wenden wir auf den zweiten Ausdruck in [19] die allgemeine Formel

20y (BT EFIE
[20] Dl1=E1—E1F(Gl+ F*E-1F)-1F*E-1
an — die man durch Ausmultiplizieren verifizieren kann — und erhalten gerade

den ersten Ausdruck in [19].



[21]

(22]

103

Jetzt vergleichen wir die rechten Seiten von [8] und [18]
C* K1 I — C* Ky -1 B ( A* Kyl A +
.2 g¢.¢ q.1 p.4 q¢.q4 q.m

+ B* K1 B )-1 : (A* Kyt '+ B* Kyl 1”)
q.1

m . q q.q q.m

m.n n.n n.m

m.n  n.n n.1 m . q qa.q

C* z B ’- - * -
q [Kl " m( ! e nAm) L ]1

D . qa.q q. m.n n.n m.DP

A A* , - 1 4% gyl '’
[ql qB ( ! A) l nll]

cmoAMmon oy, n.m m.n n.n

Hier wenden wir auf den zweiten Ausdruck in [21] die allgemeine Formel [20] an

[Kl” e ( L nAm)~1 B*q]-l -

qa.q q.m m.n n.n m, q.q

Ky -1 B ( A* Kyl 4 4+ B gm1 g )-1 B* K1
q.m 2

q.q m.n n.n n.m m.q q.q q.m m . q q.q

und erhalten

(23]

C* (Kt = Kot B ( A% Kyl 4 4
D.q q.q q.q q.m

B* Kl'/ -1 B )-1 B* Ky ~1] . [ i
m . q qa.q q.m m.q q.q

— B A* ,-1 1 g ‘- A
( N ! ) ! o 7111]

m . n n.n n . m

q.1

q.m m.n n . N n . m m . n n .. n
= C¥ Km1 | — C* Ky -1 B ( A*  Kp-1 A +
.9 q¢.q gq.1 P.¢ Qq.¢ qg.m \m.n w.n n.m

B* K1 B ) 1oBE Kl

m.q q.q q.m

— C* K1 B ( A*¥ Kyl 4 )'1 A* K’
D.q a.4q q.m n.m

m.q q.q q.1

m.n n.n m.n n.n n.1

+ C* K1 B ( * K-l A +
m.n

D.q q.q q.m n.n n . m

+ B* Ky Byt B Kt B (A K 4 ) AT KT~
m

m.q q.q9 q.m m.q q.q4 qg.m \m.,nn.nn. m.n n.n n.1l

= C* Kyl " — C* Kyl B (A* Kyl 4+
D.q q.4q q.1 D.q q.q q.m
+ B* K1 B )-1 : [B* K1 " (AT KA
q.m

m.q q.q m.q q.q q.l

m . n n.n n.m

m.n n.n n.m

+ B* Kyl B )( * Kyl o4 )'1 A* Kyl
m .

m . q q.q q.m n n.n n.m m.n n.n n.1
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— B* K1 B (A* Kyt nAm)-l A4* Kyl l’]=

m . q q.q qa.m m.n n.n wm . n n.n n.1

= C* Kln-l l” _
D.4q qa.q q.1

— C* Kl//-l B (A* KL-]' A + B* Kl//-l B )-1
q.m

.4 a.q m.n n.n n.m m.q qg.q¢ qg.m
. ( B¥ Ky 1" 4+ A% Ky I )
m.q .4 q.1 m.n w.n w.l

Daraus ersiecht man, daB
[24] YB1= Y4

ist, d. h. die Ausgleichung der zweiten Ordnung, obwohl die Ausgleichung der ersten
Ordnung schon fixiert ist, gibt uns jene Werte, die wir bei der gemeinsamen Aus-
gleichung erhalten wiirden, weshalb wir ndmlich diese Art der Ausgleichung die
richtige Art genannt haben.

Beim Fall B1), wo wir eine Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit
AusgangsgréfBen haben, die aus einer vorherigen Ausgleichung herriihren, erscheinen
demnach die Unbekannten mit minimalen Dispersionen, sofern man die Ausgleichung
nach der richtigen Art durchgefiihrt hat.

3.

Es ist nicht schwer zu beweisen, daB3 es auch beim Fall B2), wo wir eine Aus-
gleichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den Unbe-
kannten haben, wenn in den Bedingungen die gegebenen GroéBen wnicht auftreten,
moglich ist, die Unbekannten mit den kleinsten Dispersionen zu erhalten.

Ganz anders ist die Lage bei einer Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen
mit Bedingungen zwischen den Unbekannten, wenn in den Bedingungen gegebene
GroéBen auftreten; dann ist es nicht méglich, alle Unbekannten mit den kleinsten
Dispersionen zu erhalten.

In der Tat mégen wir eine Ausgleichung mit den folgenden Beobachtungs-
gleichungen und den folgenden Bedingungen haben

’ /
A X =0 4+ v, Ky
n.m m.,1 n.1 n.1 n.n
[25] B x + C y = 1" 4+ ', Ky
qg.m m.1 g.p »p.1 q.1 q.1 q.q

D* x <4+ E* y + ¢ =0,
z.m m.1 z.p ».1 z.1 z.1

Die gemeinsame Ausgleichung fiihrt zu den GréBen x und y mit kleinsten Dis-
persionen.
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Wir haben die Ausgleichung der ersten Ordnung durchgefiihrt
[26] A Ky A . xg = A* Kyr I
m.n n.m n.m m .1 m. 1 n.n 7.1
und xp erhalten.

Wir gehen zu der Ausgleichung der zweiten Ordnung iiber
C yps = ( " — B xp ) + "By

[27] q.Dp p.1 q.1 q.m m.1 q.1
E* yB4+(c + D* xB):(),
z.p p.1 z.1 z.m m.1 z.1

Hier kann man auf keinen Fall yg4 gleich y 4 erhalten, d. h. gleich den gemeinsam
ausgeglichenen Werten, da, solange bei der gemeinsamen Ausgleichung die Gleich-
heit

(28] E* ya + ( ¢ + D¥ x4 ) = 0

z.p 9.1 z.1 z.m m.1l z.1
gilt, wir dagegen bei der Ausgleichung der zweiten Ordnung auf die Ungleichheit
[29] E* y4 + ( ¢ + D* «xp ) 0

z.p .1 z.1 z.m m.1 z.1

stoBen, wenn D* x 0.,

Die Ursache der obigen Ungleichheit liegt in dem Umstand, daB wir in der
ersten Gleichung [27] die Verbesserungen v’ haben, die die Diskrepanzen zwischen
den Ergebnissen der Ausgleichung der ersten Ordnung xp und der Ausgleichung der
zweiten Ordnung y 4 tilgen
[30] C ya = ( I — B X ) + v’

qg.p p.1 q.1 g.m m.l1 q.1

In [28] und [29] haben wir dagegen keine solchen Verbesserungen und wenn
xp das Ergebnis nur der Ausgleichung der ersten Ordnung ist, kann uns die Aus-
gleichung der zweiten Ordnung nicht zu einem Ergebnis fiihren, das identisch mit
dem Ergebnis der gemeinsamen Ausgleichung y 4 ist.

Demnach besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen den Ausgleichungen
B1), B2) einerseits und den Ausgleichungen B3), B4) andererseits. Im ersten Fall
B1), B2) ist es moglich zu einer Lésung der Ausgleichung der zweiten Ordnung zu
gelangen, die identisch mit der gemeinsamen Ausgleichung ist; im zweiten, B3),
B4), ist dies nicht moglich, auBer mit ausgewéhlten Unbekannten. Wenn wir alle
Unbekannten gleichartig behandeln wollen, so sind wir gezwungen, bei der Aus-
gleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate von der Forderung kleinster
Dispersionen abzusehen

6.
Beispiele zur Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen

Iy

0| I
~ y
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Es sei fiir einen Punkt die Abszisse x mittels der Ldnge /; mit einem mittleren
Fehler m gemessen, worauf man die Abszisse y eines Zwischenpunktes ableiten
will, und zwar aus Messungen direkt mittels der Lange /2 mit dem mittleren Fehler
my und indirekt mittels der Linge /3 mit dem mittleren Fehler ms.

A. Gemeinsame Ausgleichung

Die Beobachtungsgleichungen mit den betreffenden Gewichten sind
1

"2
1

o2

1

m3?

X4 =11+ v,

Ya = /2 + V2,

X4 —ya=1I3+ vs,

Die Normalgleichungen sind

I (! +_1_), ~ (L)
] N2 ma2 ) AT Tz YA T g T g2 B

1 1 1 1 1
T gz ¥4 + ( me? 7132_) ya= ( Mgl e — ma2 s )

Thre Losung ist

2
mi2 4 me2 + mga?

xa=h (h—1— 1)

o2
2 4+ me2 + ms

mit den betreffenden mittleren Fehlern

ya=1bL+ 5 (I — I — I3)

m1? (ma? 4 ms?)

9
My % =
4 2 -+ me? - mgt

me2 (m? + ms?)
m2 4+ me2 + ma2

My 42

B. Ausgleichung der zweiten Ordnung nach der klassischen Art

Wir gleichen die Abszisse des zweiten Punktes aus, wobei wir die Abszisse des
ersten Punktes fixiert haben,

Die Beobachtungsgleichungen lauten:

)BZIZ VBI —
\I ) + v8, poov

m2

: 1 yp=h —1Is+ vg",
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Hier werden wir die Gr6Be aus den Beobachtungen der ersten Ordnung x4 = /3

als fehlerlos betrachten.

Die Normalgleichung lautet

1 1 1 1
( + )y3=—12+712—(11—/3).

mg? my? mg?

Thre Losung ist

mo?

J)B:lz+m(ll—[

2 — Is)

mit dem wirklichen (nicht fiktiven) mittleren Fehler

- mg4 m2 mitme2 mg4 ma?
yB® = =
(Mm% 4 me2)2  (m12 + m2)2 | (M2 4 mg2)?

me® (m12m12 + m12me? + mamg?)
(m2 + mg?)2

B1. Ausgleichung der zweiten Ordnung nach der richtigen Weise

Wir gleichen nur die Abszisse des zweiten Punktes aus, wobei wir die Abszisse

des ersten Punktes festhalten.
Die Beobachtungsgleichungen lauten

1
B1 = Iz + vB1, —;
Y gl

YB1 = ]1 —_ [3 —+ vB1/, —/——————
T
my2 mg?

Hier betrachten wir die GroBe x4 =/ aus den Beobachtungen

Ordnung behaftet mit Fehlern.

Die Normalgleichung lautet

1 _}.»-—-——1———— YB1= ! Iz + L ([1+13)-

mg? 1 1 ma? m2 -+ mg?

+

m2 mg?

Thre Losung ist

=l Ui (h— Iy — I5)
YB1=0RT 3 T mg? +Fmgzot 278
mit dem mittleren Fehler

-~ mg? (m12 - ms?)
Mypy® = 5
ni? -+ mo? + mg

i der ersten

Wie wir sehen, ist das Ergebnis nach der vorgeschlagenen Weise wie bei der

gemeinsamen Ausgleichung, obwohl der erste Punkt fixiert wurde.
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7.
Beispiele von Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungen zwischen

den Unbekannten
Iy

12 [3
Es sei eine Liange « gemessen durch /1 mit dem mittleren Fehler m1. Diese Lange

ist eingeteilt in zwei Teile § und y:
g+ Y= 9%

gemessene GroBen sind /2 und /s mit den entsprechenden mittleren Fehlern mz und
ms.

A. Gemeinsame Ausgleichung
Die Beobachtungsgleichungen mit den entsprechenden Gewichten lauten

, 1
— ) [
Ba+ ya=h+ v4, p—"
1

_ "
1 B4 —12+"A,m—22
Ya=1l3+va *Img?

Die Normalgleichungen lauten

1 1 1 1 1
( + ) Ba+ my? Y4 = (7112_ b+ mg? [2)

mi2 mg?
1 1 1 1 1
m12 Ba+ ( m12 + mg2 )YA B ( m12 h+ ma? [3)'

Thre Losungen sind
_ m22 ([1 — [2 - 13)
Pa=h+ mi2 4 mg? + mg?

_ mg? (I — lo — Iy)
Ya=h+ m1% + mo? + mg?

mit den entsprechenden mittleren Fehlern

ma? (m1% + ms?)

mi% + me? + mg?

e 2 — 3% (m1® + ms?)
T4 I - mg? - mg

mpy2 =
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ZusammengefaBt geben $4 und vy, die dritte Unbekannte o 4

m12
mi2 + me? 4 ms?

(o413 —h)

o4 =Psa+ya=h+

mit dem mittleren Fehler
mi2 (mg? -+ ms?)
m1® -+ mg? 4 ms?

ma gl =

B4. Ausgleichung mit Zwangsbedingung

Wir fixieren
o = h.

Nun wollen wir so ausgleichen, dall wir
Bpa+ ypa=oap =1

erhalten
Die Beobachtungsgleichungen samt der Bedingung lauten
]y = a4 1
Bra 2= Ve g
_1 — 1" 1
YB4 3= VB4 , ms?

Bra+ yBa— L =0.

Wir bezeichnen mit k; die Korrelate. Die Normalgleichungen lauten

1 1
p— Bpa+ k1 — o= lhb =0
1
pRCICE + ky — e l3=0

BBa+ ypa—h =0,

Thre Lésung ist

J— m22
thl = 12 +;’;mg(ll - 12 - [3)

msz
mo2 -+ ma?

YBa = I3 + (h—le—13).

Hier erscheint
Bpa+ ypa=1h
genau so wie es die Bedingung verlangt.
Die mittleren Fehler sind

a8 ma? (M1 2m1% + 1% mg? + My ma?)
PB4 (M2 + ma2)2

o 2 — m32 (m12 me? + me2 me? + mo2 mg?)
B4 (m2? + m3?)?
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Wie leicht nachweisbar, gilt
mpp,% > mp 42
{ Myp,® > my 42
Folglich kann die Ausgleichung mit Zwangsbedingungen ' nicht zvu .minimalen
Dispersionen fiithren.

8.

Wir haben hier die Ausgleichung in zwei Ordnungen durchgefiihrt. Wir wollen
annehmen, daB wir eine Ausgleichung in mehreren Ordnungen haben, Es ist klar,
daB es bei einer Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungen, die
gegebene AusgangsgroBen enthalten, nicht mdglich ist, die Ergebnisse mit minimalen
Dispersionen der Unbekannten zu erhalten,

Wenn wir jedoch eine Ausgleichung nur vermittelnder Beobachtung haben,
so ist es bei der Ausgleichung in mehreren Ordnungen nicht moghch a priori zu
sagen, was das Ergebnis sein wird. ‘Indem wir die Ordnungen mit rémischen Ziffern
bezeichnen, erhalten wir die folgenden Fille bei der Ausgleichung der III. Ordnung:
IIT aus I; IIT aus II; III aus I und II; bei der Ausgleichung der IV. Ordnung: IV aus
I; IV aus II; IV aus III; IV aus I und II; IV aus I und III; IV aus II und III; III
aus I, II und III.

Wie man sieht, ist die Theorie der Ausgleichung durchaus nicht erschopft
und es sind noch viele Félle zu kldren.

Eine duBerst wichtige Aufgabe ist die optimale Verteilung in Ordnungen: einer-
seits widerspricht die Aufteilung der Ausgleichung in Ordnungen theoretisch dem
Geiste der Methode der kleinsten Quadrate, andrerseits kann man sie aber in der
Praxis nicht vermeiden.

Absolute und relative Genauigkeit beim Messen
Von Kornelius Peters, Wien

(Schluf)
2.5 Wirmedaten

Hier soll nur die eigentliche ,,Thermometrie* (Temperaturmessung), nicht aber
die ,,Kalorimetrie” (Messung der Wédrmemengen in Energie-Einheiten) kurz be-
sprochen werden.

Die Temperatur beeinfluBt viele Gebiete der MeBtechnik durch Ausdehnung der
MaBverkorperung sowie liber Refraktionseinfliisse, weiters auch {iber alle elektrischen
MeBvorrichtungen. Sie mul3 deshalb in vielen Bereichen nicht nur als Selbstzweck
beobachtet werden. Dies gelingt auch punktférmig mit sehr guten Genauigkeiten,
leider liegthier wie bei kaum einer anderen MeBgroBe oft weitreichende Unbestimmtheit
vor, wie wir sie z. B. bei der Temperaturerfassung von MeBbédndern, Basisdrahten,
dem Profil elektronischer Distanzmessung u. a.'m. kennen. '



