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AbschlieBend erfolgt:

t |[sE1]("es |[rRis] (s, |[Ris] (s |[Ris Le/«J R/S| .,
sua] [R1S]{ v |[Rrs L;w

4. Wird eine Wiederholung der Rechnung mit eventuell neuen Angaben gewiinscht,
so ist Punkt 3. zu wiederholen.

Zahlenbeispiel:
¥s = 100.00
xs = 100.00
Pkt. ® s C e y x Sperrm.
1 309, 698  23.80 98, 245 2379 76.48 103.61

73.86
2 69, 15 54.20 88, 79 53.36 147.22 124,86

59.92
3 120, 69 83.16 107, 32 82.61 178.29 73,62

55.96
4 163, 07 41.99 100, 00 41.99 123.01 64,88

60.54

F = 3415,9 m?
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Das Ausgleichen von Zwischenorientierungen in Polygonnetzen

Von Kornelius Peters, Wien

Das Unbehagen an der Wirkungslosigkeit von Zwischenorientierungen bei
Ausgleich gemdll konventionell-klassischen mathematischen und statistischen
Modellen hat Zeger (1971) formuliert. Das stochastische Modell, d. h. die Gewichts-
matrix der Beobachtungen, wurde im Sinne einer pragmatischen Wirksamkeit von
Zeger (1974) insoferne gedndert, dal die Richtungsmessungen in Polygonziigen
nicht mehr gleich genau, sondern mit Gewichten proportional der Visurlinge an-
genommen werden.

Im folgenden sollen die Stichhaltigkeit dieser Annahme diskutiert sowie ein
mathematisches Modell fiir absolute, netzunabhdngige Orientierungen erdértert
werden.
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1. Problematik von Richtungsgewichten

Sei megy die Exzentrizitit
im Standpunkt
Mmeqy die Exzentrizitdt
im Zielpunkt

im Sinne eines mittleren
richtungsunabhédngigen
Fehlervektors, (D)

so werden die gemdB3 Abb. 1 wirsamen Exzentrizititen m, (im Sinne von Perpen-
dikeln) zu

Mt = Meat | 1/2—

Mej = Mexj / VE

wegen (1) in Analogie zu Koordinaten- und Punktfehler bei kreisférmigen Fehler-
ellipsen.

Das quadratische Perpendikel mg¢? des gesamten Richtungsfehlers (von P
nach Pj) betrdgt gemidfl Abb. 1

. )

mMEpy? = Mor®? sy? 02 + Me? + Mes )
bzw. im Winkelmal3
MR1%% = Mog®? + (Mei? +- Mey?) o2 53572, o @

wobei mogre¢ der zufdllige Beobachtungsfehler einer Richtung ist.

J
mekx

1.1 Ubergang auf Winkel

Die richtungsbezogenen Formeln sind zwar {iibersichtlicher und allgemeiner,
doch soll noch kurz eine Anwendung des Allgemeinen Fehlerfortpflanzungsgesetzes
zu der altehrwiirdigen Helmert-Formel flir Gesamtfehler aus der Exzentrizitit
fithren (vgl. Gotthardt 1971, Seite 3, unten):

MBS = MoP? + 0% (5152 + 51k?) Mews, k2 + si? Mem®) | (2 532 sx?). ... (5)
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Das Fehlerfortpflanzungsgesetz besagt:

MBry? = MRy? — 2 Mpgy® + mpg2 e (6)
In mor sowie me; = mey; herrscht gemiB Abb. 1 Korrelationsfreiheit; daher sind
nur die Ausdriicke in m.; (Standpunktsexzentrizitdt) von Bedeutung. .. (D
Wegen
MR = Mgy . p° . sy571
MRS = My . p° . s1~* c08(200-B) = — Mgz . cOS B . po€ . sy~ L .o (8)
wird mrei® nach Tienstra zu me? pec s71 5~1 (— cos P). ... 9)

Erweitert man mit sy55:x und setzt man den cos-Satz der ebenen Trigonometrie
fir (— s45 sa cos B), wird (9) zu

MRijik2 = Met? p¢02 (s512 — six2 — s42) [ 2 5452 sup. ... (10)
(10) in (6) mit (2) ergibt (5).

1.2 Plausibilititsbetrachtung zu Zeger’s Gewichtsansatz

Es sei vorausgesandt, dafl der konventionelle Ausgleichsalgorithmus nur zu-
fillige Fehler voraussetzt und eine Wirksamkeitsiiberlegung an Hand eines konkreten
,,groben* Fehlers wie in Zeger (1974) im ,,Testbeispiel*“ geschehen, nicht korrekt
scheint; dies umso mehr, als das Konzept der Zwischenorientierungen von kurzen
Polygonseiten urspriinglich nicht als Ausgleichungsverfahren (Schétzverfahren),
sondern als Fehlersuchprogramm gedacht war.

In der folgenden Tabelle 1 ist zu sehen, dall das von Zeger (1974) vorgeschlagene
Richtungsgewicht fiir verschiedene Modellansétze tatsdchlich empirisch zutrifft,
vor allem fir den praktisch bedeutsamen Zielweitenbereich von 200 bis 2000 m
bei sorgfiltiger freier Zentrierung und Prézisionswinkelmessung oder im kurzen
Seitenbereich bei Zwangszentrierung. Von genereller, einschrinkungsfreier An-
wendung des genannten Gewichtsansatzes, z. B. in EDV-Algorithmen, ist aber
abzuraten.

Tabelle 1: Werte der gesamten Richtungsfehler+ mgec

meglem] 0,1 0,5 1 1
megxlem] 0,1 1 2

7 35 7 35 7 35 7 35

—+ myglecl

Freie Zentrierung | Freie Zentrierung
sgjfkm) Zwangszentrierte | Freie Zentrierung weriig' f?nschluBziel
Messung sorgfiltig inhomogen

0,05 19,3, 39 142 146 284 287

0,2 8,31 35,2 36, 50 71 792 . .

0,5 7,2 35 162 38 29 45 65 732

2 7 35 8 35 10 36 18 391

5 7 35 7 35 7,5 35 9,51 36

Giiltigkeitsbereich des Zeger-Gewichtes
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1 .
PR= ng =S,
MRS Y —— -

S
2. Absolute Orientierung von Innenrichtungen

Mit den Begriffen:

a, b Gauf¥’sche Richtungskoeffizienten

0o vorldufige Orientierung (analog zu x,, ¥o ... vorldufige Koordinaten)

do Orientierungsverbesserung durch Ausgleich (analog zu dx, dy Koordinaten-
verbesserung durch Ausgleich),

Re gemessene Richtung

Re  vorldufig orientierte Richtung

vo Richtungswinkel aus vorldufigen Koordinaten

w  Widerspruch

v Verbesserung

wird die Grundformel fiir die orientierte Innenrichtung

0o+ do+ Re 4+ v = v, + adx + bdy (1)

oder
v=adx + bdy — do + (vo — 0o — R9), ... (12
worin man noch w = vog — (R¢ + 00) . (13)

setzen kann.
0o wird benétigt, um die mit beliebig eingerichtetem Teilkreis beobachteten

Richtungen so weit zu orientieren, dal die Widerspriiche in (13) rechentechnisch
zu den iibrigen Gliedern in (12) passen.

do ergibt sich aus dem Umstand, daB} die ,,MeBwerte‘* R¢ 4+ 0, abweichend von
den ,,orientierten AuBlenrichtungen‘ noch von den Koordinatenverbesserungen des
jeweiligen Standpunktes abhédngen.

Meist wird o, als arithmetisches Mittel der » Standpunktorientierungen gemaf

[vo — R?]
00 =~ ..o (14

berechnet, wobei die v, auch zwischen zwei Neupunkten berechnet werden kénnen.

Liegt die Orientierung auf Grund des mathematischen Modelles oder der
technisch-wirtschaftlichen Md&glichkeiten nicht in der Form (14) vor, ist der Ansatz
(11) bis (13) entsprechend zu modifizieren.

Nehmen wir dazu z. B. an, zusétzlich zu den beiden Polygonrichtungen Rye,
Ry sei noch durch ein absolutes Orientierungsverfahren (z. B. astronom. Azimut,
Kreisel) die Nordrichtung beobachtet oder tibertragen worden.

2.1 Die beobachteten Innenrichtungen werden als orientiert behandelt

Der mittlere Fehler a priori der Orientierungsmessung sei #1,, jener einer be-
obachteten Innenrichtung mg.
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Somit wire der mittlere Fehler einer orientierten Innenrichtung

Mpy = ]/m ... (15)

Es wire nun unkorrekt, einfach analog zu den bekannten Formeln der AuB3en-
richtungen v = adx 4+ bdy + w . (16)
mit w = vo — RO (V)]

Re=Re+ o ... (18)

die Gleichung (16) fiir absolut orientierte Innenrichtungen anzusetzen und mit

Gewichten pri = S in den Ausgleich einzufiihren, wobei nicht absolut orientierte

Ri2

Innenrichtungen nach (12) auf den entsprechenden Standpunkten mit pr = )
R

gewichtet werden.

Die orientierten Innenrichtungen (16) sind ndmlich nicht unabhdingig, ihre
Kovarianzmatrix Q ist voll besetzt, somit auch ihre Gewichtsmatrix keine Diagonal-
matrix P mehr (wohl aber jene der konventionellen Innenrichtungen). ... (19

Die engste Korrelation besteht natiirlich zwischen den Innenrichtungen ein
und desselben Kreiselstandpunktes; aber auch dann, wenn verschiedene Standpunkte
absolut orientiert wurden, sind die orientierten Richtungen dieser Punkte voneinander
abhingig. ... (20

Wegen (19) sind die Normalgleichungen nicht als

AT PA x = AT Pw,
sondern mit AT Q-1 Ax = AT Q-lw (2D
anzusetzen.

2.2 Die absolute Orientierung trigt zur konventionellen Orientierungsverbesse-
rung bei

Als Alternative zu 2.1 mit (16), (17), (18), (21) sei noch folgendes Modell vor-
gestellt:
In (12) ist do bedingt durch die geometrische Konfiguration. ... (22)

Setzt man (12) fiir die Orientierungsvisur an, verschwinden die entsprechenden
Gauf’schen Koeffizienten (bei Absolutorientierung) oder werden sehr klein (Fern-
ziel). Streng genommen hat das do der Absolutorientierung eine andere Bedeutung
als jenes der konventionellen Innenrichtung (22); man miite daher eine neue Un-
bekannte do, fiir die Orientierungsverbesserung einfiihren, wenn schon nicht stand-
punktweise, so wegen (20) doch fiir das Netz. . (23)

(23) ist alternativ zum strengen Verfahren 2.1 plausibel, da auch die Orientie-
rungsmessung mit dem zufilligen Fehler m, behaftet ist, welcher oft signifikant gréBer
ist als jener in der Praxis vernachlissigte auf den AuBenrichtungen. Auf die Analogie
zwischen (23) und einem gemeinsamen Ma@stabsfaktor sei hingewiesen.

Wegen der geringen Redundanz in Polygonziigen und zugartigen Netzen wird
aber (23) nicht praktikabel sein und standpunktweise do, = do gesetzt.
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(12) lautet nunmehr auf dem Standpunkt P;:

vy = ay (dx; — dx;) + by (dys — dy;) — doy + wy
vip = awk (dx1 — dxp) + by (dy: — dyx) — dot + war
VN = — doy + win (24

mit Wiy = vorn — (00 + Rine®) =0
Wiy = vVoi — (00 + Ri;°). .. (25)

wyy wird Null, da die absolute Orientierung zweckméBigerweise als Vororien-
tierung nach Nord verwendet wird und voixy = 0o + Rin¢ = 0. ... (26)
Die Gleichungen (24) sind nun mit den Gewichten

c c
Pij, Ptk = Rt bzw. piv = ok N X))

zu versehen; analog zum konventionellen Verfahren rechnet man

Dij Ay + Dik Qig Dij Qij ,
dog=2"79 22 " dyy — LYW + . +
Pij + pir + Din ‘ Dpij+ pix + pinv J (28)
DijWig+ Dix Wik
DPij 4 pi + o1y

Hier wird [pw] natiirlich nicht standpunktweise Null, da nicht nach (14) orien-
tiert wurde.

Weiters sei festgehalten, daf3 die Orientierung o aus (18) bzw. 0o aus (25) nicht
unbedingt durch ein astronomisches oder physikalisches Verfahren gewonnen sein
muf}; sowohl in (18) als auch in (24), (25) kann hiezu eine konventionelle Zwischen-
orientierung nach einem sehr fernen Ziel herangezogen werden, wobei die Gewichte
in (19) bzw. (27) aus (4) bzw. Tabelle 1 zu berechnen sind. ... (29

2.3 Ziffernbeispiele

GemiB der (vereinfachten) Abbildung 2 seien innerhalb eines Polygonnetzes
in Tabelle 2 folgende Messungen vorgelegt:

Tabelle 2

Von: | nach: Yo Re sml | glefem]| plefem] | gne Ro wlel

Py Py 2999-98-00 | 2759-00-00 200 |—0,32| 0 0,35 | 2999-98-00 0,0
Py 509-01-00 259-00-00 141 {4-0,32|—0,32} 0,35 499-98-00 | + 3,0
Nord 09-00-00 | 3759-02-00 — — — 0,50 09-00-00 0,0

Wiirde man o, gemif3 (14) berechnen, ergidbe sich

24998 - 25901
2

andrerseits o (18) = o, (26) = 0900 — 375902 = 249980.

00 (14) = = 249995,
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Abb. 2

GemaiB (15), (21) wird nach dem strengen Modell 2.1

0,37 0,25 “ _

... (30
0,25 0,37 (30)

Mmpi2 mpg?
mr% MR

- |

Kontrolle fiir (30): mpgy; = /0,37 + 0,37 — 2 . 0,25 = = 0°5 (= 0°35]/2)

1

0,37 — 0,25
— _1 - b b
Pi=Q 0,139 — 0,062

—0725 0,37

48 — 32
—32 48

)

Der Beitrag der Messungen auf P; zu den Normalgleichungen lautet gemif
(21) mit Tabelle 2 und (31):

— 0,32 +0,32 48 —32
0 —0,32 “ —32 48 ||
+032 0
0 0
0 —0,32
0 +0,32
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— 0,32 0 +0,32 0 0 0 dxi
“ + 032 —0,32 0 0 —032 +0,32 " dy:
dx;; =
dy;
dxk
dyx
— 0,32 40,32 48 — 3,2 0,0
0 — 0,32 || — 3,2 4,8 Il “ 3,0 H
= || + 0,32 0
0 0
0 — 0,32
0 + 0,32 , im Klartext:
dx; + dyi + dx; +dy; + dxp + dyp = ....
+ 1,64 — 0,82 — 0,82 0 — 0,82 + 0,82 = 1,7
+ 0,84 + 0,32 0 + 0,48 — 048 = — 4,6
+ 0,48 0 + 0,32 — 0,32 — 3,1
0 0 0 0
+ 0,48 — 0,48 — 4,6
+ 0,48 + 4,6 ... (32

Nach der Ndherungsmethode 2.2 werden mit ¢ = 1 die Gewichte py, pix =
= 8; pin = 4. ... (33)

Damit wird aus (28) mit (33)

doi = 2—10 (Odx; + 2,6dx; — 2,6dx; — 2,6dys + 0dy; + 2,6dye + 24);

die reduzierten Verbesserungsgleichungen:

v = dx¢ + dxi + dx; + dx; + dxp + dyr + 0w p
ij — 0,32 + 0,13 + 0,19 0 + 0,13 — 0,13 —1,2 j 8
ik + 0,32 — 0,19 — 0,13 0 — 0,19 + 0,19 + 1,8 8
iN 0 + 0,13 — 0,13 0 + 0,13 — 0,13 — 124l 4

. (34)

daraus der Beitrag zu den Normalgleichungen:

+1,64 —08 — 082 0 —082 +082=+77
+0,60 -+ 0,46 0 — 0,60 +0,60 = —46
+ 0,60 0 +046 — 0,46 = — 3,1
0 0 0 = 0
+0,60 — 060 = — 4,6
+0,60 = + 4,6

... (35
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Zum Abschluf3 noch der Beitrag zu den Verbesserungs- bzw. Normalgleichungen,
wie er sich ohne Verwendung der Zwischenvisur ergeben hétte:

v = dxi + dyi + dx; +dy; + dxx + dpe + ow p
doj 0 — 0,16 + 0,16 0 — 0,16 + 0,16 0 .
ij — 0,32 + 0,16 + 0,16 0 + 0,16 — 0,16 —-15 8
ik + 0,32 — 0,16 — 0,16 0 — 0,16 + 0,16 +1,5 8

. (36)
Normalgleichungen (Anteil):
+ 1,64 — 0,82 — 0,82 0 — 0,82 +082 = + 7,7
+ 0,41 + 0,41 0 + 0,41 — 0,4 = — 38
+ 0,41 0 + 0,41 — 041 = —3,8
0 0 0 = 0
+ 0,41 — 04 = — 38
0,41 = + 38
.o (37

3. Zusammenfassung

Die Zeger’sche Gewichtsannahme fiir Richtungen (proportional den Visur-
lingen) ist empirisch fiir gewisse Netzfigur-Fehlerkombinationen als zutreffend
nachzuweisen.

Wertet man absolute Orientierungen bzw. Zwischenvisuren im Polygonnetz
nicht bloB als Grobkontrolle, sondern als zusdtzliche Beobachtungen fiir einen
vermittelnden Ausgleich, so sind keine signifikanten Unterschiede zwischen strengen
und Nédherungsverfahren und auch keine signifikante Verbesserung der Punktstellung
nachzuweisen, wenn man die derzeit iiblichen Genauigkeitsverhdltnisse voraussetzt.

Auf die bekannt geringe Auswirkung unrichtiger Gewichtsannahmen soll hier
nicht eingegangen werden.

Eine eingehende numerische Untersuchung fiir spezielle Fille (extreme Seiten-
langen, groBe Orientierungsgenauigkeit) ist am Institut fir Landesvermessung ge-
plant.

Fiir eine wertvolle Diskussion bin ich Herrn Prof. Dr. H. Schmid zu Dank
verpflichtet.

Literatur

Zeger, Josef: Bemerkungen zum Querfehler in Zugsmitte bei einem Polygonzug mit Zwischen-
orientierungen. OZfV, 59 (1971), Nr. 4, S. 113—122,
Zeger, Josef: Polygonziige mit Zwischenorientierungen. OZfVuPh, 62 (1974), Nr. 1, S. 34—41.

Gotthardt, E.: Grundsitzliches zur Fehlertheorie und zur Ausgleichung von Polygonziigen und
von Polygonnetzen. Sammlung Wichmann, Heft 12, Karlsruhe 1971.



