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4. Schluffolgerungen

An Hand der Ergebnisse sieht man deutlich, daB3 die maximalen Abweichungen
der Istbahnen der beiden Fahrzeuge von der Sollbahn und voneinander in der GréBen-
ordnung von rund 1 m liegen und dies nach einer Ubergangsbogenlidnge von 32 m.
Das Kurvenverhalten verschiedener Fahrzeuge ist so unterschiedlich, daB es nicht
mdglich erscheint, fiir die Trassierung Ubergangsbogen, auch komplizierterer
Formen, zu finden, die fiir alle Fahrzeuge optimal sind. Dabei wére iiberdies noch
zu berticksichtigen, daBl das Lenkgesetz nicht generell vorgegeben werden kann.
Gerade durch das individuelle Verhalten des Lenkers kénnen jedoch die Abweichungen
wie auch in Bild 5 gezeigt, stark beeinflut werden.

Es wire jedoch von der theoretischen Seite her moglich, den Trassierungs-
entwiirfen ein Normfahrzeug mit einem bestimmten Lenkverhalten zu Grunde zu
legen. Auch extreme Bahnabweichungen realer Fahrzeuge von der so ermittelten
Sollbahn lieBen sich rechnerisch erfassen und damit eventuell im Entwurf beriick-
sichtigen. Andererseits konnten fiir ein Kollektiv von Fahrzeugen und Fahrzeug-
lenkern giinstigste Ubergangsbogen mit statistischen Methoden gefunden werden.
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Eine weitere Moglichkeit der Anwendung des Doppelverhéltnisses
Von Friedrich K. Brunner, Wien

Zusammenfassung

Es wird gezeigt, daB das Doppelverhiltnis A von 4 Punkten einer Geraden (diese bilden drei
aneinanderliegende Strecken x, a und b) dazu beniitzt werden kann, eine dieser drei Strecken (x)
als Unbekannte zu errechnen, wenn man die beiden anderen Strecken (a, b) kennt. Man rechnet
sich dann das Doppelverhiltnis A mit Hilfe der Winkel (%, «, ), die man von einem WinkelmeB-
punkt (0) aus zu den 4 Punkten bestimmt hat, siche dazu Abb. 1. Es werden die Fehlerformeln der
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Methode abgeleitet und im folgenden Abschétzungen zur Anlage der MeBmethode gebracht. An
einem praktischen Beispiel wird sodann die Brauchbarkeit der Methode bewiesen. Als materialisierte
Gerade wurde eine Invarbandmire beniitzt und die notwendigen Winkel wurden mit einem Sekunden-
theodolit gemessen. Die Genauigkeit der Bestimmung der unbekannten Streckenlidnge liegt inner-
halb der Fehler der Nennwerte der als bekannt vorausgesetzten Streckenldngen. Die Methode kann
zur feldméBigen Bestimmung des Lattennullpunktfehlers einer Invarband-Nivellierlatte beniitzt
werden, wobei zur Bestimmung lediglich ein Sekundentheodolit ausreicht und kein Vergleichs-
malstab notwendig ist. Die erreichbare Genauigkeit der Bestimmung des Lattennullpunktfehlers
kann mit 4 0,03 mm fiir diese Methode angegeben werden.

Abstract
Another possibility of the application of the duplicate ratio

The duplicate ratio A of 4 points on a straight line (these 4 points are the endpoints of three
adjoining distances x, @ and b) can be applied to determinc one (x) of these three distances, if the
latter is unknown. Naturally, the value of the two other distances must be known. The duplicate
ratio will be calculated from angular measurements (%, «, ) in the goniometric centre (see Fig. 1).
The equations giving the errors inherent in the method are derived. Furthermore, guiding principles
for the application of the method are deduced. Next, the utility of the method is demonstrated on
an experimental example. An “invar” tape is used as a basic straight line and the necessary angles
are measured with a theodolite with an accuracy to seconds. The accuracy of the determination
of the unknown distance lies within the error limits of the given distances whose values are supposed
as known. The method can be used in the field for the determination of the zero correction of a
levelling rod; with our method, only one theodolite with an accuracy to seconds, but no comparison
scale in needed. The determination of the zero correction of the levelling rod can be easily made by
the described method with an accuracy of up to + 0,03 mm.

1. Theoretische Grundlagen

Das Doppelverhiltnis A von 4 Punkten (4, B, C, D) einer Geraden (Bezeichnungen
beziehen sich auf Abb. 1) ist nach Gleichung (1) sowohl durch das Verhiltnis der
Strecken (x,a,b) als auch durch das Verhéltnis der Sinusse der Winkel (x,a,f) ge-
geben, siehe Duschek (1958, Seite 114),

:x+a_x+a+é:sin(x+a.)'sin(x+a.+{3)

A
a ' a+b sinee ~ sin(a+ B)

(1)

Abb. 1
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Bekannt ist auBerdem, dal das Doppelverhéltnis A invariant gegeniiber Projektionen
(auch Parallelprojektion) ist. Es ist also die Lage des WinkelmeBpunktes 0 beziiglich
der Geraden ohne EinfluB auf die Bestimmung des Doppelverhiltnisses A. Sind nun
3 Winkel (x,o,B) und 2 Strecken (@,b) bekannt, so kann man damit aus Gleichung
(1) die Formel (2) zur Berechnung der unbekannten Lidnge x ableiten.

_a@+b(r—1)
" @+b—an

.Q2)

Die gesuchte Strecke x ergibt sich somit als eindeutige Loésung der Gleichung (2),
unabhéngig von der Lage des WinkelmeBpunktes zur Geraden.

2. Genauigkeitsabschitzung

Bei der Bestimmung der unbekannten Léinge x werden sowohl die Winkel
%, o und P als auch die als bekannt vorausgesetzten Lingen der Strecken a und b
mit Fehlern (dx, do, dB, da und db) behaftet sein. Die Auswirkungen dieser Fehler
auf die Ldnge x kann man daher durch Differentiation der Gleichung (2) ableiten.

_Gtaxt+atd) sin
0= b 'sin(x—l—oc).sin(x—l—a._}_g) ~dx, -..(3)
dp FtaG+atd) 1 B

) b lnx[sin(a+(3)sin(x+a+p)

1
~ sina.sin (x + og)] da, @)

_ takxt+atd) sin %
axp= b 'Sin(a—l—ﬁ)sin(x_}_a_}_ﬁ)'dﬁ, (5

_xbtxt2a
o= @ty ...(6)

_xta
o= arn P (D)

Bekannt ist allerdings nur der mittlere Fehler der Winkelmessung +m , (gleich-
groB fiir alle Winkel wegen der gleichgenauen Beobachtung) und der mittlere Fehler
der Nennwerte der Streckenldngen +4-m; . Nach dem allgemeinen Fehlerfortpflanzungs-
gesetz kann man nun die einzelnen Fehlereinfliisse zusammenziehen und zwar die
der Winkelfehler zu +M, und die der Streckenfehler zu +M; .

G+ x+a+tb /~ sin? B
Mcp—:i: b q’l Sin2(x+m).$in2(X+a+ﬁ)+
. 1 1 2
+Sm2x[Sin(a—i—@)sin(x—l-oc—FB) N Sin“'sm("—l'“)] i
sin2 %

+ sin2 (e + B) sin2 (x + o + B) ’ ...(®)
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M, = + "y l/ b2 (b + x + 2a)2 + a2 (x + a)2. .9

o
a.b.(a+ b
Man findet dann den Gesamtfehler M der Linge x nach Gleichung

M=1 ]/ Me2 + M2,

Die nédchste Frage geht nun dahin, wie x, @ und b und damit auch x, o und £
zu wihlen sind, damit der mittlere Gesamtfehler M ein Minimum wird. Man 148t
zunéchst auch x noch variabel, damit man die giinstigste Mdglichkeit der Bestimmung
einer Streckenlinge x kennenlernen kann. Die daraus folgende Extremwertsauf-
gabe wird immerhin so verzwickt und umfangreich, dal man hier auf Abschitzungen
ausweichen wird. In erster Ndherung kann man die Sinusse der Winkel durch die
Quotienten der entsprechenden Strecken durch R, wenn R der Normalabstand des
WinkelmeBpunktes 0 zur Geraden ist, ersetzen (z. B. sin oo = a/R). Damit findet
man ndherungsweise die mittleren Gruppenfehler mit

2772 b 2 2
Mcpz:I:R.nup]/l—F%(%:—x—) 27(2—:_); )2, ...(10)
~ x .
M, = j—_mn11]/b2(x+2a+b)2—f—a2(x—f—a)2. .11

Den ersten generellen Hinweis fiir die Anlage der MeBmethode gibt Gleichung (10),
indem sie fordert, R besonders klein zu machen.

Weiters kommt in beiden Gleichungen x nur im Zéhler der Briiche vor. Die
Methode wird daher fiir kleine Lingen x hohere Genauigkeiten bringen. Um nun
eine Aussage liber den EinfluB der Lingen a und b auf die Genauigkeit von x zu be-

kommen, setzt man
b=k.a

und vernachlissigt, wegen der Kleinheit der Werte, x in den Summen. Nach einigen
Umformungen findet man dann

. x2 (2 + k\2 x2 (1 2
My = j—_R.mq,]/l—i——az(l +k) 2l +k), L (12)
X m / ) ;
M,=j:7-lc(1+]c)l 1+ k22 4 k)2 ...(13)

Aus beiden Gleichungen ergibt sich die Forderung nach einem groBen Wert fiir das
Verhiéltnis k. Schon fiir £ = 1 erhélt man, immer unter der Bedingung fiir x < a = b,
die folgende Abschitzung

5 x2 5 ,
MZ:I:‘I/ZRZI’)1<P2+—2"?'”7[ furx<a=b. (14)
Man muB3 also trachten, a sehr viel groBer als x und b groBer als a, zumindest aber
gleich groBl zu machen. Fiir diesen Fall kann dann der zu erwartende Gesamtfehler
mit Gleichung (14) abgeschitzt werden. Alle anderen GroBenverhéltnisse von a, b
und x werden einen grofBeren Fehler als (14) ergeben.
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3. Praktische Erprobung

Zur Erprobung der angegebenen MeBmethode wurde eine Invarmire einer
Nivellierlatte als materialisierte Gerade auf ein stabiles Eisenrohr aufgezogen. Die
3 Streckenldngen zwischen den 4 Marken (4 war eine aufgeklebte Dreiecksmarke;
B, C und D waren Nivellierstriche der Invarmire) wurden entsprechend den er-
arbeiteten fehlertheoretischen Gesichtspunkten gewéhlt. Die 3 Lingen wurden in
einem Komparator auf Mikron genau ausgemessen (MeBergebnisse: x = 28,584mm;
a = 124,976 mm und b = 124,992 mm, gegeniiber dem Sollwert von je 125 mm),
Die Winkel %, ¢. und f wurden mit einem Sekundentheodolit TH2 in zweifacher
Satzbeobachtung gemessen. Der Normalabstand (R) des WinkelmeBpunktes von der
Invarmire betrug 1,70 m. Die ausgeglichenen Winkel ergaben sich mit x = 150930,
o = 4£7563 und P = 4% 6868. Als mittleren Fehler eines ausgeglichenen Winkels
konnte man 4 5° errechnen. '

Mit einem mittleren Fehler der Winkelmessung mny = <+ 5¢¢ und dem zu-
félligen Fehler i, der Entfernungen @ und 4 mit 4 0,02 mm hétte man unter den
MeBbedingungen einen mittleren Fehler von + 0,021 mm der Bestimmung nach
Gleichung (14) zu erwarten gehabt. Tatséchlich errechnete sich x aus den MeBdaten
mit 28,611 mm, das entspricht einem tatsichlichen Fehler von — 0,027 mm (selbst-
verstdndlich wurde die Rechnung mit den Nennwerten von je 125 mm fiir a und b
ausgefiihrt). Es ist damit gezeigt, daBl die theoretisch erarbeitete Methode auch in
der Praxis die erwarteten Resultate zu liefern im Stande ist.

4. Eine Moglichkeit der Anwendung: Latterinullpunktfehlerbestimmung

Die besprochene MeBmethode stellt eine Moglichkeit zur feldmdBigen Be-
stimmung des Lattennullpunktfehlers einer Invarband-Nivellierlatte dar. Ein
Lattennullpunktfehler entsteht durch eine Inhomogenitit in der Verbindungsstelle
von Invarmire und Lattenschuh, siehe Malrzahn (1957). Zwischen der Nullmarke
der Teilung und dem tatsdchlichen Nullpunkt (Aufsetzpunkt der Latte) kann also
eine merkliche (bis zu 0,4 mm) Differenz entstehen. Beim geometrischen Nivellement
wird der Nullpunktfehler eines Lattenpaares durch geeignete MeBanordnung un-
schéddlich gemacht. Doch kommt es des Ofteren bei Ingenieurvermessungen vor,
daB man den Lattennullpunktfehler einer Latte kennen muB. Die hédufig verwendete
Methode zur Bestimmung des Lattennullpunktfehlers besteht im Vergleich der Latte
mit einem komparierten PrédzisionsmaBstab. Ein anderes Verfahren wurde von
Finzel (1971) beschrieben, doch scheint die geforderte MeBanlage im Aufbau
fiir Ingenieuraufgaben zu aufwendig zu sein.

Dagegen bietet die hier beschriebene Methode folgende Vorteile: Man bendtigt
zur Messung bloB einen Sekundentheodolit und einen Zeiger. Mit dem Zeiger
(giinstig erscheint dazu die Schneide einer Rasierklinge) wird der Punkt A, das ist
die Schnittlinie der Invarmire mit dem Lattenschuh, aufgezeigt, siche dazu das
Schnittbild eines Lattenschuhs einer Invarband-Nivellierlatte, dargestellt in Abb. 2.
DiePunkte B, Cund D sind durch Strichmarken der Invarmire gegeben. Die Forderung,
x klein gegeniiber 4 zu machen, kann hier leicht eingehalten werden. In diesem Fall
kann man dann den EinfluB des systematischen Lattenmeterfehlers auf das Ergebnis
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Abb. 2

vernachldssigen. Wegen der Invarianz des Doppelverhiltnisses gegen Projektionen
ist die genaue Horizontierung der Latte bedeutungslos. Die Differenz der Sollesung
von Punkt B an der Mire gegen den errechneten Wert x nach Gleichung (1) ist dann
der Lattennullpunktsfehler. Zur Kontrolle wird man natiirlich diese Bestimmung
ein zweites Mal ausfiihren.

Somit konnte ein Verfahren zur Bestimmung des Lattennullpunktfehlers be-
schrieben werden, welches rasch und ohne besondere Hilfsmittel, da die Teilung der
Invarmire der Nivellierlatte als exakter Malistab zur Komparierung verwendet wird,
ausgefiihrt werden kann. Die erreichbare Genauigkeit darf mit 40,03 mm fiir die
meisten Ingenieuraufgaben als ausreichend angenommen werden.
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