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Ableitung differentieller Beziehungen in Vektoren- bzw. Matrizen-
schreibweise in der astronomisch geod:itischen Ortsbestimmung

Von Herbert Lichtenegger, Graz

In der geodédtischen Astronomie werden zur Festlegung von Richtungen durch
jeweils zwei Parameter verschiedene Koordinatensysteme verwendet. Man unter-
scheidet im besonderen das Horizontsystem mit den Parametern Zenitdistanz z und
Azimut a (gezihlt von Siid tiber West) und das Stundenwinkelsystem mit den Para-
metern Deklination 8 und Stundenwinkel .

Werden die Richtungen zum Stern, zum Zenit und die Richtung der Rotations-
achse der Erde auf eine Einheitskugel (Richtungskugel) abgebildet, so ergibt das
entstehende sphéirische Dreieck PZS (sieche Abb. 1) eine Transformationsméglich-
keit zwischen den erwdhnten Koordinatensystemen, welche mit Hilfe sphérischer
trigonometrischer Sitze gefunden werden kann. In weiterer Folge sind auch differen-
tielle Beziehungen fiir die Wahl giinstigster Beobachtungspositionen von Bedeutung.

Es soll im folgenden die Ableitung solcher differentieller Beziehungen ohne Zu-
hilfenahme von sphérischen Sitzen gezeigt werden, wobei zuerst die Transformation
zwischen Horizont- und Stundenwinkelsystem behandelt wird und weiters Differen-
tialformeln direkt aus den Bestimmungsgleichungen zur Festlegung des Zenits bzw.
der Richtung des Ortsmeridians abgeleitet werden.

1. Transformation zwischen Horizont- und Stundenwinkelsystem

Die Richtung zum Stern kann ([1],[3]) sowohl im Horizont- wie auch im Stun-
denwinkelsystem durch einen Richtungsvektor 8" bzw. s dargestellt werden. Die je-
weilige z-Achse des Koordinatensystems weist zum Zenit bzw. Pol, die x-Achse
liegt jeweils orthogonal dazu in der Ebene des Ortsmeridians, und die gemeinsame
y-Achse bildet mit x- und z-Achse ein Linkssystem (siche Abb. 1).

s’ = [ sinzcos a s = [ cosdcost
sin z sina cos J sin ¢ 1)
cos z sin §

Die Transformation kann mit Hilfe einer Drehmatrix R durchgefiihrt werden.
Da diese Matrix orthogonal ist, kann auch die inverse Transformation durch die
transponierte Matrix RT leicht durchgefiihrt werden, da die Beziehung RRT = E
gilt.

s’ = Rs s = R7¢ R=[sing 0 —cosg
R ©)
cos g 0 sin ¢

Die skalare Schreibweise ergibt untenstehende Transformationsformeln, wobei
diese Gleichungen Sinuscosinus-, Sinus- und Seitencosinussatzanwendungen der
sphérischen Trigonometrie auf das sphirische Dreieck bedeuten ([3]).
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sinzcosa = cosdcostsin¢ — sinJd cos ¢
sinzsina = cosdsint (3a)
cos z = cos 3 cos ?cos ¢ + sin J sin ¢
cosdcost = sinzcosasin¢ + coszcos ¢
cosdsint = sinzsina (3b)
sin 8 = —sin z cos a cos ¢ 4 cos z sin ¢

Zur Ableitung der differentiellen Beziehungen nehmen wir an, daB der Richtungs-
vektor s um ds verdndert und zusitzlich mit der differentiellen Matrix dR verdreht
wird ([2]).

S 4+ d = dRR (s + ds) = (E + dR) R (s + ds) =
Rs + Rds + dR Rs 4 dR Rds

I

' =R ds + dRAS' Klein 2. Ordnung @
dR = 1 0 dop dR, = 0 0 dyp ... Axiator
! 01 0 j| [ 0 0 O ] o)

—dp 0 1 —dp 0 O

Die Vektoren ds’ und ds folgen aus der Differentiation von s’ und s nach ihren
Richtungsparametern und kénnen folgend geschrieben werden:

cos z sin a cos a sin z da
— sinz 0

as’ = coszcosa .—sina dz = A'dA’
(6a)
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ds = [— sindcost — sint dd ] = AdA
— sin 3 sin ¢ cos ¢ cos 3 dt (6b)
cos 3 0

Damit ergeben sich bereits die differentiellen Beziehungen in Matrizenschreibweise
A'dA’ = RAdJA + dR s’
und unter der Beachtung der Beziehung A’7A’ = ATA = E
dA’ = A'TRAdJA + A'TdR § (7a)
dA = ATRTA’dA’ — ATRT4R s’ (7b)

Zur skalaren Umformung beachten wir, daBl die Spaltenvektoren von A und A’ Ein-
heitsvektoren sind, es gilt:

0s b os 5 o
A = [a,b] a= = 7 ¢ (8a)
’ ’ / ! as’ bl as’
A'=[",b] a =3 = 54 cosecz (8b)

Weiters ergibt sich nach Gl. (2):

. _ o _ o8
RA = A= [a,b] a= 7 b=a—t sec 8 (9a)
TA' A’ T’ T _ as J./ as 9b
R'A" = A" =[a’,}] a = b = 5 cosecz (9b)

Ein Teil der in den Gln. (7) vorkommenden Inprodukte kann geometrisch ge-

deutet und in Funktion des parallaktischen Winkels ¢ ausgedriickt werden (siche
Abb. 2).

Abb. 2



109
aTa=aTa = —cosgq a7h = a’h’ =sing (10a)
b'Ta = bTa’ =sing b = b™h = cos g
Das Glied mit dem Axiator dR , ergibt durch einfache Matrizenmultiplikation:

ATdR s = cosade — a"dR,s = cos t do (10b)
bTdR,s = —sinacoszdp — b'dR,s = sin ¢ cos § do

Diese Beziehungen werden in die Gln. (7) eingesetzt und es ergeben sich die
skalaren, differentiellen Beziehungen der Transformation.

dz = — cos g dS + sin g cos 8 dt 4 cos a do
sin z da = sin q d§ 4 cos g cos 8 dt — sin a cos z dg
(11a)
dd = — cos g dz + sin g sin z da + cos t dp
cos 8 dt = sin g dz 4 cos g sin z da + sin ¢ sin 8 do
(11b)

Die gilinstigsten Beobachtungspositionen kénnen durch Umstellung aus den
Gln. (11a) gewonnen werden. Im nichsten Punkt soll die direkte Ableitung aus den
Bestimmungsgleichungen gezeigt werden.

2. Differentielle Beziehungen der Beobachtungsmethoden

Bei den genauen Methoden der geodétischen Astronomie ist stets ein Parameter
der Zenitrichtung, Breite oder Lange, ndherungsweise bekannt. Es geniigt also die
Messung eines Parameters im Horizontsystem, Zenitdistanz oder Azimut (Richtungs-
winkel), um das sphirische Dreieck auf der Richtungskugel auflésen zu kénnen.
Die Beobachtungsverfahren sind so zu wihlen, dafB} sich der systematische Fehler des
gendhert bekannten Parameters sowie die MeBfehler minimal auf das Ergebnis aus-
wirken.

2.1. Grundlagen

Wir wéhlen ein Koordinatensystem wie im Abschnitt 1 und stellen die Richtung
zum Stern durch einen Vektor im Stundenwinkelsystem dar und ebenso das Drei-
bein eines Tangentialkoordinatensystems im Beobachtungsort, dessen Achse z zum
Zenit, die Achse n als Tangente an den Ortsmeridian nach Nord und die Achse o
orthogonal dazu nach Osten weist (siche Abb. 3).

s= [ cosdcost z=1T cos ¢ n= [—sing 0= 0
cos & sin ¢ 0 0 -1 (12)
sin § sin ¢ cos @ 0

2.2. Festlegung des Zenits durch Zenitdistanzmessung
Die Bestimmungsgleichung lautet

z’s = cos z (13)
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X
Abb. 3

und ergibt skalar geschrieben den Seitencosinussatz der sphirischen Trigonometrie.
COS z = oS ¢ cos § cos ¢ + sin ¢ sin §

Einfache Differentiation der Gl. (13) ergibt:

— sin z dz = dz”s + 27ds (14
Mit dz = ndo
ds = AdA
geht Gl. (14) iiber in
— sin z dz = nsdg + z [Ta, b] dA 15)

Die darin vorkommenden Inprodukte kénnen wieder geometrisch gedeutet werden
und ergeben skalar (siche Abb. 4a, 4b):

Abb. 4a Abb. 4b
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n’sdo = (n s151nz-|—nzcosz)d<p— — cos a sin z do

z7a d3 = (sT acosz+ s 1as1nz)d8—smzcosqd8

zTb cos 8 dt = (sT_a cos z + $;7b sin z) cos 8 dt = — sin z sin g cos 8 dt
=0
Eingesetzt in Gleichung (15) ergibt sich die zu Glelchung (11a) analoge, wobei das
Glied sin g cos 8 umgeformt wurde.

cos ¢ sin @

. dt
sin q cos &

dz = cos adp — cos q dS +

Die explizite Darstellung dieser Gleichung ergibt die differentiellen Beziehungen

fiir die Bestimmung der Breite und des Stundenwinkels (Ldnge), woraus abgelesen

werden kann, daB fiir Breitenbestimmungen aus Zenitdistanzmessung Beobachtungen

in der Nidhe des Meridians, fiir Lingenbestimmungen jedoch in der Ndhe des ersten
Vertikals durchgefiihrt werden sollen.

dp = secadz — cos ¢ tg a dt + cos g sec a dd
dt = sec ¢ cosec a dz — sec ¢ ctg a dp + cos g sec ¢ cosec a dd (16)

2.3, Festlegung des Zenits durch Richtungs(Azimut-)messungen
Die Bestimmungsgleichung lautet (siehe auch Abb. 3)

n’s

clga= oTs 17)

und ergibt skalar geschrieben den Cotangentensatz der sphédrischen Trigonometrie.

— cos ¢ 1g 8 + sin ¢ cos ¢

clg a = sin ¢
Einfache Differentiation der Gl. (17) ergibt:
1 o’s (n’ds + dn”s) — n”s (o7ds + do’s)
- = da = - (18)
sin2 g (0's)? ‘

Das Inprodukt 07s = — cos 8 sin ¢ wird nach Gl. (3) ersetzt durch -sin z . sin a:

sin z

P da = (n"ds + dn”s) — ctga (0'ds + do”s) , doT = (0,0, 0)

sin z da = sin a dn”s + (sin an” — cos a o7) ds (19)

Die darin vorkommenden Ausdriicke kénnen geometrisch gedeutet werden:

sina dn’s = — sin az’s dp = — sin a cos z do
sinan” — cosao’) = [ —sinasing 17
[ cos a ]
sin a cos ¢
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Dieser Vektor kann gedeutet werden als ein urspriinglich im Horizontsystem dar-
gestellter Vektor s’ (a + 900 , z = 909), der mit Hilfe der Matrix R in das Stunden-
winkelsystem verdreht wird (siche auch Gin. (8, 9, 10)).

cos a
0
b'7ds = D'TAdA = sin q d8 + cos q cos 8 dt

§ = [—Sina ]=b’ , W =R™ = (sinan — cosa o)

Eingesetzt in Gl (19) ergibt sich die zu Gleichung (11a) analoge.
sin zda = — sina cos z dp + cos g cos § dt 4 sin g dd

Die explizite Darstellung dieser Gleichung ergibt die differentiellen Beziehungen
fiir die Bestimmung des Zenits und man ersieht, daB3 fiir Breitenbestimmungen aus
Richtungsmessungen Beobachtungen in der Néhe des ersten Vertikals, fiir Lin-
genbestimmungen jedoch in der Nidhe des Meridians durchgefiihrt werden sollen.

do = — tg z cosec a da + cos g cos 3 sec z cosec a dt + sin g sec z cosec a dd
dt = sin z sec g sec 8 da + sin a cos z sec q sec 8 dp — tg q sec 8 dd
(20)

2.4, Bestimmung des Azimuts

Wir unterscheiden hier Methoden, die neben der Richtungsmessung als zweite
MeBgroBe die Zeit oder Zenitdistanzen verwenden. Die Differentialformel fiir die
erste Methode ist bereits unter der Festlegung des Zenits aus Richtungsmessungen
behandelt worden. Es ergibt sich die Beobachtungsposition der gréBten Digression
fiir polnahe Sterne. Es soll hier nur mehr der Fall der Azimutbestimmung aus Zenit-
distanzen behandelt werden.

Die Bestimmungsgleichung lautet

sind = s"p = Rs)p, p" = (0,0, 1) 1)
und ergibt skalar geschrieben wieder einen Seitencosinussatz.
sin 8 = — cos ¢ sin z cos @ + sin ¢ cos z

Wir nehmen an, daB der Vektor s’ und ds’ gedndert und zusi'tzlich mit der
differentiellen Matrix dR verdreht wird:

sin 8 + d8) = {[dR"RT (8" + ds"))"p = {(E + dR,/ I RT (&' + as")}"p
Bei Vernachldssigung Glieder zweiter Ordnung ergibt sich:

cos 8 dd = (RTds)p + (dR"R7s")"p (22)

Einfache Matrizenmultijlikation ergibt:

(R7ds")™p = (— cos ¢ cos z cos a — sin z sin ¢) dz + cos ¢ sina sin z da
(@R "R7s")p = (sin ¢ sin z cos a + cos ¢ cos z) do

Eingesetzt in GL (22) und umgestellt ergibt:
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da = (tg ¢ + ctg z cos a) cosec a dz — (ctg z + tg ¢ cos a) cosec a dop +
cos § sec ¢ cosec a cosec z dd
(23)

Aus dieser sieht man, daB sich widersprechende Forderungen vorliegen. Damit
der EinfluB} einer fehlerhaften Breite minimal wird, miif3te # = 900, zur Elimination
eines MeBfehlers in der Zenitdistanz ¢ = 900 (Elongation) sein.
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Bemerkungen zum Querfehler in Zugsmitte bei einem Polygonzug
mit Zwischenorientierungen

Von Josef Zeger,Wien

Zusammenfassung

Kritische Untersuchung der Gleichung fiir die Berechnung des Querfehlers in der Mitte eines
an beiden Endpunkten koordinaten- und richtungsmiBig angeschlossenen Polygonzuges (aus
Jordan/Eggert/Kneissl: Handbuch der Vermessungskunde), sowie der aus dieser Gleichung abge-
leiteten Behauptung, daB der Querfehler in Zugsmitte beim Vorhandensein einer einzigen Zwischen-
orientierung groBer wird als bei einem gleichen Polygonzug ohne Zwischenorientierung.

Fiir die Beurteilung der Giite eines Polygonzuges ist nicht nur die Grofle seiner
AbschluBfehler maBgebend, es ist auch nétig, iiber die nach der Ausgleichung zu
erwartenden Lagefehler der Polygonpunkte Bescheid zu wissen. Da im allgemeinen
der Polygonpunkt in Zugsmitte den groBten Lagefehler zu erwarten hat, werden
vielfach Abschidtzungsformeln fiir den Ldngs- und Querfehler des Polygonpunktes
in Zugsmitte angegeben, mit deren Hilfe man bereits nach der Erkundung eines
Polygonzuges abschidtzen kann, mit welchen Lagefehlern man in diesem Zug nach
der Ausgleichung zu rechnen haben wird. Fiir den allgemeinen Fall eines Polygon-
zuges sind solche Formeln relativkompliziert und somit fiir die praktische Anwendung
wenig geeignet. Da man auBerdem immer bestrebt sein wird, der Idealform eines
Polygonzuges — gestreckter Zug mit gleich langen Seiten — moglichst nahe zu
kommen, werden der einfacheren Handhabung wegen diese Abschdtzungsformeln
fiir den gestreckten Zug mit gleich langen Seiten angegeben.

Die Abschidtzung des Langsfehlers in Zugsmitte ist abhdngig von dem bei der
Polygonzugsmessung verwendeten StreckenmefBgerit, sie bietet weiters keine
Probleme und wird daher hier auch nur erwdhnt, Etwas schwieriger wird es bei der
Abschiatzung des Querfehlers. In [1] sind im Band II Abschiatzungsformeln fiir den
Querfehler in der Mitte eines Polygonzuges angegeben :



