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Uber die Aquivalenz von Loésungen des geoditischen
Randwertproblems

Von Erhart Ecker, Berlin

Zusammenfassung

Fiir das geoditische Randwertproblem existieren im wesentlichen zwei verschiedene Lsungen,
entsprechend den Zugédngen liber die Formulierung und Losung einer Integralgleichung einerseits
und die analytische Fortsetzung der Schwereanomalien andererseits, Zwei fiir die unterschiedlichen
Zuginge typische Losungen werden in dieser Arbeit auf ihre gliedweise Aquivalenz untersucht
und ein rechnerischer Aquivalenzbeweis fiir die ersten vier Glieder der Losungsreihen gegeben.

1. Die beiden Losungen von Brovar und Moritz

In diesem Abschnitt werden die beiden Losungen des geoddtischen Randwert-
problems von Brovar und Moritz gegeniibergestellt, um im 3. Abschnitt fiir die
ersten vier Glieder der Losungsreihen die Aquivalenz zeigen zu konnen. DafB diese
Aquivalenz bestehen muB, wurde schon von Moritz festgestellt, denn beide Losungen,
so unterschiedlich sie gewonnen sind, stellen asymptotische Reihen derselben Funk-
tion beziiglich desselben Parameters dar und miissen daher gliedweise dquivalent
sein (Duschek, S. 26). Da in beiden Losungsansidtzen die planare Approximation
eingefiihrt ist, miissen sich die Glieder der Losungsreihen auch nur in planarer
Approximation entsprechen.

Die Brovarsche Lisung: Anfangs der Sechzigerjahre hat Brovar das geodétische
Randwertproblem im AnschluB an Molodensky {iber Formulierung und L&sung
von Integralgleichungen in etlichen Variationen dargestellt. Wir beziehen uns hier
auf die im Endergebnis einfachste Lésung (Brovar, S. 237—240), die folgende
Gestalt hat:
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Hierin ist S(f) das Stokessche Integral, angewandt auf f, also
R
SO = g [ r5®ae,
(o)

p der ganzzahlige der beiden Werte n/2, (n — 1)/2 und g der ganzzahlige der beiden
Werte (n — 1)/2, (n — 2)/2. Alle anderen Bezeichnungen, wie T, Ag, h, ly, B, ¢, S({)
usw. entsprechen dem Buch ,,Physical geodesy* von Heiskanen und Moritz.

Die Moritzsche Losung: Moritz hat Ende der Sechzigerjahre eine Loésung des
geodidtischen Randwertproblems aus einem heuristischen Ansatzpunkt hergeleitet
(Moritz, 1969, S. 18 —22). Er schrieb eine Taylorreihe fiir die Fortsetzung der Schwere-
anomalien vom Geoid (Ag*) auf die Topographie (Ag) an und formalisierte sie
durch Ag = U(Ag*). Durch den der Fortsetzung nach unten entsprechenden
Umkehransatz Ag* = D(Ag) bekam er aus Ag* = D[U(Ag*)] die Operator-
identitdt DU =1, aus der er mithilfe der Molodenskyschen Methode, 4 durch
kh zu ersetzen und nach Potenzen von k zu sammeln, den die Fortsetzung nach
unten bewirkenden Operator D aus U bestimmte. Durch Anwendung der Stokes-
schen Formel auf Ag* = D(Ag) erhilt er das Storpotential 7% auf dem Geoid
und durch Fortsetzung nach oben das Storpotential T auf der Topographie.

Das Ergebnis dieser Vorgangsweise (Moritz, 1969, S. 22) bei Fortsetzung der
Schwereanomalien auf das Niveau des Punktes, in dem die Stokessche Formel
angewandt wird, 14Bt sich durch folgende Gleichungen zusammenfassen:

o]
7= % ™ )
n
n=0

M
T n= S(gn), ) o (5)
go=Ag, .. (6)

n
gn= — % Zk Lk (gn_k), ZzZ = h —_ I'IA. . (6)
k=1

Hierin ist /# die H6he des laufenden Punktes im Stokesschen Integral, wihrend /4
die Hohe des Aufpunktes ist, in dem das Stokessche Integral zur Anwendung kommt.
Fiir die linearen Operatoren L, gilt
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Ly=1,
Ll(f)——”f -7 4o, ()
o
Lo(f) =3 Ly ln—a(D)] = S L1 (). ®)

Die Formeln (5), (6) lassen sich noch, wie sich allgemein zeigen 146t, im Hin-
blick auf die Ausrechnung vereinfachen. Ersetzt man die Rekursion in (6) durch

h
To=0gF=— I MLi(Za—k), . O)

k=1

so kann man die urspriinglichen g, durch

h
g0= 0 gn=— B (hk — HS) Lk (§n—r) ... (10)
k=1

darstellen. Dies kann man wie folgt deuten: durch g = X g, wird ja, entsprechend
der Tatsache, da3 das Moritzsche Verfahren in planarer Approximation als Taylor-
reihe deutbar ist, gerade die Fortsetzung der Schwereanomalien auf das Geoid
vollzogen. Die restlichen Terme von (10) von der Form

E 11{4 Li(gn—«)

k=1

miissen also zwangsldufig fiir die Fortsetzung von g ins Aufpunktsniveau A4 ver-

antwortlich sein.
Bilden wir nun T»™ nach (5), so finden wir unter Verwendung von (10) und

S(hg{f):hff S(f), sowie den in planarer Approximation giiltigen Formeln (Moritz,
1969, S. 10)

S[Li(N] = Li[SN] = — £, ... (1D
die wir natiirlich auch in der Form S[L.(f)] = S[rll—Lan_l(f)] = — ’17Ln—1 N
anwenden konnen,
L —
™ = 5@y - = T Le—1Gn—io. . (12)
k=17%

Darin kann der zweite Term vereinfacht werden, indem man aus der Summe das
Glied fiir £k = 1 herausnimmt, es mittels (9) als Summe schreibt und mit der nun
ab 2 laufenden Summe zusammenzieht. Zwar ist die sich so ergebende Darstellung

IM—a@+fga—AM%1@Lw—muml ... (13)
lc—

ein wenig komplizierter als (12), aber fiir die Ausrechnung praktischer. SchlieBlich
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benétigen wir fiir den Aquivalenzbeweis noch Ly (TyM); aus (13) ergibt sich hierfiir
mit (11)
- e 1 —
Ly(Tw™) = — gn +/ 22(1 — ) Lili* Lig—1 (8n—10] — L1(hAg) 8, 1. ... (14)
=
Damit sind wir mit der allgemeinen Umformung der Moritzschen Lésung am
Ende und schreiben die ersten vier Terme an. Zunéichst erhalten wir aus (9) die g»:

EO = Ag;
g1 = — hL;(Ag),
82 =hLi[hLi(Ag)] — h2L,(Ag), ... (15)

g3= — hLi{hLy[hLy (A1} + hLy [h2Ly (Ag)] 4 h2Ly [hLy (Ag)]—h3L;(Ag)
Damit folgt aus (14)

M
Li(T )= —Ag
Li@) = WLy (bg) — Ly (hrg),
L@y = L 2Ly2 (8g) — hE Ly () + LLi B2Ly (Ag)), .36
L@y =1L, 8g) — LeL2 Bl Ag) — JhLi U2Li2 (Ag))
+ hL{hL{[hLy (Ag)]}+ ;— Ly [BLy2 (Ag)] — %Ll {h2Ly WLy (D))}

Im néchsten Abschnitt werden wir die Brovarsche Losung einer dhnlichen
Behandlung unterziehen, um schlieBlich im 3. Abschnitt die Aquivalenz der Glieder

bis n = 3 zeigen zu kdnnen.

2. Umformung der Brovarschen Lisung

Um in die durch die Uberschrift angekiindigte Materie einsteigen zu konnen,
miissen wir einige weitere Operatoren, Integralsitze und Operatorbeziehungen
anfiihren. Im weiteren werden wir uns damit beschéftigen, wie man diese Kenntnisse
anwenden kann, um Integrale mit 1/lp2#+1 im Integranden in Linearkombinationen
von Lg-Operatoren umzuformen. Dies wird uns schlieBlich die Umformung der
Brovarschen Losung gestatten.

Einige Operatoren: Der durch (8) und (7) definierte Operator Ly = ~12—L12 kann
in planarer Approximation durch den tangentialen Anteil A , des Laplaceoperators A
ausgedriickt werden. Fiir A,, wirksam auf der Kugel r = R, gelten folgende Dar-
stellungen :

0 02 1 02

1
Bz = g5 (ot ¥ 26 + 563 T snzg 332"
1 02

_i(t 9 82+_ ) a7
_cho tl)w—l—%—z Snz) 32"

...
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02 02 "
= 5 T L. a7
worin &, A und ¢, « zwei Paare sphérischer Polarkoordinaten und%, p, Zz topozentri-
sche Koordinaten auf der Kugel » = R sind, mit X nach Siiden, J nach Osten und
Zznach oben.

In planarer Approximation gilt nun L{2 + A, = A, und daraus folgt in bezug auf
eine auf » = R gegebene Flachenfunktion die Beziehung

Ay=—Li2= —2L,. ... (18)
Nun gibt es fiir Flichenfunktionen einen Integralsatz (Mc Connell, S. 189; Moritz,
1968, S. 8), der fir die Kugel spezialisiert die Gestalt

—([D(U, V)do = [[UA,V do = [[VA,Udo

hat. Hierin ist D ein Operator, der in topozentrischen Koordinaten durch

oUuoVv oUV
D(U’V)_ﬁa—}+a_}'a—3; .. (19
definiert ist. In Zusammenhang mit dem Integralsatz brauchen wir den Operator
D aber nicht, denn von der Integralformel niitzen wir nur das rechte Gleichheits-
zeichen aus; beriicksichtigt man A, = — 2L,, so kann man die Integralformel in

der Form
UL,V do = [[VLyUdo o (20
o} [0}

schreiben. Diese Formel wird flir die Umformung der Brovarschen Ldsung grund-
legend sein. Man kann sie auch direkt leicht bestitigen, wenn man U, V als in kon-
vergente Kugelflichenfunktionsreihen entwickelbare Funktionen voraussetzt und

fﬁrL2=%L12 die Beziehung (Heiskanen und Moritz, S. 39 (1—102))

fzzfn =>> Ll(f)=—%2nﬁ, ...(21)

verwendet,
Aus (17"), (18) und (19) leitet man leicht folgende, fiir spitere Anwendungen
niitzliche Beziehungen her:

Li2(UV)= UL2(V)+ VL;2(U) — 2D (U, V), )
D (U, V) = nU—1D (U, V), C..(23)
UD(V,V) = —%LIZ(UVZ)—l- UL2(UV) —%U2L12(V); .. (29)

letztere dient insbesondere zur Umformung von Gliedern wie Gixtan2f, denn es
kann fiir tan2p3 = D (h, h) geschrieben werden, wie man sogleich einsieht, wenn man
fiir die Topographie im topozentrischen System die Gleichung z— /4 (%, y) =0
ansetzt und die maximale Geldndeneigung P als Winkel zwischen der Flachen-
normale und der z-Achse mit Hilfe des Gradienten bestimmt.

Abwiilzung der Potenzen von 1/ly: In der Brovarschen Lésung kommen Integrale
der Form
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(h— luv)z""‘1
f f lo2n T lants k do

vor. Wir miissen nun versuchen, die Potenzen von /y mit Hilfe der Integralformel
(20) so abwilzen, daBl am Schlul3

R2 1 — 2n—+1
T ff I 0 [(h — hp)> 1G] do
G

steht; dabei ist @ irgendein Differentialoperator, der sich aus der Abwilzung be-
stimmen mufB3 und der irgendwie aus Li-Operatoren zusammengesetzt sein mul,
um auf eine mit der Moritzschen Losung vergleichbare Darstellung zu kommen.

n
Um dieses Ziel zu erreichen, miissen wir zuerst versuchen, 1// mit Hilfe der
0

3
L,-Operatoren auf 1/l oder 1/10 zurlickzuftihren. Zundchst findet man mittels

(17") aus Iy = 2R sm;p

(1)_ n2 nm—2)

)~ t: T 4Ry
und daraus in planarer Approximation, mit Ay = — 2 Lo,
1y 1 n2
2 () =~ 2w @)
und firn =1
1 11 ,
L2<?(;)——§—l;5- ...(25)
Durch wiederholte Anwendung von L, auf 1//; findet man aus (25") mit (25)
n{l\) N\a [(2n — DI]2 :
2 () = (=) P N

Hierin kann man auf der linken Seite L’; = L2 L, schreiben und (25') einsetzen;

2n4-1
dann erhilt man, nach 1/10 aufgelost,

1 (=2t n—1<1)
Lt 7 [(2n — DI L2 ) Lo 2D
Diese Formel leistet zusammen mit der Integralformel (20) die Abwéilzung der
Potenzen von 1//y. Als Beispiel wollen wir die in der Brovarschen Lésung vorkom-
menden Integrale umformen.
In (2) und (3) kommen die Integrale
— 2 — hp)2v
J= ( 1/2)5—7J (h— e ds, )

v lp2v+1 n—2v

(¢
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K=(_3/2)IEJ (h= heytt do c (29

v 27 lp2v+3 n—2v—1
c

k
vor. Setzt man hierin fiir l/l0 die Formel (27) ein, so kann man iiber wiederholte

3
Anwendung der Integralformel (20) die Potenzen von 1/ly bis auf 1// abwilzen,
wonach die Li-Definition angewendet werden kann. Unter Verwendung von (7)
und (8) bekommt man

1

= — . 2 ’
J v L2v _ 1[(/1 hp) \’Gn _ 2v]’ .. (28)
I . 2v + lG '
K= 2v_{_l[(z—u:) n—2v—1]' ... (29)
Spéter brauchen wir noch
2v
Li(J)=— L2v[(h — hp) Gn _ 2\’]. ... (287)
Nun kénnen wir an die Umformung der Brovarschen Losung herangehen.
Umformung der Brovarschen Lésung: Aus (2) und (28) folgt
? S h—hp)G 30
== n) — A - v o o e
Tn S (Gr) w12 2v—1[(1 ) n—2v]’ (30)
und aus (3) mit (29)
q 2v 41 P 2v
- — (= 1)V
Gn _\,262\» + l[h hp) Gn —2v— 1] VE g )Y tan @ Gn —2v+Ag 8n,o'
... (3D
Analog zur Vorgangsweise bei der Moritzschen Losung bilden wir aus (30)
? SL )26 2
LT)=-6G _v=12"[(h —he)y G L) ... (32)
worin wir aus (31) fiir G» einsetzen kénnen; das ergibt
L (T) = %L[l—h)vG ]+§( )'tan>’s G —Ags
1 __;=1v1 P n—v v=1_ anf n—2v g n,o0
... (32)

Hierin widersetzt sich vor allem die zweite Summe einer Umformung in Richtung
auf einen allgemeinen gliedweisen Aquivalenzbeweis. Im Einzelfall macht jedoch die
Umformung der Glieder dieser Summe mittels (24) keine Schwierigkeiten. Zunéchst
ergibt sich aus (31) firn =0, 1, 2, 3

GO = Ags
Gl =1, [(]1 — /1P) Go] =1L (hAg) —hL (Ag),
Gy, = Ly [(h — hr) G1] + Gy tan2f3, ... (33

Gy = Ly [(h — hp) Gy) + Ls [(h — hp)? Go] + Gy tan2 B.
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.- Zur Umformung der Terme Gytan2p, Gtan2p steht uns die Formel (24) zur Ver-
fiigung. Schwierigkeiten erwachsen hierin allein aus dem Term L [(h — hr)3Gy).
Hier landet man bei korrekter Anwendung der Rechenregeln fiir die L«-Operatoren
in einer Sackgasse, wenn man die Umformung nicht in einer ganz bestimmten Weise

vornimmt; und zwar mull man Lj als—;— L L, schreiben und sich bei der Berechnung

von L, [(h — hp)3 Ag] von der Definition (17") des Operators A, = — 2 L, leiten
lassen. Dann bekommt man

Ga = Ly Ly (hAg)] — Ly ULy (M) + ALy 1Ly (g)] —  Li2 (12Dg) —
—%1121:12 (Ag), ... (33)
Gy = Li{hLy[hLy (hAg))} — Li{hLy [h2Ly (Ag)]} + Li{h2Ly [hL; (Ag)]}
— S L1 UL (Bg)) — hLy{hLy 1Ly (Bg)]} + 3 hLy 2Ly (Bg))
- %Ll ULz (hhg)) — g Ly* (Ag) — S L2 2Ly (hAg))
+ 212 IRLy (Ag)) + g2 Li 1Ly (Ag))
SchlieBlich bekommt man aus (32)
L1(T§)=—Go=—Ag,
L1(Tf)=—G1, N )
Li(T)) = — Go — Ly [h — hr)2Go),
Li(T)) = — G3 — Ly [h — hn)2G].

Setzt man darin aus (33) fiir Gk ein, so erhilt man die rechten Seiten von (16). Somit
haben wir als rechnerisches Endergebnis gefunden, dal3

M B
Li(T,) = L (T,),n=0,1,2,3 ... (35)

gilt. Aus diesen Gleichungen werden wir im nichsten Abschnitt die Aquivalenz der
Glieder folgern.

3. Aquivalenz der Lisungen

In (35) haben wir
M B
Li(T,—-T,)=01r=0,123 ... (36)

gefunden. Wir miilten zeigen, daB3 daraus

B
TM—T =0

folgt. Leider folgt aber aus (36) nur
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M B
Tn‘— Tn=cn=konstant,n=0,1,2,3 N Y]
Dies sieht man so ein: nehmen wir an, f =T n T,, sei auf r = R in eine konver-

[s¢]

gente Kugelflichenfunktionsreihe f= X f, entwickelbar. (Die Annahme der Kon-
n=o

vergenz bedeutet hier, wie wir sehen werden, keine wesentliche Einschridnkung,

da es nur um den konstanten Anteil der Funktion f geht; &hnlich ist es mit der

Annahme der Entwickelbarkeit.) Nach (21) folgt aus dem Ansatz

1 oc
L1 (f) = —ﬁ 2 n n.
n=o

Wir haben gezeigt, dal L; (f) = 0 ist, also gilt nfa =0 fir n=0,1,2,... und
hieraus folgt wohl f, = 0 fiir n # 0, aber nicht f; = 0. Es kann also fy = ag Py
(cos ) = ag = konst. ohne weiteres ungleich Null sein, wie behauptet.

Dies mindert aber den Wert der ,,Aquivalenz nicht wesentlich, da es.ja bei
einem Potential kaum jemals auf einen konstanten Anteil ankommt. Bezogen auf
Hohenanomalien

heiBt diese Aquivalenz, daB die nach beiden Losungsmethoden berechneten Geoid-
reliefs sich um einen konstanten Betrag der Hohe nach unterscheiden koénnten.
Dies ist an sich unwesentlich.

Abschliefende Bemerkungen: Mit dem Formelsystemen (1) bis (3) und (4) bis
(6) von Brovar und Moritz liegen zwei verschiedene L&sungen des geodétischen
Randwertproblemes vor. Als asymptotische Entwicklungen derselben Funktion
nach demselben Parameter sind sie, wie schon Moritz in seiner ersten Arbeit fest-
gestellt hat, gliedweise dquivalent. Der praktische Aquivalenzbeweis bis T, wurde
schon von Moritz gegeben; in dieser Arbeit wurde er in etwas strikterem Sinne
gliedweise nachvollzogen und um die Aquivalenz fiir T3 erweitert. Es wurden Formeln
erarbeitet, die grundsitzlich die Grundlage fiir den praktischen Aquivalenzbeweis
der hoheren Glieder bieten, jedoch wiirde vermutlich die Darstellung der Aquivalenz
fir T4 sogar fiir Leser von iiberdurchschnittlicher Geduld eine kaum zumutbare
Belastung sein.
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