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Dreidimensionale Koordinateniibertragung auf dem Ellipsoid
Von Karl Ramsayer, Stuttgart

Summary:

For the rigorous determination of the spheroidal coordinates (latitude, longitude and alti-
tude) of a set of reference points the methods of three dimensional geodesy should be applied.
These methods can be simplified essentially, if — as it is usually done — the influence of the de-
flections of the verticals is neglected. For this case rigorous formulae are derived for the transfer
of spheroidal coordinates and azimuth, if slant range, azimuth and vertical angle in the initial
point are given, resp. for the calculation of slant range, azimuth and vertical angle from the
spheroidal coordinates of two points. The new formulae are tested by a numerical example.

1. Einleitung

Zur strengen Koordinierung eines Festpunktfeldes auf einem Referenzellipsoid
sind die Methoden der dreidimensionalen Geodisie [1, 2, 3, 4, 5] anzuwenden,
d. h. es sind auBer den iiblichen Horizontalwinkel- und Streckenmessungen noch
zusitzlich Hohenwinkelmessungen und astronomische Breiten-, Léngen- und
Azimutbestimmungen auszufiihren. Der praktischen Anwendung dieser Methoden
steht hauptsdchlich der wesentlich erh6hte MeBaufwand entgegen, der insbesondere
durch die groBe Zahl der erforderlichen astronomischen Beobachtungen bedingt
ist. Die geringe Genauigkeit der Hohenwinkelmessungen ist kein entscheidender
Hinderungsgrund, da die Lagegenauigkeit der Netzpunkte dadurch nur unwesent-
lich beeinfluit wird, und die Bestimmung ellipsoidischer Héhen aus H6henwinkeln
und astronomischen Beobachtungen immer noch wesentlich genauer ist, als die
Ableitung aus Nivellements und Geoidbestimmungen.

Verzichten wir auf die Beriicksichtigung der Lotabweichungen oder, anders
ausgedriickt, unterstellen wir, daB die wahren Lotrichtungen Normalen des Bezugs-
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ellipsoids sind, so kénnen wir die astronomischen Beobachtungen wie bisher iiblich
auf den Zentralpunkt und etwaige Laplacepunkte beschrinken. Dadurch wird eine
vereinfachte dreidimensionale Berechnung moéglich. Diese liefert zwar im Vergleich
zur klassischen zweidimensionalen Netzberechnung auf dem Ellipsoid keine groBere
Genauigkeit, hat jedoch den Vorteil, da Netzteile mit groBen Lotabweichungen
(Gebirge) ohne Ubergangsschwierigkeiten durch zusitzliche astronomische Be-
obachtungen streng dreidimensional koordiniert werden konnen. Weitere Vorteile
sind, dafl gemessene Raumstrecken und Horizontalwinkel unmittelbar, also ohne
Reduktion auf das Ellipsoid, verwendet werden konnen und daB, wenn wir von der
Vernachlédssigung der Lotabweichungen absehen, eine strenge Koordinateniiber-
tragung moglich wird.

Da im Rahmen dieser Veroffentlichung alle aus der dreidimensionalen Be-
rechnung auf dem Ellipsoid sich ergebenden Moéglichkeiten nicht behandelt werden
koénnen, soll nachstehend nur auf die beiden Hauptaufgaben der dreidimensionalen
Koordinateniibertragung auf dem Ellipsoid eingegangen werden.

2. Die erste Hauptaufgabe der dreidimensionalen Koordinateniibertragung auf dem
Ellipsoid mit Hilfe von Breiten- und Lingenwinkel

Gegeben sind die ellipsoidischen Raumkoordinaten eines Punktes P, ndmlich
die geographische Breite By, die geographische Lénge L; und die ellipsoidische
Hoéhe Hy, ferner das ellipsoidische Azimut A4y einer AnschluBirichtung PqP,.
Gemessen wurden die rdumliche Entfernung d;, von P; zu einem Punkt P,, der
Hohenwinkel B, der Strecke P;P, und der Horizontalwinkel y; zwischen den
Strecken P; Py und P;P,. Gesucht werden die Koordinaten By, L,, H, von P,
und das Gegenazimut A,;. Der Einflul der Lotabweichungen darf vernachlissigt
werden.

Zur Losung dieser Aufgabe berechnen wir die Koordinaten von P; und die
Richtung von PP, im geozentrischen Koordinatensystem. Dann berechnen wir
die geozentrischen Koordinaten von P, und das Azimut 4,; der Raumstrecke P, P;.
SchlieBlich werden die geozentrischen Koordinaten von P, in ellipsoidische Ko-
ordinaten umgerechnet.

Im einzelnen ergibt sich folgender Rechengang:

Die geozentrischen Koordinaten x;, y;, z; von Py ergeben sich streng aus

x1 =1+ Hy) cosBy cosLy, y1 =(Ny+ Hy) cos By sinLy,
z; =Ny (1 — e?) + Hy) " sin By,
c

e V1 + €2 cos2 By

N R))

N; = Querkriimmungsradius in der Breite By, ¢ = Polarradius, e bzw. ¢’ = erste
bzw. zweite numerische Exzentrizitdt des Referenzellipsoids.

Die ,,geozentrischen Richtungen* der Raumstrecke Py P, lassen sich an Hand
von Bild 1 berechnen. Hier ist die Himmelskugel dargestellt, deren Mittelpunkt mit
dem Mittelpunkt O des Referenzellipsoids zusammenfalle. Thr Radius wird gleich
unendlich gesetzt, damit die terrestrischen Exzentrizitdten der verschiedenen Rich-
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tungen keinen Einflul haben. P, ist der Schnittpunkt des verlangerten Nordzweiger
der Rotationsachse des Ellipsoids mit der Himmelskugel, also der Himmelsnordpol.
Zy, Z, und Zg, sind die ellipsoidischen Zenitpunkte, d. h. die Schnittpunkte des
Ellipsoidnormalen der Punkte Pj, P, und der Greenwicher Sternwarte mit der
Himmelskugel. Ty und T, sind die Schnittpunkte der verlingerten Geraden P; P,
mit der Himmelskugel.

In Bild 1 sind auch die Achsen des geozentrischen Koordinatensystems einge-
zeichnet. Der Ursprung féllt mit 0 zusammen. Die positive z-Achse entspricht dem
Nordzweig der Rotationsachse des Ellipsoids. Die x-Achse ist durch den Schnitt
der Greenwicher Mridianebene mit der Aquatorebene festgelegt. Die positive
y-Achse weist nach Osten.

Abb. 1

Die Zenitpunkte Z; und Z, haben die Poldistanzen (900 — By) und (900 — B,)
und die geographischen Ldngen L, und L,. T, hat bezogen auf den Zenit Z; die
Zenitdistanz (900 — {315) und das Azimut A4,,. Diese Werte entsprechen der auf die
Ellipsoidnormale bezogenen Zenitdistanz bzw. dem auf den ellipsoidischen Horizont
von Py bezogenen Hohenwinkel 1, und dem ellipsoidischen Azimut der Geraden
von P; nach P,. Ty hat bezogen auf den Zenit Z, die Zenitdistanz (900 — 35;) und
das Azimut A,;. Diese Werte entsprechen der Zenitdistanz bzw. dem Azimut der
Geraden von P, nach Py.
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- Im ‘geozentrischen Bezugssystem legen wir die Richtung der Geraden P;P,
bzw. ihrer Verlingerung T1T, durch ihren ,,Breitenwinkel B, und ihren ,,Lin-
genwinkel“ L, fest. Dabei verstehen wir unter dem Breitenwinkel B, den Winkel
zwischen der Geraden PyP, bzw. T1T, und der Aquatorebene. B, ist positiv,
wenn der von Py aus auf die Himmelskugel projizierte Punkt P,, also T, auf der
Nordhilfte der Himmelskugel liegt. Die Poldistanz von T ist demnach (900 — By5,).
Der Lingenwinkel Z;, entspricht dem Winkel zwischen der Greenwicher Meridian-
ebene und der Ebene durch die Gerade P; P, bzw. T T,, die parallel zur Rotations-
achse des Ellipsoids verlduft. Schneiden wir diese Ebene mit der Himmelskugel,
so erhalten wir den GroBkreis T1P,T,. T, hat demnach die Linge L;,, die wir
vom Greenwicher Meridian aus nach Osten von 00..,3600 durchzidhlen. Der
Projektionspunkt T; (Projektion von P; auf die Himmelskugel von P, aus) hat die
geographische Breite B, und die geographische Lange L,;. Diese Werte entsprechen
dem Breiten- bzw. Lingenwinkel der Geraden P,P;. Da die Projektionspunkte T
und T, sich diametral gegeniiberliegen, gelten die Beziehungen

By, = — By, Ty = Lyp + 1800, ... 22

In dem Dreieck Z;P,T, sind bekannt die beiden Seiten (900 — B;) und
(909 — B1,) sowie das Azimut

A1 =410 + v1- A )]
Damit konnen wir die Breite B;, und die Linge L, von T, berechnen aus
sin By = sin By * sin B, + cos By * cos B3 cos A1y, ... (2.4)

_ sin 4y,
tg iz = Ly) = cos By tg By —sin By cosdqy - @23)
Lyp=Li+ L1z —Ly). ... (26)

Nunmehr lassen sich die geozentrischen Koordinaten von P, leicht berechnen aus
Xp=2x1 + dyy- cos By cos Lyy,
Y2 =1 +?12'cos§12-sinzlz, e (27)
23 =2y + dyp* sin By,.
AnschlieBend berechnen wir aus x,, y,, z, nach einem der bekannten Verfahren
(vgl. z. B. [6] S. 535/36) die ellipsoidischen Koordinaten By, L,, H,.
Nach der Berechnung von B; und L, sind im Dreieck T;P,Z, die Seiten
P,Ty =900 — By =900 + By, PyZ, =900 — B, und der eingeschlossene
Winkel

T\ PaZy =Ly + (3600 —T5y) =L, — Ly, + 1800

bekannt. Dabei ist zu beachten, daB in Bild 1 B,; negativ ist. Damit kénnen wir
das Gegenazimut A, berechnen aus

sin (L1 — Ly) _
cos B, tg By —sin By .cos(Ly; — L)
sin (L —L19)
= _cosB, tg By, + sin By cos (L, — L12) co. 2.8

1g A2 =
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3. Die erste Hauptaufgabe der dreidimensionalen Koordinateniibertragung auf dem
Ellipsoid mit Hilfe von lokalen kartesischen Koordinaten

Die erste Hauptaufgabe 148t sich auch dadurch 16sen, daBl wir ein lokales
kartesisches Koordinatensystem einfiihren, die lokalen Koordinaten von P, be-
rechnen und diese anschlieBend in geozentrische und dann in ellipsoidische Ko-
ordinaten umrechnen. Die dazu notwendigen Rechenformeln kénnen wir aus den
Formeln zur Berechnung eines dreidimensionalen Polygonzugs in einem lokalen
kartesischen Koordinatensystem [7] leicht ableiten, indem wir die astronomischen
Breiten, Lingen und Azimute durch die entsprechenden ellipsoidischen GroBen
ersetzen.

Im einzelnen gestaltet sich die Berechnung wie folgt: Wir fiihren ein lokales
kartesisches Koordinatensystem (x’, y’, z’) mit dem Ursprung in P; ein, dessen
Z'-Achse mit der ellipsoidischen Zenitrichtung in Py, d. h. mit der Ellipsoidnormalen
in P mit den Richtungswinkeln By, L; zusammenféllt. Die in der Tangentialebene
an das Ellipsoid in P; liegende positive x’-Achse weise nach Norden, die positive
¥'-Achse nach Osten, Hier bestehen zwischen dem auf das lokale System reduzierten
Azimut 415 und dem reduzierten Hohenwinkel 1, der Strecke P;P; und den ent-
sprechenden ellipsoidischen Groflen 412, B2 die trivialen Beziehungen ‘

A12 =412, B12 =P12 : NN ))

Die lokalen Koordinaten von P, ergeben sich demnach aus

Xy =d13°cosPia cos Ay, y2 =d12°cosPya sindyy, 2y’ =dyp sinBya . . . (3.2)

Diese Koordinaten lassen sich entsprechend [4] S. 22 in geozentrische Ko-
ordinaten xj, y,, z, umrechnen mit Hilfe der Gleichungen

Xy =x1 — (%2’ *sin By — zy *cos By)*cos Ly — y;' *sinLy,
V2 =y1 — (x3 *sin By — zp" *cos By) *sin Ly + y,’ * cos Ly, .. (3.3)
Zy = 21 + x5’ * cos By + 25’ * sin By,

Die geozentrischen Koordinaten werden dann wieder in elhpsmdlsche Ko-
ordinaten Bj, Ly, H, umgerechnet. :

Das Gegenazimut 4,; kann entsprechend den Ausfithrungen zur Berechnung
des astronomischen Azimuts bei gegebenem reduziertem Azimut in [7] und nach
Bild 1 wie folgt berechnet werden: Wir berechnen zunichst im Dreieck Z;P,Z,
aus (900 — By), (900 — By) und (L, — L;) die GroBen 93, €13, 2 mit Hilfe der
Gleichungen

cos ¥, =sin By *sin B, +cos By cosByrcos(L, —L;) ... (3.4)
oder fiir kleine 9,
~ |/(B2 — B1)2 + (L, — L1)2+cos By " cos By, ... (3.4a)
__cos By tg By —sinByrcos(Ly —Ly). .
cig €12 =, sin(L, —Ly) ) S (‘3‘. 5)

sin By cos (Ly — L{).—cos By tg Bl
sin(Ly — L)

ctg ey = . (3.6)
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Dann berechnen wir
vig = Ap1 — €13 = Ayp £ 1800 — ¢y, NN
Damit sind im Dreieck T1Z,Z, die Seite Z;Z, = %, und der Winkel v;,
bekannt. Beachten wir, da3 auch die Seite
T1Zy =900 — Byy =900 + By,

die der auf den Zenit Z; reduzierten Zenitdistanz der Richtung von P, nach P
entspricht, aus dem gemessenen Hohenwinkel B, leicht berechnet werden kann,
so sind wir in der Lage, auch den Winkel v, aus

cos &2 cos vy +sindy - tg P12

sin vVi2 e (38)

ctg vy =

zu berechnen. Das Gegenazimut A, ergibt sich dann aus
Azp =e3 + Va2 ... (39

Es sei noch darauf hingewiesen, dafl die Azimute 4, und 4,; der Raumstrecke
PP, den Azimuten der Normalschnitte entsprechen, die von den Normalebenen
in Py durch P, bzw. in P, durch P; aus dem Ellipsoid ausgeschnitten werden.

4. Die zweite Hauptaufgabe der dreidimensionalen Koordinateniibertragung auf dem
Ellipsoid

Bei der zweiten Hauptaufgabe sind aus den gegebenen ellipsoidischen Ko-
ordinaten By, Ly, Hj,und B, Ly, H, der Punkte P; und P, die Raumstrecke d,
und die Azimute 4, und 4; zu berechnen. Zur Ermittlung der Strecke d;, be-
rechnen wir zundchst die geozentrischen Koordinaten xy, y1, z1 und x3, y,, z, von
Py und P, entsprechend (2.1). Dann ergibt sich die gesuchte Strecke aus

dyp = (%2 — x)2 + (2 —yD2 + (22 — 22 NCE)
AnschlieBend berechnen wir den Breitenwinkel B, und den Lingenwinkel I,

von PP, entsprechend (2.7) aus

Y2 —N 23 —21, .o : Z2 — 2

L 22 tg B, = sin Ty, oder sin By = N (V)

vy —xy P2 =5 12 12 e 4.2
Damit sind im Dreieck Z;P,T,, Bild 1, die Seiten (900 — By), (900 — Bj,)

und der eingeschlossene Winkel (L, — L;) bekannt. Das Azimut A4, 1iBt sich also

berechnen aus

1gLy, =

cos By tg Byy —sin By * cos (L3 — Ly)

sin(Ty1, — L)) e (43

ctg Ay =

Das Gegenazimut 4,; kann wieder aus (2.8) berechnet werden.
Wir koénnen auch noch die Hohenwinkel By und ;; der Richtung PP,
bzw. P, P; berechnen. Wir erhalten aus Dreieck ZP,T,, Bild 1,

sin P2 = sin B+ sin By +cos Byrcos Byy-cos(Lya —Ly) ... (4.9
und aus Dreieck Z, T P,
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sin B2 = sin By * sin Byy + cos By * cos Byy - cos (L1 — Ly). ... (4.5
Dabei ist nach (2.2)

§21 = — 1_312, Z21 =I12 -+ 1800, e (4.6)

Die Formeln zur Berechnung der Azimute und Hohenwinkel der Raumstrecke
Py P, lassen sich auch aus den von Wolf [2], S. 226 angegebenen Beziehungen zwi-
schen dem astronomischen Azimut bzw. dem wahren Hohenwinkel, den geozentri-
schen Koordinaten der Endpunkte der Strecke und der astronomischen Lange und
Breite von P, ableiten, wenn wir die astronomischen GréBen durch die entsprechen-
den ellipsoidischen GréBen ersetzen. Gehen wir auBlerdem auf die hier verwendeten
Bezeichnungen iiber und beseitigen den Vorzeichenfehler in [2], Gleichung (4),
so erhalten wir folgende Beziehungen:

(»2 —y1) "cos Ly — (xp — x1) " sinLy

A= ; : :
18412 (zo — z1) *cos By — (x3 — xy) * sin By " cos Ly —(y, —y1)'sin By sinL;’
. (4.7
sin _(x2 —xp)rcos Byrcos Ly + (y, —y1) cos By sin Ly 4 (22 —zy)* smBl
12=

V(%2 — x1)2 + (2 — ¥1)? + (22 — 21)2
Nun ist nach (2.7) und (4.1)

Xy —x1=djz2 cos By cosLyy, y, —y1 =dja* cos §12 sinLy;, 23—z =
=d, ' sin By,
diz =) (x2 — x1)2 + (2 — ¥1)2 + (23 — z))2.

Hiermit erhalten wir aus (4.7) und (4.8) nach einigen einfachen Umformungen
wieder die Gleichungen (4.3) und (4.4).

5. Numerische Erprobung

Zur numerischen Erprobung der abgeleiteten Formeln verwenden wir die von
Andersen [9] S. 20ff. berechneten Zahlenbeispiele zur Ubertragung geographischer
Koordinaten auf dem internationalen Erdellipsoid.

Zweite Hauptaufgabe
Gegeben: B; = 55000'00,”0000, Li = 0000’00,”0000, H; = 0,000 m,
B, — 60056'25,"0910, L, — 13938'01,”0328,  H, — 0,000 m.
Gesucht:  dyj, Ay, 421, B12, B21.

Da die beiden Punkte P, und P, im vorliegenden Fall auf dem Ellipsoid liegen,
entsprechen die Hohenwinkel B15, B2; den Depressionswinkeln der Sehne PjP,.
1. Berechnung der geozentrischen Koordinaten nach (2.1):

x; =3 666 772,774,  y; = 0,000, z; =5 201 489,661,
xo =3 018 581,262,  y, =732 146,851, z, =175 552 235,324,

2. Berechnung von dj, nach (4.1):
di2 = 1038 825,139 m.
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3. Berechnung von Li,, B;, nach (4.2):

Ti1, = 131031'09,”9381,  B;, = 1904356,"7486.
4. Berechnung von B;,, 321 nach (4.4) und (4.5):

B12 = —4039'50,7800, B21 = —4039'45,4913.

5. Berechnung von A1, und 4, nach (4.3) und (2.8):
A2 = 45000'00,0002, A, = 236035'20,"'3847,
nach [9] 41, = 45000°00,”0001, Ayy = 236035'20,”3846.

Erste Hauptaufgabe
Gegeben: B; = 55000'00,”0000, L; = 0000'00,”0000, H; = 0,000m,
A, = 45000°00,”0000, B;, = —4039'50,7800, @1, =1 038 825,139 m.
Gesucht: By, Ly, Hj, A31.

a) Losung mit geozentrischen Richtungen

1. Berechnung von xi, y1, z; aus By, Ly, Hy nach (2.1):
x1; =3 666 772,774,  y; = 0,000, zp =5 201 489,661.

2. Berechnung von By,, L1, aus By, Ly, A3, B12 nach (2.4) bis (2.6):
B,, = 10043'56,7487, L, = 131031°09,"9383.
3. Berechnung von x,, y,, z nach (2.7):
x, =3 018 581,261, yo = 732 146,850, zo =5 552 235,324,

4, Umrechnung von x,, y,, z5 in By, L, Hy nach [6] S. 535/36:
B, = 60056'25,"0910, L, = 13038'01,”0327, H, = 0,000 m,
nach [9]:. .. 25, 0910 01, 0328 0,000

5. Berechnung von A,; nach (2.8):
Ayq = 236035'20,"3845, nach [9]: . . 20,3845,

b) Losung mit lokalen kartesischen Koordinaten

1. Berechnung von x,', p,', z,' aus d12, A12, B12 nach (3.2):
x, = 732 146,850, vy, '=1732 146,850, z,) = —84 473,351,

2. Berechnung von x1, y1, 21 aus By, Ly, H; wie al.

3. Berechnung von x,, 5, z, nach (3.3): .
x, =3 018 581,261, ¥y, = 732 146,850, zo =5 552 235,324,

4, Umrechnung von Xy, ¥, 2z, in By, Lo, H, wie a4:
B, = 60056'25,"0910, L, = 13038'01,”0327, H, = 0,000 m.

5. Berechnung von A, nach (3.4) bis (3.9):
9, = 9019’36,”2859, g1 = 44056’48,"'3768, e, = 56032'08,"7617,
vz = 180003'11,”6232, v, = 180003'11,6229, Ay = 236035'20,"3845,
nach[9): ..., 20,3845,
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Die Ergebnisse stimmen innerhalb der Rechenschirfe (0,0002 bzw. 0,002 m)
mit den Werten von Andersen iiberein. Dabei ist zu beachten, daB die dreidimen-
sionalen Formeln streng sind und fiir beliebige Entfernungen gelten, wihrend bei
den zweidimensionalen Naherungsformeln von Andersen bei Entfernungen iiber
1000 km ein merklicher Genauigkeitsabfall zu erwarten ist.
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Tendenzen der Ausgleichungsrechnung

(Gezeigt am Beispiel eines Winkel-Streckennetzes)
Von Kornelius Peters, Wien

0. Ist die Ausgleichungsrechnung uninteressant geworden ?

Elektronische LadngenmeBgerdte, welche Kilometerstrecken zentimetergenau
messen, Kreiseltheodolite mit automatischer Nachfiihrung, welche mit Triangulie-
rungsgenauigkeit orientieren, im téglichen Einsatz — Mekometer, handliche Ring-
laser, Lasergeodimeter ante portas — Tischcomputer, welche die tégliche Routine-
arbeit, GroB-EDV-Anlagen, die anonym alles, was dariiber hinausgeht, bewéltigen
— in unserer Praxis scheint kein Platz mehr fiir die so intensiv studierte und all-
gegenwirtige Ausgleichungsrechnung. Sie scheint sich in den Bereich der Satelliten-
netze und Blocktriangulationen abgesetzt zu haben.

MiBt man die Aktualitit von Themengruppen an ihrem Anteil an der wissen-
schaftlichen Literatur, ergibt sich jedoch ein voéllig unerwartetes Bild. Als Quelle
diente die jahrliche Ubersicht in der ZfV, welche seit 1951 eine duBerst instruktive,
nach Themen gegliederte Auflistung praktisch aller in Europa erschienenen Artikel
bietet, welche in irgend einem Zusammenhang mit dem Vermessungswesen stehen.
Ausgezidhlt wurden die Gebiete: 13. Ausgleichungsrechnung und zum Vergleich die
instrumentbezogenen Bereiche 4. Lingenmessung, 5. Winkelmessung und 7. Hohen-
und Tiefenmessung.




