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57. Jg. 

In Fortsetzung der vorangegangenen Arbeit [3] wird gezeigt, daß durch das Korrektionsglied 

- � tan2 �zur Gleichung 3,00 die mittlere Bodendichte durch Iteration gefunden wird. 

In der Arbeit „Die Lotkrümmung und das Gravimeterversuchsfeld am Busch
berg [2] wurde zur Berechnung der vertikalen Komponente der Anziehung eines 
Prismas mit dem in Abb. 1 beschriebenen Querschnitt, welches in der y-Richtung 
nach beiden Seiten eine wesentlich größere Ausdehnung hat, als in der x- und z
Richtung, folgende Formel von Helmert [4] verwendet :  

z 

/' 1 P = 2 k2crr1 sin cu1 [wo cos (cu1 - <p1) - sin (cu1 - <p1) In - ]. . . .  5,00 
/'2 

Abb. 1 Abb.2 
X 

s 

R T 
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Die Formel 5,00 gibt für ein Modell, für welches c horizontal liegt und bei T 
ein rechter Winkel auftritt, für einen beliebigen Punkt (Abb. 2 )  folgende Vertikal
komponente der Gesamtanziehung: 

P T  
P p  = 2k2a (ßH + d ln 

P S  
). . . .  5,01 

Bezeichnet man die Vertikalkomponente der Anziehung des Prismas mit dem 
Querschnitt STR auf den Punkt A mit (STR)A und analog die Vertikalkomponente 
des Prismas mit dem Querschnitt BSTR auf B mit (BSTR)B, mit dem Querschnitt 
STR auf C mit (STR)c und mit dem Querschnitt DSTR auf D mit (DSTR)v, so 
sind offenbar die Differenzen 

(STR)A - (DSTR)v = (BSTR)B - (STR)c 
und „ .5,02 

(STR)c - (DSTR)v = (BSTR)B - (STR)A 

wenn die Entfernung der vier Punkte gegen Null konvergiert. In beiliegender Tabelle 
wurden für ein Modell, in welchem der Winkel bei Rund S 450 beträgt, die Vertikal
komponente der Anziehung für die Punkte A, B, C und D, für AB = AD = 1 m 
iri. verschiedenen Höhen durchgerechnet und die wie in 5,02 berechneten Differenzen 
ausgewiesen. 

Zur Berechnung der Horizontal- und Vertikalgradienten in Bezug auf unser 
Modell ist aber noch die Wirkung des schmalen Prismas mit dem Querschnitt DSR 
auf D, nach der obigen Schreibart (DSR)v und mit dem Querschnitt BSR auf B, 
also (BSR)B zu berücksichtigen (siehe [5]). 

Die Vertikalkomponente eines in y von + bis - unendlichen Prismas mit dem 
Querschnitt Abb. 3 kann in zwei Teile zerlegt werden : 

Abb.3 Abb., 
R 

/ 
I 

X 

T z z 
f10RS: 

P i, 0  = 2k2ad [w0' cos (wi' + w' 0) - sin (w1' + w0') ln 'i] (w1' + w0') = o 1'2 

f10ST: 

/' 
P i, 0  = 2 k2ad [w0' cos o - sin o ln ___! ]; 

rz 

P z,o = 2 k2ad [w0 cos o - sin o ln 
„2 ]; 1'3 
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also : 

Po = P1,o  + Pz,o  = 2 k,2cr [(wo + w0') cos a + sin a In '.j ] ,  . . .  5,03 „, 
welche Formel natürlich auch direkt aus 5,00 mit qi1 = - w0' und (w0 + w0') 
als Winkel bei 0 hervorgeht. 
Analog kann man die Formel für die Vertikalkomponente der Anziehungskraft auf 
O' (Abb. 4) anschreiben : 

Po'= - 2k2crd [(Eo+ Eo') cos a - sin a /n ,.>]. . . .  5,04 
/' 1 

Zieht man in Abb. 3 die Parallele zu RT durch 0 und in Abb. 4 die Parallele 
zu R' T' durch O' und bezeichnet die so entstandenen Winkel bei 0 bzw. O' mit Cl. r, 
cx.3 bzw. ex' 1' C1.1 3, so ist in Abb. 3 abzulesen : 

Wo = 1 80 - (a + Cl.3) 
wo'= a- (/.1 

und wo+ wo' = 1 80 - (C1.1 + C1.3) 
Aus Abb. 4 sieht man 

Eo= a - Cl..3' 
Eo' = 1 80 - ca + a1') 

und Eo + Eo' = 1 80 - (a1' + C1.31). 
Die Formeln 5,03 und 5,04 gehen somit für OS = O' S' = 1111 über in 

Po = 2k2cr [( 1 80 - (Cl.1 + C1.3)) sin a cos a + sin2 a /11 !J. ]  . . .  5,05 
/' 1 

und 

Po' = - 2k2cr [( 1 80 - (C1.11 + aD) sin a cos a - sin2 a /11 
„3: ]. • • •  5,06 I'\ 

Wieder sei das Dreieck RST der Querschnitt eines homogenen Prismas, welches 
sich in der y-Richtung von - L bis + L erstrecke ; L sei wieder sehr groß gegenüber 
den Querschnittsdimensionen, dann ist der äußere Horizontalgradient die Differenz 
der Vertikalkomponente der Anziehung in A und D: 

(STR)A - (DSTR)n + (DSR)n. 
Der innere Horizontalgradient läßt sich aus der Differenz der Wirkung auf 

B und auf C berechnen : 
(BSTR)B + (BSR)B - (STR)c. 

Analog erhält man den äußeren Vertikalgradienten aus der Differenz der Verti
kalkomponenten der Anziehungskraft auf C und D 

(STR)c - (DSTR)n + (DSR)n 

und den inneren Vertikalgradienten aus der Wirkung auf B und auf A: 

(BSTR)B + (BSR)B - (STR)A. 

Zur Berechnung der schmalen Dreiecke DSR und BSR kann man die Winkel 
a1 und a3, bzw. C1.11 und C1.31 vernachlässigen, wenn man bedenkt, daß für den Hori
zontalgradienten DA= CB =Im und r3, r1»1, bzw. r3', r1' » 1 ist. Es gehen 
dann die Formeln 5,05 und 5,06 über in 

(DSR)n = 2 k2cr(7tsinacos a + sin2 a tn!l.) . . .  5,07 /' 1 
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und 

(BSR)n = - 2k2cr (n sin o cos o + sin2 o In"< ) . . .  5,08 1'3 
Setzt man ebenso AB = CD = 1 111, so gehen die Formeln 5,05 und 5,06 unter 

obiger Voraussetzung über in 

und 

(DSR)D' = 2k)cr (n cos2 o + sin o cos o In !J.) /'1 

(BSR)n' = - 2k2cr (n cos2 o + sin o cos o In "1'.). /'3 

. . .  5,09 

. . .  5, 10  

In  Tab. 1 sind die Berechnungsergebnisse u .  zw. die Vertikalkomponenten der 
Anziehung auf jeweils 4 Punkte A, B, C, D in den Höhen 900 m, 666 m, 500 m, 
400 m, 333 m, 300 m, 250 m und 100 m über der Grundlinie RT in Einheiten 
1 0-3/2k2crmgal ausgewiesen. Jeweils in der 5. Spalte sind die Gradienten in den
selben Einheiten berechnet und in Abb. 5 wurden diese graphisch dargestellt, 
( 1  mm = 10-3 m gal) . 

Die Differenz der Vertikalgradienten setzt sich zusammen aus 
V; - Va = (BSTR)n + (BSR)n' - (STR)A - (STR)c + (DSTR)D - (DSR)D' 
und diese der Horizontalgradienten aus . . .  5, 1 1  
H; - Ha = (BSTR)n + (BSR)n - (STR)c - (STR)A + (DSTR)D - (DSR)D. 

und 

Setzt man in 5, 1 1  die Gleichungen 5,02 ein, so erhalten wir 
V; - Va = (BSR)n' - (DSR)D' 

H; - Ha = (BSR)n - (DSR)D. 

Störgradient 

� � � � ::i· Cl . , 
� 0 

� 

Horizontaler Störgradient 
Höht (m) fOO 150 Joo JJJ "' 

... 5,12 

Abb.;5 

'"' 

Um die Rechnung zu vereinfachen, wurde das 450-Modell gewählt. Wir können 
aus diesem Modell einige wertvolle Erkenntnisse schöpfen : 
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1. Bei der Bildung der Differenz der Gradienten kommt die Gesamtmasse nicht 
zum Tragen, sondern nur die Differenz der Anziehung der beiden schmalen Drei
ecke SDR und SBR. Aus Abb. 5 ist ersichtlich, daß diese Differenz den gesamten 
Störgradienten in der vertikalen und horizontalen Richtung bildet. Für a = 450 

beträgt er 2 TI k,2 cr in beiden Richtungen. 

2. Für die Höhe H = 500 m ist die Differenz aus der Vertikalkomponente der 
Anziehung auf Punkt A weniger der Anziehung auf Punkt C gleich Tik2cr. Das 
Gesamtmittel dieser Differenzen in  allen Höhenlagen beträgt ebenfalls Tik2cr. 

Für unser Modell lautet die Formel für die Vertikalkomponente der Anziehung 
auf einen Punkt, z. B. auf den Punkt C: 

Pc/2k2cr = ßc He+ d In g. . . .  5, 13 

Die Änderung der Anziehung findet man demnach 
D..Pc/2k2cr = D..ßcHc + ßcD..Hc + Änderung des zweiten Gliedes. . .. 5,14 

Für den Horizontalgradienten ist D..H = 0. Für den Vertikalgradienten ist 

D..H = 1 m. 

Allgemein läßt sich die Änderung des Scheitelwinkels ß aus der Änderung des 
Umkreisradius darstellen. 

C' Abb.6 

Abb. 1 s 
D 

8 

\ 
\ 

\ 
lt 

R T 

y und y' sind als Sehnentangentenwinkel gleich groß. Trägt man den Winkel °' 

in A nach außen auf, so schneidet sich die so entstandene Gerade mit der Tangente 
in B im Punkt C'. Da die Dreiecke ABC und AC' B ähnlich sind, läßt sich die Ände
rung von ß linear als pß wie folgt ausdrücken : 

Da aber 

D..ß" pß = t -„- . p 



und 
ac 

t =-
b 

111 

ist, folgt 
ac t:..ß" ac � 

pß=T7=7Jt:..ß. 
Gehen wir wieder in Abb. 7 auf unser Modell über und ist !::,. ß die Änderung des 

Winkels ß wegen der Verschiebung von C nach D und t:..ß' die Änderung von ß 
auf Grund der Verschiebung von C nach B, so gilt 

- -

A ß KC . R T - - A ß RT cos V u = .  ,KC=DCCOSV=COSV, u = =--=; 
RC. CT RC . CT 

A ß' FC . RT - · . A ß' RT sin v u = ' FC = Sill V, u = . 
RC. CT RC. CT 

. . .  5, 1 5  

. . .  5, 1 6  

An Hand der Abb. 8 wird die Änderung des zweiten Gliedes der Formel 5 , 14 
abgeleitet : 

R 

CS= lfm2 + d2, 

CT = lf d2 + (1- m)2, 

CT = 1/d2+1112-21m+12 
CS d2 + m2 

5 
Abb.8 

T 

l/ 12 - 21m = 1 + . 
c12 +mz 

Abb.9 

Zur Berechnung der Änderung des zweiten Gliedes (d. In CT 
für den Horics 

zontalgradienten muß man m konstant halten und den Ausdruck nach d differen
zieren. 

a ( (d. In �) 
ad =In CT d2 (/2 - 2/m) . 

CS CT2. cs2 
. . .  5,17 

Wenn man nach m differenziert, erhält man den Einfluß des zweiten Gliedes 
in Formel 5, 14  auf den Vertikalgradienten. 

a ( d ·In�)
= _ ( I + m (12 - 2 Im)) d. . . .  5, 1 8  

am CT2 CT2. CS2 
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Wie man sieht, ist in unserem Fall für o = 450 und H = 500 m ß ß' 
= 0, 

da der Winkel y = 0 ist .  Ebenso ist 0 ( d 
· ln g) = 0, da CT = CS und der Klam
o d 

merausdruck im zweiten Glied ebenfalls Null wird. Nach Gleichung 5, 1 5  ist 

und nach Gleichung 5, 18 

H. b..ß = 
RT2 

2CT2 

o ( d. ln g) RT2 
o 111 - 2 CT2 

Daher ist die Differenz der Vertikalkomponente der Anziehungskraft 6.Pc auf 

Punkt A weniger Punkt C gleich 2k2crß oder, da ß = ; 
. . .  5, 1 9  

U m  nun den gewünschten Zusammenhang zwischen Wxx und W.Yz, also der Zu
nahme der horizontalen Anziehungskraft in der x-Richtung und in der z-Richtung 
zu finden, bleiben wir weiter so wie Helmert in der xz-Ebene. Wir differenzieren die 

Potentialfunktion !_ zweimal nach x und einmal nach x und z. /' 

Dann ist 

und 

1 J(x, z) = - , r = 11 x2 + z2 . 
/' 

a2 (-,
l
. ) r3 - 3r2x or 

ih l 3x2 
-- = - ------ = -- + -0 x2 r6 „� „5 ' 

während die gemischte zweite Ableitung lautet 

o2 (�,.) _ - 3 r2x � 
_ oz 3xz 

- --- ---- = + -. .  oxoz r6 r• 

. . .  6,00 

. . .  6,0 1 

. . .  6,02 

. . .  6,03 

Dieselbe Ableitung gilt auch für beliebig viele diskrete Massenpunkte und für den 
Fall einer irgendeinen Raum kontinuierlich erfüllenden Masse. 
Für die Schichten in der Nähe der Trennfläche können wir -a fast konstant setzen 
und es gilt mit großer Annäherung : 

�= cos 0 
/' 

�= sin o 
/' ) __ L . . .  6,04 



dann ist 

und 1)2 V 3 . �-" = + -3 COS 0 Sill 0 oxoz /' 

J 1 3  

. . .  6,05 

d.  h. es ist 1)2 V 1 1)2 V -- coto - - =  -oxoz „3 ox2 . 
Auch im Innenraum suchen wir zunächst den Zusammenhang von ��\'.� und 

. . .  6,0G 

l)zy 
oxoz' 

Bekanntlich finden wir [6] die Darstellung von �V für innere Punkte als Summe ox 
zweier Potentiale 

U =III!� �.v W = 
_ II cr cos

1
�N, �)da

, . . .  6,07 

und damit 

Es ist 

also-· 
,. 
-··-· 

und 

somit 

av 
- = W + U. ox . . .  6,08 

. . .  6,09 

1)2 V= -1· 1· cr cos (N, �� (� - x) da +j'j'j'o cr (� - x) dv . . .  6, 10  ox2 . . „3 0 � r3 ' 

. . .  6, 1 L 

oa;� = - II cr cos (N, :�3 (� -z) + III!� (� � z) dv. . „ 6, 12  

Wieder können wir für Schichten in der Nähe der Trennfläche o fast konstant setzen 
und es gilt mit großer Annäherung : 

daher ist 

und 

� = x + „ cos o, � = z + „ sin o, 
a� � - x a� . � - z 

-- = COS 0 = -- - = Sill 0 = --
0 /' /' ' 0 /' /' ' 

02 v = -j'j' cr cos (N, �) cos o da + j'j'j'o cr cos o dv ox2 „2 • o� „2 ' 

---- t<a+ --- v 1)2 V _ j'j' cr cos (N, �) sin o l j'j'j'o cr sin o _d axaz „2 - a� „2 , 
somit ist im Innenraum 

.. . 6, 1 3  

. . .  6, 14 
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Wir wollen nun wieder den Vertikalgradienten �;�im Außenraum mit Va und im 

Innenraum mit V;, den Horizontalgradienten 0°;;z im Außenraum mit Ha und im 

Innenraum mit H; bezeichnen. 
Setzen wir die Gleichung 6,06, welche für den Außenraum gilt, in die Laplace'sche 

Gleichung ein, so erhalten wir bei Vernachlässigung von 2c.u2: 
1 Ha cot o - Va - -3 = 0. 
„ 

. . .  6, 1 5  

Für den Innenraum gilt die Poisson'sche Gleichung. Wir setzen den Wert für 
0
0
2:: aus Gleichung 6, 14  in diese ein und erhalten bei Vernachlässigung von 2c.u2: 

H;coto - V;= -47tk2cr, . .. 6, 1 6  
oder für H1 die Bruns'sche Gleichung eingesetzt: 

also 
Ha cot o - 47tk2cr cos2 o - V;= - 47tk2cr ... 6, 17 

Ha cot o + 47tk2cr.sin2 o = V;. . . .  6, 1 8  
Setzen wir nun für V; die Bruns'sche Gleichung ein, so erhalten wir 

Ha cot o - Va = - 47tk2cr. . . .  6, 1 9  
Betrachten wir Abb. 1 der vorangehenden Arbeit [3] und dazu die Gleichungen 

3,02 und 3, 1 0, so wissen wir, daß nur dann die Gleichung 3,00 gilt, wenn die Zu
nahme der Schwerkraft von D nach C und von C nach B gleich groß ist. Nun ist 
aber die Zunahme der Schwerkraft von Punkt D nach Punkt B laut Gleichung 
6, 1 8  gleich 

2 Ha cot o + 47tk2cr . sin2 o. 
Wir müssen also ßg um 

27tk2cr . sin2 o 
verbessern, um im Mittel zwischen D und B zu liegen. Also lautet die verbesserte 
Gleichung 3,00, da ßg negativ ist: 

ßg + 27tk2cr sin2 o ßg cr' 2 o -47tk2 cos2 o - 2 tau ' . . .  6,20 O' = ����--��� -47tk2 cos2 o 
wenn 

cr' 
ßg 

. . . 6,21 -47tk2 cos2 o 
ist. 

Wir können uns die Messungsdifferenz 
ßg = -47tk2cr + 27tk2cr sin2 o ... 6,22 

auch aus der Summe Ha cot o - Va vermehrt um die Differenz der Vertikal
komponenten der Anziehung des Störkörpers auf Punkt A und Punkt C entstanden 
denken. Wir wissen aus Tabelle 1 unseres Modells und aus Gleichung 5, 1 6, daß diese 
Differenz gleich 7t k2 cr ist. Für unser Modell für o = 450 ist aber 

ßPc = 7tk2cr = 27tk2cr sin2 o. . . .  6,23 
Der verbesserte Dichtewert für das Beispiel der vorangegangenen Arbeit [3] 

lautet daher cr = 2,58, für das Profil E (S) (Abb. 2) sind die verbesserten Dichte
werte von oben nach unten cr = 2,67, 2,21 und 2,05; 
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und für das Profil C (N), (Abb. 3) lauten die verbesserten Dichtewerte von oben 
nach unten cr = 2,20, 2,27 und 2,5 1 .  
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180 Tonnen Beton fiir 4 Staatsgrenzpunkte im Neusiedler See 

Von Friedrich Meckel, Wien 

(Veröffentlichung des Bundesamtes für Eich- und Vermessungswesen) 

1. Einleitung 

Die Wiederherstellung der österreichisch-ungarischen Staatsgrenze im Neu
siedler See stellte außergewöhnliche Aufgaben und machte außerordentliche Auf
wendungen an Material und Arbeit notwendig, um die 4 Grenzbruchpunkte im See 
dauerhaft und deutlich sichtbar zu vermarken. Der vorliegende Artikel soll den 
Umfang und Aufwand an notwendigen Arbeiten zeigen und aus der, in der Kollegen
schaft kaum bekannten behördlichen Tätigkeit an Staaatsgrenzen berichten. 

Ein kurzer allgemeiner Überblick, der die Grundlagen für die anfallenden Ar
beiten und die besonderen Probleme an der 2637 km langen Staatsgrenze Öster
reichs aufzeigt, sei vorangestellt. 

Die Vermarkung der Staatsgrenze ist nach den bestehenden Staatsverträgen 
mit Hilfe der beiderseitig anerkannten Grenzurkundenwerke instandzuhalten, 
periodisch auf ihre Lagerichtigkeit zu prüfen, erforderlichenfalls zu ändern und zu 
ergänzen. Die vertragschließenden Staaten haben sich auch verpflichtet, einen Streifen 
beiderseits der Grenzlinie sichtfrei zu halten. 

Vielfältig sind die zu lösenden Probleme, wenn die Staatsgrenze in einem Ge
wässer verläuft und dort je nach der vertraglichen Festlegung labil oder stabil ist. 
Allmähliche natürliche Veränderungen, plötzliche Verlagerungen durch Hochwasser 
und die Regulierung von Grenzgewässern müssen im Sinne des bezüglichen Staats
vertrages bearbeitet werden. 

Die Delegierten, die jeweils von den an die Grenze stoßenden Staaten nominiert 
werden, führen die Arbeiten gemeinsam durch. Über die Verhandlungen und über 
die durchgeführten Arbeiten sind Protokolle in den Sprachen beider Staaten zu ver
fassen. 

Die Aufgabe, die österreichisch-ungarische Staatsgrenze im Neusiedler See 
dauerhaft zu vermarken und die kilometerlangen geraden Grenzstrecken sichtbar 
zu machen, war besonders schwierig zu lösen. In den folgenden Abschnitten dieses 
Artikels sind die besonderen Verhältnisse am See geschildert, die zu einer einmaligen 
Art der Vermarkung mit Schutzbau führten. 


