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Ergénzung zur Dichtebestimmung aus Schweremessungen
Von Wilhelm Embacher, Innsbruck

Zusammenfassung.
In Fortsetzung der vorangegangenen Arbeit [3] wird gezeigt, dal durch das Korrektionsglied

— % tan? § zur Gleichung 3,00 die mittlere Bodendichte durch Iteration gefunden wird.

In der Arbeit ,,Die Lotkriimmung und das Gravimeterversuchsfeld am Busch-
berg [2] wurde zur Berechnung der vertikalen Komponente der Anziehung eines
Prismas mit dem in Abb. 1 beschriebenen Querschnitt, welches in der y-Richtung
nach beiden Seiten eine wesentlich groBere Ausdehnung hat, als in der x- und z-
Richtung, folgende Formel von Helmert [4] verwendet:

P =2k26r sin o) [wgcos(w; —¢y) — sin (w; — @) In :—1] ...5,00
2
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Die Formel 5,00 gibt fiir ein Modell, fiir welches ¢ horizontal liegt und bei T
ein rechter Winkel auftritt, fiir einen beliebigen Punkt (Abb. 2) folgende Vertikal-
komponente der Gesamtanziehung:

Pp=2k2c (BH +d In ;;—%: ). ...5,01

Bezeichnet man die Vertikalkomponente der Anziehung des Prismas mit dem
Querschnitt STR auf den Punkt 4 mit (STR),4 und analog die Vertikalkomponente
des Prismas mit dem Querschnitt BSTR auf B mit (BSTR)p, mit dem Querschnitt
STR auf C mit (STR)c und mit dem Querschnitt DSTR auf D mit (DSTR)p, so
sind offenbar die Differenzen

(STR).4 — (DSTR)p = (BSTR)s — (STR)c
und ...5,02
(STR)c — (DSTR)p = (BSTR)s — (STR).
wenn die Entfernung der vier Punkte gegen Null konvergiert. In beiliegender Tabelle
wurden fiir ein Modell, in welchem der Winkel bei R und S 450 betrdgt, die Vertikal-
komponente der Anziehung fiir die Punkte 4, B, C und D, fiir AB =AD = 1m
in verschiedenen Hohen durchgerechnet und die wie in 5,02 berechneten Differenzen
ausgewiesen.

Zur Berechnung der Horizontal- und Vertikalgradienten in Bezug auf unser
Modell ist aber noch die Wirkung des schmalen Prismas mit dem Querschnitt DSR
auf D, nach der obigen Schreibart (DSR)p und mit dem Querschnitt BSR auf B,
also (BSR)p zu beriicksichtigen (siehe [5]).

Die Vertikalkomponente eines in y von -+ bis — unendlichen Prismas mit dem
Querschnitt Abb. 3 kann in zwei Teile zerlegt werden:
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AORS:

P10 = 2k2ad [0y cos (&) 4 &'g) — sin (0] + o) /n’? G ol wif) —B
2
Pi,0 =2k%20d [wy cos 8 — sin 3 In :—l 1
2
AOST:

Pjr,0 =2k26d [wg cos § — sin 3 /n 1—2 i
3
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also:

Po = P10 + Pa,0 = 2k26 [(wg + ) cos 8 + sin 8 In ,5}3 1, ...5,03
1

welche Formel natiirlich auch direkt aus 5,00 mit ¢; = — oy’ und (wy + 0g’)

als Winkel bei 0 hervorgeht.
Analog kann man die Formel fiir die Vertikalkomponente der Anziehungskraft auf
0’ (Abb. 4) anschreiben:

Py = — 2k2ad [(eq - €¢) cos 8 — sin & /n;%]. ...504
1

Zieht man in Abb. 3 die Parallele zu RT durch 0 und in Abb. 4 die Parallele
zu R’ T’ durch 0’ und bezeichnet die so entstandenen Winkel bei 0 bzw. 0’ mit oy,
o3 bzw. o'y, ¢'3, so ist in Abb, 3 abzulesen:

wo = 180 — (8 + «3)
(1)0, = 8 —
und wg + wg = 180 — (o) + «3)
Aus Abb. 4 sieht man
gg =0 — «3
e =180 — (8 + 1)
und e + g¢’ = 180 — (&)’ + @3').
Die Formeln 5,03 und 5,04 gehen somit fiir 08 = O’ S’ = 1m {iber in
Py = 2k26 [(180 — (ot + 3)) sin & cos & + sin2 & /n :j] ...5,05
und

Py = — 2k25 [(180 — (a;" + «3")) sin 8 cos & —sin2 8§ In—> 1. ...5,06
1

Wieder sei das Dreieck RST der Querschnitt eines homogenen Prismas, welches
sich in der y-Richtung von — L bis + L erstrecke; L sei wieder sehr grof3 gegeniiber
den Querschnittsdimensionen, dann ist der duBlere Horizontalgradient die Differenz
der Vertikalkomponente der Anziehung in 4 und D:

(STR).4 — (DSTR)p + (DSR)p.

Der innere Horizontalgradient 14Bt sich aus der Differenz der Wirkung auf

B und auf C berechnen:

rs
”

(BSTR)p + (BSR)s — (STR)c.
Analog erhilt man den duBeren Vertikalgradienten aus der Differenz der Verti-
kalkomponenten der Anziehungskraft auf C und D
(STR)c — (DSTR)p + (DSR)p
und den inneren Vertikalgradienten aus der Wirkung auf B und auf A4:
(BSTR)s + (BSR)s — (STR) 4.
Zur Berechnung der schmalen Dreiecke DSR und BSR kann man die Winkel
o1 und «3, bzw. «;" und «; vernachldssigen, wenn man bedenkt, daB fiir den Hori-
zontalgradienten DA = CB = 1lm und r3, ry >> 1, bzw. r3’, ry’ >> 1 ist. Es gehen
dann die Formeln 5,05 und 5,06 iiber in

(DSR)p =2k2c(msind cos & + sin2 § lrz;—3) ...507
1



108

und

(BSR)p = — 2k2c (7 sin 8 cos & + sin2 8 In }1 ). ...5,08
3

Setzt man ebenso AB = CD = 1m, so gehen die Formeln 5,05 und 5,06 unter
obiger Voraussetzung liber in

(DSR)p" = 2k2c (m cos2 3  sin 3 cos 3 /n :—3 ) ...509
1
und

(BSR)g' = — 2k2c (7 cos2 8 + sin 3 cos 3 /n —1, ). a5 510
3

In Tab. 1 sind die Berechnungsergebnisse u. zw. die Vertikalkomponenten der
Anziehung auf jeweils 4 Punkte 4, B, C, D in den Hohen 900 m, 666 m, 500 m,
400 m, 333 m, 300 m, 250 m und 100 m tiiber der Grundlinie RT in Einheiten
10-3/2k2cmgal ausgewiesen. Jeweils in der 5. Spalte sind die Gradienten in den-
selben Einheiten berechnet und in Abb. 5 wurden diese graphisch dargestellt,
(1 mm = 10— mgal),

Die Differenz der Vertikalgradienten setzt sich zusammen aus
Vi — Vo= (BSTR)s + (BSR)g' — (STR)4 — (STR)c + (DSTR)p — (DSR)p’
und diese der Horizontalgradienten aus PP N |
H; — H, = (BSTR)g + (BSR)g — (STR)c — (STR)4 4 (DSTR)p — (DSR)p.

Setzt man in 5,11 die Gleichungen 5,02 ein, so erhalten wir

Vi— Vo =(BSR)s" — (DSR)p’
und ...512
H; — H, = (BSR)p — (DSR)p.

\ Abb.:5
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Horizontaler Storgradient
Héhe (m) 100 250 300 333 boo 500 685 S00

230
224
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224

Um die Rechnung zu vereinfachen, wurde das 450-Modell gewédhlt. Wir kénnen
aus diesem Modell einige wertvolle Erkenntnisse schopfen:
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1. Bei der Bildung der Differenz der Gradienten kommt die Gesamtmasse nicht
zum Tragen, sondern nur die Differenz der Anziehung der beiden schmalen Drei-
ecke SDR und SBR. Aus Abb. 5 ist ersichtlich, daB3 diese Differenz den gesamten
Storgradienten in der vertikalen und horizontalen Richtung bildet. Fiir § = 450
betrdgt er 27wk2c in beiden Richtungen.

2. Fiir die Hohe H = 500 m ist die Differenz aus der Vertikalkomponente der
Anziehung auf Punkt A weniger der Anziehung auf Punkt C gleich wk2s. Das
Gesamtmittel dieser Differenzen in allen Hohenlagen betridgt ebenfalls wk2o.

Fiir unser Modell lautet die Formel fiir die Vertikalkomponente der Anziehung
auf einen Punkt, z. B. auf den Punkt C:

P2k?2c = 3. Hc+din g—%‘ ...513
Die Anderung der Anziehung findet man demnach
AP[2k?c = AB.H. + B.AH, + Anderung des zweiten Gliedes. ...5,14
Fiir den Horizontalgradienten ist AH = 0. Fiir den Vertikalgradienten ist
AH=1m.

Allgemein 4Bt sich die Anderung des Scheitelwinkels § aus der Anderung des
Umkreisradius darstellen.

Abb.6

CI

v und v’ sind als Sehnentangentenwinkel gleich groB. Trigt man den Winkel «
in A nach aullen auf, so schneidet sich die so entstandene Gerade mit der Tangente
in B im Punkt C’. Da die Dreiecke ABC und AC’B dhnlich sind, 14Bt sich die Ande-
rung von B linear als pB wie folgt ausdriicken:

Aﬁ”
p:t—”—.
& P

Da aber
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und

ist, folgt

Gehen wir wieder in Abb. 7 auf unser Modell iiber und ist AR die Anderung des
Winkels B wegen der Verschiebung von C nach D und AR’ die Anderung von f
auf Grund der Verschiebung von C nach B, so gilt

KC. RT
AB—K—— KC = DC cos v = Cos v, Aﬂ—gﬂ ...5,15
RC.CT RC . O
ap =FC-RT o ny, A = BT S0V ...516
RC. CT’ RC. CT

An Hand der Abb. 8 wird die Anderung des zweiten Gliedes der Formel 5,14
abgeleitet:

CS = ]/m2 + d2,
CT = ]/dZ + (I — m)2,

?J; /d2 +m2 —2Im +12 _ /1 —/Z— 2lm )
cs ] d2 + m2 l d? 4+ m?
5 Abb.9
Abb.8 *
m
c /2 \d _[
l
J
R T

Zur Berechnung der Anderung des zweiten Gliedes (d . /n % fiir den Hori-

zontalgradienten muB man m konstant halten und den Ausdruck nach d differen-
zieren.

CcT
(o 5 _, O @ —2m) 507
dd CsS CT2.CS?
Wenn man nach m differenziert, erhdlt man den EinfluB des zweiten Gliedes
in Formel 5,14 auf den Vertikalgradienten.

CcT
s(amg) L m@ =20 4 518
dm o CT2 CT2.CS?
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Wie man sieht, ist in unserem Fall fir § =450 und # =500m Ap' =0,
3(d.In &

da der Winkel ¥ = 0 ist. Ebenso ist " cs) =0,da CT = CS und der Klam-

3d
merausdruck im zweiten Glied ebenfalls Null wird. Nach Gleichung 5,15 ist
RT?
H.Ap =

2CT?

und nach Gleichung 5,18
GT
3 = T
(oG]
Sm B ei
Daher ist die Differenz der Vertikalkomponente der Anziehungskraft AP, auf

Punkt 4 weniger Punkt C gleich 2k2 c@ oder, da {8 :;

AP, = k2o, ...519

Um nun den gewiinschten Zusammenhang zwischen W,, und W,,, also der Zu-
nahme der horizontalen Anziehungskraft in der x-Richtung und in der z-Richtung
zu finden, bleiben wir weiter so wie Helmert in der xz-Ebene. Wir differenzieren die

, e/ . .
Potentialfunktion > zweimal nach x und einmal nach x und :z.

[ =1, =Y T2, e
Dann ist
1
s{=
(e s .
Sx dx PRI
und
52 l) M — 32y dr
] p— dx 1 Ix2
S T m o T T at e 158,02

wahrend die gemischte zweite Ableitung lautet

1 dr
52 ) el
(r B 3xz ...6,03

Sx8z re =+ I
Dieselbe Ableitung gilt auch fiir beliebig viele diskrete Massenpunkte und fiir den
Fall einer irgendeinen Raum kontinuierlich erfiillenden Masse.
Fiir die Schichten in der Ndhe der Trennfliche kdénnen wir 8 fast konstant setzen
und es gilt mit groBer Anndherung:

| =

= cos o

1N~

—sin 8 [ ) i ...604

~
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dann ist

32V 1 3
o . W
; % 3 +r3 cos2 d ‘
un
2V 3 . ...6,05
S35z +’_—3c0585m$ l .
d. h. es ist
32y 1 32y
mCOtS—".—S—B’\‘Z. ...6,06
Auch im Innenraum suchen wir zundchst den Zusammenhang von 5 und 88\—;/
Bekanntlich finden wir [6] die Darstellung von Sx fiir innere Punkte als Summe
zweier Potentiale
o e . e [
U:///-SEQ,W:— //ccos(N,g)do, 607
JJSBE &' r
und damit
3 _wiu ...6,08
dx
Es ist
2V SW 3dU
532~ 3x Tax 609
also-
E 32y " ocos (N, E)(E —x) 86 (B — )
=) ] ot [ ] S oo
und
32V dW 3V
x5z 8z | 8z’ -6l
somit

2y /‘/‘ccos (N, 6 (€ —2) + ///8_0 €—2) dv. ...6,12

Sxd8z 3 SE 13
Wieder kénnen wir fiir Schichten in der Nihe der Trennfliche 8 fast konstant setzen

und es gilt mit groBer Anndherung:

E=x-+rcosd,{ =z rsinJ,

3¢ _a—g oy .. %
—87—0058——"—,5—51118_—’.——,
daher ist
32V ("o cos (N, £) cos 3 ‘" [8c cos &
Sxz _./ / r2 & +./ / /8_5 2
und .aw6,13
32V " o cos (N, E)sin 3 " [dc sin
sx5: =) e do [ | 55
somit ist im Innenraum
2 2 :
B et VcotB. ...6,14

Sx2 dxdz
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3,
Wir wollen nun wieder den Vertikalgradienten im Auflenraum mit V, und im

5z%
2V
Innenraum mit ¥;, den Horizontalgradienten «—« S%52 im Auflenraum mit H, und im
Innenraum mit H; bezeichnen.
Setzen wir die Gleichung 6,06, welche fiir den AuBenraum gilt, in die Laplace’sche

Gleichung ein, so erhalten wir bei Vernachlassigung von 2 w2:
1

H{,cotS—V,,—ﬁ:O. ...6,15
Fiir den Innenraum gilt die Poisson’sche Gleichung. Wir setzen den Wert fiir
2
B’SxI: aus Gleichung 6,14 in diese ein und erhalten bei Vernachlassigung von 2w2:
H,'COtS— V1=—4Ttk20‘, 6,16
oder fiir H; die Bruns’sche Gleichung eingesetzt:
H,cotd —4nk2ccos2d — V; = —4nk2o ...6,17
also
Hacotd +4nk20sin2d = V. ...6,18
Setzen wir nun fiir ¥; die Bruns’sche Gleichung ein, so erhalten wir
H,cotd — V, = — 4nk2c. ..6,19

Betrachten wir Abb. 1 der vorangehenden Arbeit [3] und dazu die Glelchungen
3,02 und 3,10, so wissen wir, daB3 nur dann die Gleichung 3,00 gilt, wenn die Zu-
nahme der Schwerkraft von D nach C und von C nach B gleich groB ist. Nun ist
aber die Zunahme der Schwerkraft von Punkt D nach Punkt B laut Gleichung
6,18 gleich

2 Hycotd + 4mk20 . sin2 3.
Wir miissen also Ag um
2ntk2c6 . sin2 3
verbessern, um im Mittel zwischen D und B zu liegen. Also lautet die verbesserte
Gleichung 3,00, da Ag negativ ist:

Ag + 2mk2c sin2 3 Ag o’

T T “dnkZcos?s  —4mkZcoszs 2 3t d, 620

wenn

g Ag
® T T4nk2cos?s - ol
ist.
Wir konnen uns die Messungsdifferenz

Ag = — 4nk26 + 2mk26 sin2 8 ...622

auch aus der Summe H,cotd — V, vermehrt um die Differenz der Vertikal-
komponenten der Anziehung des Storkorpers auf Punkt 4 und Punkt C entstanden
denken. Wir wissen aus Tabelle 1 unseres Modells und aus Gleichung 5,16, daB diese
Differenz gleich wk2c ist. Fiir unser Modell fiir § = 450 ist aber
AP, = k26 = 2nk20 sin2 8. ...6,23
Der verbesserte Dichtewert fiir das Beispiel der vorangegangenen Arbeit [3]
lautet daher ¢ = 2,58, fiir das Profil £ (S) (Abb. 2) sind die verbesserten Dichte-
werte von oben nach unten ¢ = 2,67, 2,21 und 2,05;
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und fiir das Profil C (N), (Abb. 3) lauten die verbesserten Dichtewerte von oben
nach unten ¢ = 2,20, 2,27 und 2,51.
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180 Tonnen Beton fiir 4 Staatsgrenzpunkte im Neusiedler See
Von Friedrich Meckel, Wien

(Veroffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen)

1. Einleitung

Die Wiederherstellung der 0Osterreichisch-ungarischen Staatsgrenze im Neu-
siedler See stellte auBergewohnliche Aufgaben und machte auBerordentliche Auf-
wendungen an Material und Arbeit notwendig, um die 4 Grenzbruchpunkte im See
dauerhaft und deutlich sichtbar zu vermarken. Der vorliegende Artikel soll den
Umfang und Aufwand an notwendigen Arbeiten zeigen und aus der, in der Kollegen-
schaft kaum bekannten behordlichen Tatigkeit an Staaatsgrenzen berichten,

Ein kurzer allgemeiner Uberblick, der die Grundlagen fiir die anfallenden Ar-
beiten und die besonderen Probleme an der 2637 km langen Staatsgrenze Oster-
reichs aufzeigt, sei vorangestellt.

Die Vermarkung der Staatsgrenze ist nach den bestehenden Staatsvertrigen
mit Hilfe der beiderseitig anerkannten Grenzurkundenwerke instandzuhalten,
periodisch auf ihre Lagerichtigkeit zu priifen, erforderlichenfalls zu dndern und zu
erginzen. Die vertragschlieBenden Staaten haben sich auch verpflichtet, einen Streifen
beiderseits der Grenzlinie sichtfrei zu halten.

Vielfiltig sind die zu 16senden Probleme, wenn die Staatsgrenze in einem Ge-
wasser verlduft und dort je nach der vertraglichen Festlegung labil oder stabil ist.
Allméhliche natiirliche Verdnderungen, plotzliche Verlagerungen durch Hochwasser
und die Regulierung von Grenzgewissern miissen im Sinne des beziiglichen Staats-
vertrages bearbeitet werden.

Die Delegierten, die jeweils von den an die Grenze stoBBenden Staaten nominiert
werden, fiihren die Arbeiten gemeinsam durch. Uber die Verhandlungen und iiber
die durchgefiihrten Arbeiten sind Protokolle in den Sprachen beider Staaten zu ver-
fassen.

Die Aufgabe, die Osterreichisch-ungarische Staatsgrenze im Neusiedler See
dauverhaft zu vermarken und die kilometerlangen geraden Grenzstrecken sichtbar
zu machen, war besonders schwierig zu 16sen. In den folgenden Abschnitten dieses
Artikels sind die besonderen Verhiltnisse am See geschildert, die zu einer einmaligen
Art der Vermarkung mit Schutzbau fiihrten.



