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passung an die Wirklichkeit ist hervorragend, besonders wenn man bedenkt, daB
ja nur von den Bodenwerten ausgegangen wurde. Man darf im iibrigen hoffen,
daB iiber lingere Strecken bzw. groBere Hohenunterschiede, wie sie besonders bei
Shoranmessungen auftreten, sich die Anomalien weitgehend kompensieren. Leider
ist noch kaum Beobachtungsmaterial vorhanden, das die Frage zu beantworten
erlaubt, wie groB3 die horizontalen Erstreckungen von Dampfdruckanomalien sind.
Dazu wiren gleichzeitige Sondenaufstiege an nicht zu weit entfernten Stationen
notig.
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Ausreiflerkriterien
Von K. Pauly, Santiago de Chile

A) Aligemeines

Jeder messende Ingenieur wird einmal vor dem Problem gestanden haben, daf3
in einer Serie von Messungen der gleichen GrofBe ein oder mehrere Ergebnisse auf-
traten, von denen er vorgezogen hétte, daB} sie nicht vorhanden seien.

Diese sogenannten ,,Ausreifler sind, falls es sich nicht um ganz extreme Werte
handelt, meistens nicht erkldrbar. AuBerdem ist es natiirlich nicht zuldssig, diese
Werte rein gefiihlsmédBig auszusondern, denn die daraus resultierende scheinbare
Genauigkeitssteigerung des Restsystems kann zu falschen Schliissen iiber die System-
genauigkeit fithren.

Durch die zunehmende Einfithrung von physikalischem Gerit in die Geodaisie,
wie Kreisel, Gravimeter, elektromagnetische Entfernungsmesser, ist dieses Problem
in den letzten Jahrzehnten wieder besonders aktuell geworden. Es handelt sich
ndmlich um Instrumente, bei denen der Genauigkeitsgrad nicht mehr allein von der
Geschicklichkeit des Beobachters, und der Fertigungsgenauigkeit abhidngt; denn
infolge der komplizierten Technologie konnen Teile oder die Gesamtheit einer oft
sprunghaften Verdnderung unterliegen, die die MeBgenauigkeit beeinfluBBt*).

*) In diesem Zusammenhang sei auf die interessante Arbeit von Baumeister, Die Zuverldssig-
keit von Flugreglern, in Flugwelt 10/65, S. 858—859, hingewiesen.
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Das Problem der ,,Ausreiler* besteht also grundsitzlich darin, innerhalb einer
MeBserie einen Grenzwert zu bestimmen, von dem man behaupten kann, dalB3 alle
Werte, die jenseits dieses Maximalwerts liegen, auszuschlieBen sind.

Diesen kritischen Wert hat man als Vielfaches eines der bekannten Genauig-
keitsmaBe, z. B. des n-fachen wahrscheinlichen Fehlers oder des n-fachen mittleren
Fehlers auszudriicken. Im allgemeinen mufl man zwei Fille der Grenzwertbestim-
mung unterscheiden:

1. Man wiinscht bei einer bereits vorliegenden MelBreihe die AusreiBer zu
ermitteln und damit zu eliminieren.

2. Fir kiinftige Messungen ist der grofte zu erwartende Fehler einer Messung
wieder als Funktion des wahrscheinlichen oder mittleren Fehlers zu bestimmen.

Dazu miiBte natiirlich zuerst eine Untersuchung nach 1) stattgefunden haben,
da nach Elimination der Ausreier der mittlere Fehler des Restsystems kleiner und
damit das System wahrscheinlicher wird.

Es soll hier nur der Fall 1. dargestellt werden, da bekanntlich die Auswertung
der Wahrscheinlichkeitsfunktion

nm 2 hmm -12
Py = — / e du *%) 2 o o161
]/ T

0

einen 3- bis 4-fachen mittleren Fehler als Grenzfehler akzeptieren 14B3t. Hiernach
wird fir 3 m bereits eine Wahrscheinlichkeit von 0.997 erreicht, d. h. bei 1000 Feh-
lern liegen (absolut genommen) 997 innerhalb der Grenzen O und 3 m.

Es wurde oben mit Absicht gesagt, daB3 die Untersuchung iiber Ausreiler wieder
aktuell geworden ist, denn einige grundsitzliche Untersuchungen hiertiber sind
bereits um die Jahrhundertwende veroffentlicht [1] und auch in der neuen deutschen
geoditischen Literatur wieder angewandt worden [2]. Es besteht jedoch die be-
griindete Vermutung, daBl diese Untersuchungen einem groBen Teil der Leser nicht
bekannt sind.

Diese in Vergessenheit geratenen Dinge der Fachwelt wieder ndherzubringen,
ist die Absicht des Verfassers.

B) Kriterien fiir Ausreifier

1. Kriterium von Chauvenet

nr 2 hmr -2 2 (0,4769m) 3 (0,4769 n)s
Py = — / e du — —— [0,4769n — of
]/n g ]/Tc 3.l ! .2
(0,4769 n)7
- 4] e)
7.3!

ist die Wahrscheinlichkeit, daBl ein Fehler zwischen Null und den n-fachen wahr-
scheinlichen Fehler fillt. [3] [4]

**) n sei im folgenden der mittlere quadratische Fehler des Systems.
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nr
Ist m die Anzahl der Beobachtungen, so fallen m . Py Fehlerinnerhalbdieses

Bereiches und

nr nr

m—m.Py =m({ — Py ) )
auBerhalb desselben.

Nehmen wir jetzt m als Bezugspunkt an, so folgt daraus, daBB, wenn die Dif-
ferenz < 0,5 ist, ein Fehler von der GroBlie > n . r eine geringere Wahrscheinlich-
keit hat, und deshalb auszuscheiden ist.

Man kann also setzen

1 nr nr 2m —1

s — — s ————— ... (4

g =m—m Py und Py = B )
Mit PO'I" und einer Tabelle fiir das Integral (2) wird der zugehorige Wert 7, ge-

ny.
m

funden. Da ’Ln — 0,6745, wird = 0, 0,6745 =k (5%

Dann ist der Grenzfehler n; . r, oder wie ihn Chauvenet angibt, mit
k = np.0,6745 gleich . m.

Dieser Weg ist noch geringfiigig zu vereinfachen, was aber von Bedeutung ist,

n.r
wenn keine Tafel fiir Py sondern nur fiir

um 2. i =mp /f J X 1w 1 a7
Po e | e d":] P (”_E'ﬁ'i+72'5.2!—73'7.3!+"')
0

zur Verfligung steht. ... (0

nr nm
Aus einer Tafel fiir Py erhalten wir n,, aus einer Tafel fir P,  erhalten

wir 755

Wir miissen also 71,..0,6745 . bilden, um den Grenzfehler zu erhalten, oder,
was dasselbe ist, 1. . 1.

Der Wert ny; ist also identisch mit obigem £, also

. r nin 2m — 1
Po =Po = "7

n,.0,6745 =ny; =k ..
Grenzfehler k . m

Haufig wird auch nur eine Tabelle fiir das Wahrscheinlichkeitsintegral

Wi 2 (ah)3 n (ah)s (ah) i )

P o=y ah— 31t 521 73

- (8

angegeben, wobei Pi—z die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daf ein Fehler zwischen den
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Grenzen — a und + « liegt, und zwar als Funktion von (a . /). [6]
In diesem Fall ist der Tafel fur Pig der zugehorige Wert («/z) zu entnehmen;
man eliminiert dann /# mit der Beziehung
1
h = m]?
und erhélt bei bekanntem m in diesem Fall direkt den Grenzfehler
(ah) .]/7 .m=a

Es 1Bt sich also zusammenfassend fiir den Grenzfehler aufstellen:

n..r=ng.m=a

roong
7 =n, =06745

1y = (ah) ]/ 2

Wahrscheinlichkeit und Grenzfehler:

. hnm
mno__
P, { nm
o
wo /{m' ... 09
Py / n.r
o
a__ah
Py f a

II. Kriterium nach Peirce

Im folgenden soll gelten:

u = Anzahl der Unbekannten
m = die Zahl aller Beobachtungen
n = die Anzahl der auszuschlieBenden Beobachtungen
n’ = m — n die Anzahl der verbleibenden Beobachtungen
miy, my = die mittleren Fehler des 1. bzw. des 2. Systems
y = die Wahrscheinlichkeit flir einen Ausreiller
¥ = 1 — y die Wahrscheinlichkeit, daBB eine Beobachtung kein Ausreiler ist
k = Faktor, der den Grenzfehler bestimmt
€1, €3, Fehler im 1. bzw. 2. System, wobei System I = ohne Ausschlufl und System
IT = mit Ausschlul3 bedeuten soll.

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers ¢ ist

h  -hte?

@(E)Zﬁe ... (10)
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P=9(). o (). ¢ (") die Gesamtwahrscheinlichkeit

oder bei n Beobachtungen
" - 12 [ee]
2 = £
P (] /1':)"
Die Wahrscheinlichkeit, dall ein Fehler groBer als k my ist, betrédgt

g€ — o0

2[¢ (o) de

e = ki

1
oder durch entsprechende Substitution mit (10) und i = m]_/f
o]
2 f ee
gl — my|/2x o ¢ Zmrde s 5 o el0a)
1

Substituieren wir jetzt in (10a)

€
a:k.mldurchtzm
: : . k
so wird mit £ 1, ]/2 =k my, b= ——
12
=
2 / -1t
qu: ]/ﬂ; . ke.a't (ll)
=

4
das ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler, der L'iber?2 liegt, ein Integral,
das sich aus einer Tabelle fiir Formel (9) berechnen laBt.

Nach Chauvenet-Peirce ist die Wahrscheinlichkeit flir das System 1, einschlieB3-
lich der Bedingung, dal n Beobachtungen jenseits des Grenzfehlers km; liegen

[1], S. 560.
_ m bk ]”
P=lo@)" [(P(kml)

Daraus 1Bt sich mit der Beziehung ' = m — n herleiten

hym e
(]—/;) € 2m;2 o lee] — nk2my2
P = e R = ———p e 2z (YR

(]/n) ’ e'"(V%) i )T

Ist ' die Zahl der Fehler, die nach Aussonderung tibrig sind, so wird

[y
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[eel — nk2m2  das ist die Wahrscheinlichkeit aller Fehler

1 )
= T (BT ¢ 2m)? innerhalb der Grenzen, was durch n k m;
= (] 27) charakterisiert ist,
P =@l .. die Wahrscheinlichkeit, daB3 n Fehler tliber die Grenzen
k mmy hinausgehen,
Pr=\ P& P*%| ¢ avromirence: ist die Wahrscheinlichkeit des Gesamt-Systems.
Da nun [ee] = (m — u) ;2 ist, ... (12)
wird daraus
b Y n
Pl = '—ll”—,— 1€ 2 ( IH+II+H/(2) y (L!Jk) SHCRC (13)

mi " (2n)?

Peirce postuliert nun [1]: Die Wahrscheinlichkeit des Fehlersystems einschliel3-
lich der AusreiBer (P)) ist geringer als das ohne AusreiBer multipliziert mit der Wahr-
scheinlichkeit, dall die und nur die Ausreiler vorkommen (P,), wobei

[e222]
1 Ty — e 2my? .y” .y’” ... (14)
" (2m)?

wir haben also als Kriterium

Py, =

P, < P, oder ausfiihrlicher

S TR S A I |
(L’z)"’e —mtzu+yukt+5n N (¢k)"<y”y'"'
1y

1
r = n(k?-1)
(@) g = k)" < p"y"™ und mit m —n =1’ ... (15)

ny

. " oo A 1 3
Die Wahrscheinlichkeit ist fiir y = ’:—1 und y' = %

deren Summe GewiBheit sein muB, also y + ' = 1.

! ! n . m'
Py — n\nm'\n" " n
n m m' 4"
n—+n

m

Somit erhdlt man:

y+y = =1

n 4+ 1’ = m und damit

/117
- N

n
By — = Tn
) m'

J

é (k2—1)
e “(Yk) =R



(”Lz)”’ — Rll = T ’
n . (16)

Dieser Ausdruck muf3 im engeren Sinne als Kriterium von Peirce bezeichnet
werden.

Jetzt wird als Approximation, um das Verhéltnis ""’2 zu bestimmen, angenom-
ny

men, dafB} die Differenz der Fchlerquadratsummen nicht groBer sei als das n-fache
Fehlerquadrat (k 1n)2, also

[3131] = [3232] =nK2 11712 oMol ] (17)
m—u) 2 — @ — ) ny2 =nk2m;2
2
(m —wym2 —(n —u—n)my2 =nk2m?
m—u—nkz  [m\?2
m—u—n  \m
2n

1y

m—u—n

(1112)2 _om—u—nk? _ (%) M= 0 d damit
m—u—nk2=0n—u—n)r2
O=m—u—nk2—22m +22u+A2n
von beiden Seiten wird # subtrahiert
nk2—n=m-—u—un—nm-+12uy-+xr2n

(1(2—1):1—”#(1—7\2) L 318)

In [1] findet man Tafeln fiir k2 als Funktion von w, /n und n wie auch log T
und log R.
C) Beispiele

Im folgenden sollen die abgeleiteten Gleichungen an einigen Beispielen er-
lautert werden:

Aus einer Serie von 40 Kreiselmessungen, die 1965 mit einem TK 4 (Fennel)
vom Verfasser ausgefiihrt wurden, ergab sich ein mittlerer Fehler von

m = 4 |/3933 =4+ 150

Folgende Restfehler sind gegeben (in ©):

10,68 + 1,05 40,10 + 0,02
10,41 10,84 + 0,20 — 0,54
+ 517 — 0,16 10,14 +0.80
+0,28 — 1,14 — 0,48 10,35

1+ 0,48 —1,93 + 0,56 — 087
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—0,28 0,40 — 0,22 — 0,68
41 82 — 1,88 +0,01 —0,23
+1,80 10,31 —0,70 140,06
11,26 — 0,61 — 1,05 — 1,40
10,91 — 0,79 — 0,83 — 1,41

Eine Untersuchung, ob systematische Anteile vorhanden waren, ergab nach
Cornu
m:t:r =1:0,76:0,58
nach Wolf

12

-772—1’ <G, mitG, ~024

A A 4o
0,15 < 0,24

N

wodurch also bestdtigt war, daB keine systematischen Fehler vorkommen [5].
Ausreiller:

a) Nach Chauvenet

i 79
Py = g5 = 09875
. =341, Ny = 2,5, (0. D)2 =25
Tm _ 0,674, K=125

H’,

K.m=25.1=2¢
es ist also eine Beobachtung auszuschlieBen.
Jetzt

nr
By e % — 0,9872, n, = 3,69, K =248

K.m =2,48.0,88 =2£2

es ist keine weitere Beobachtung auszuschlieBen.

b) Nach Peirce
K240 = 6,270 Bio=—25
K239 = 4,925 K39 =2,2 Ergebnis wie unter a)

Es muB hier erldutert werden, da3 die n-te Beobachtung nicht ausgeschlossen
werden kann, bevor die (n — 1)te Beobachtung nicht ausgeschlossen wurde.

c) Fall mit mehreren Unbelkannten:

Am 3. 3. 1967 wurden auf dem Astro-Pfeiler der TH der Universidad de Chile
libungsmidBige Breitenbestimmungen mit einem T4-Wild nach Sterneck durchge-
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fiihrt, wobei eine Ausgleichung mit den Unbekannten ¢ und Z, (Zenitpunkt) er-
folgte, die als wahrscheinlichsten Wert flir

o = — 33027°29”,30

_ [ 44,5 "
m=:|:] 33 = 4-2

ergab,

M= 40"5
Restfehler (v) (in"'):

1,05 0,17
0,18 0,62
3,62 0,65
2,07 0,58
2,21 1,57
2,28 2,75
1,40

Die asymmetrische Anordnung soll hier nicht stéren, da ja bei vollkommener
Symmetrie und evtl. AusschluBl von Beobachtungen die Serie asymmetrisch werden

kann.

Nach der in [1] enthaltenen Tafel wird k fiir « = 2 ermittelt und man erhélt:

k2 = 3,782
k = 1,95, k. =3"9

Als Ergebnis erhalten wir also, dafl keine Beobachtung ausgeschlossen werden
darf.

AbschlieBend konnen wir feststellen, daBB der Vorteil der ziemlich verwickelten
Theorie von Peirce liber das Princip von Chauvenet nicht erwiesen ist, selbst nicht
mit der Begriindung, daB sie die Anwendung auf mehr als eine Unbekannte erlaubt.

Im iibrigen verweisen wir auf [4], S. 365 und 366, wo darauf aufmerksam ge-
macht wird, ,,vorsichtig zu sein, vor allem bei geringer Anzahl der Beobachtungen*.
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